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Cuvint-inainte

Prezentul manual este elaborat conform curriculumului liceal modernizat lamatematica
axat pe formarea de competente.

Manualul este structurat pe module. Pentru orientare, lainceputul fiecarui modul sint
formulate obiectivele educational e care pot fi atinse studiind modulul respectiv. Obiectivele
marcate cu * vizeaza numa elevii de la profilul real. Mentionam ca manualul contine
compartimente ce tin de elemente de analiza matematica, numere complexe, elemente de
algebra superioara si geometrie.

La aceasta treapta a scolarizarii, elevii se familiarizeaza cu o serie de concepte noi.
Acest fapt este un motiv Tn plus si chemam cititorii si parcurga atent atit materialul
teoretic (definitii, teoreme, proprietati efc.), Cit si exempleleilustrative, exercitiile motiva
tionale si cele rezolvate. Numai Tn acest mod pot fi realizate prevederile principiilor
constructiv si formativ puse labaza studierii matematicii Tn invatamintul preuniversitar.

Mentionam ca Tn manual sint folosite si unele notiuni, metode si procedee care nu sint
specificate de curriculum, Tnsa reprezinta instrumente educational e eficiente pentru atin-
gereaobiectivelor. Printre ele mentionam: matriceaesal on, definitiadeterminantilor axata
pe dezvoltarea determinantilor dupa o linie sau dupa o coloana. Astfel, prin intermediul
manua ului, autorii concretizeaza Tntru citvacurriculumul proiectat, pornind delanecesitatile
actuale si de perspectiva privind predarea-invatarea—evaluarea matematicii n liceu.

Manualul este structurat astfel incit si poata fi utilizat la predarea matematicii atit
elevilor de laprofilul red, cit si celor dela profilul umanistic, arte si sport. De retinut ca
materialul (textul) marcat in partea stinga cu o bara verticala este previzut numai
pentru profilul real. Pentru profilul umanistic aceste texte pot fi propuse ca
extinderi. Tn plus, Tn conformitate cu obiectivele preconizate, exercitiile si problemele
propuse la sfirsitul fiecarui paragraf, precum si la sfirsitul fiecarui modul sint clasificate
dupa profil. Cele notate cu litera A sint destinate ambelor profiluri, iar cele notate cu lite-
raB —numai elevilor delaprofilul real, fiind extinderi pentru cei delaprofilul umanistic.
Exercitiile marcate cu * au un grad sporit de complexitate si nu sint obligatorii pentru
rezolvarelaprofilul respectiv.

Probele de evaluare servesc la verificarea nivelului performantelor atinse si sint
elaborate pe profiluri: A —profilul umanistic, arte si sport; B — profilul real.

Unele prevederi tin s faciliteze organizarealucrului individual a elevilor. Tn afara de
exemplele motivationale, de consolidare si de utilizare a conceptelor, Tn manual sint
prezentate modele de rezolvare a principaelor tipuri de exercitii si probleme.
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Simbolurilesi notatiilefolosite sint celeintilnite frecvent in literatura de speciditate si
recomandate de curriculumul gimnazial la matematica. Sint folosite literele alfabetul ui
grec, pe care-l reproducem mai jos.
tintele, atit prininsusireaunor notiuni teoreti ce suplimentare (optionale), cit si prinrezolvarea
unor probleme mai complicate.

Stimati profesori si dragi elevi, speram caacest manual si devina uninstrument didactic
util Tn studierea matematicii. Totodata vom fi recunoscatori pentru obiectiile si sugestiile
dumneavoastra ce vor contribui latmbunatatirea continutului manualului.

Autorii
Alfabetul grec

Litere Citirea literelor Litere Citirea literelor
A« alfa N v niu

B B beta EE& csi

ry gama Oo omicron
Ad delta Imr pi

E ¢ epsilon Pp ro

7 zeta Yo sigma

Hn eta Tt tau

00 teta Yo ipsilon

It iota ) fi

K x kapa X x hi

A A lambda Y v psi

M u miu Qw omega




_ Modulul |
Siruri de numere reale

Objective

reprezentarea prin simboluri asirurilor, *subsirurilor de numerereale;

clasificareadupa diverse criterii asirurilor numerice;

aplicareaprogresiilor aritmetice si geometricen diverse contexte;

*utilizarea in diverse contexte anotiunii de vecinatate a unui punct in R;

*utilizarea Tn diverse contexte a notiunii de limita asirului, a simbolurilor si terminologiei
respective;

*aplicareaproprietatilor sirurilor convergente in contexte variate.

00000

0

Tn modulele 1-5 vom studia elemente de analiza matematica — unul dintre compar-
timentel e fundamental e ale matematicii. Aplicatii deanalizei matematiceintiiniminfizica,
tehnica, geometrie, economiesi h multe alte domenii. Cadrul numeric a analizei matematice
1l constituie multimeanumerelor reale. Obiectele el de studiu — dependentele functionale,
derivatele, integralele—sint, Tn fond, limite definite Tn mod corespunzitor. Pentru astudia
limitele de functii, este necesar sa examinam limitele de siruri numerice.

| Siruri numerice. Recapitulare si completari

1.1. Marginileinferioar esi superioarealemultimilor
denumerereale

Vom studiaunele proprietati ale multimilor de numere real e necesare pentru fundamen-
tarea studiului analizel matematice.

Axioma continuitatii multimii numerelor reale

Fie Asi B doua submultimi nevide ale multimii R, astfel ncit
pentru orice ae A si orice be B are loc relatia a<b. Atunci
exista cel putinun ce R, astfel incit a<c<b.

Principiul lui Arhimedet

Pentru orice numar real x exista un unic numar intreg m, astfel
incit m< x<m+1.

Numarul m se numeste partea intreaga a numarului X si se
noteaza [x].

t Arhimededin Siracuza (cca287-2121.H.) —invatat grec.




Modulul 1

Definitii. « Multimea X cR se numeste marginita superior (marginita infe-
rior) daca exista un numar ce R, astfel incit x<c (x=c), pentru orice xe X.
Numarul ¢ se numeste majorant (minorant) pentru multimea X.

* Multimea X cR se numeste marginita daca ea este marginita superior si infe-
rior, adica exista numerele realem, M, astfel incit m< x< M, pentru orice xe X.

Pentru fiecare dintre aceste propozitii poate fi formulata negatiael logica. De exemplu,
negatia primei propozitii este: multimea X cR nu este marginita superior (marginita
inferior) daci pentruorice me R existd X' e X, astfel incit X' >m (x < m). (Cu gjutorul
cuantificatorilor universai Vv, 3 conditia,, pentruorice[oricarear fi] me R exista x'e X”
se scrie concis astfel: Vme R, Ix'e X.)

Observarie. Orice multime X c R, marginita superior (marginita inferior), are o
infinitate de majoranti (minoranti). Daca numarul ¢ este un majorant (minorant) pentru
multimea X, atunci oricare alt numar ¢, mai mare (mai mic) decit ¢ de asemenea este
un majorant (minorant) pentru multimea X. Tntr-adevar, pentru orice xe X, astfel
incit x<c si c<c, rezultda ca x<c,, deci ¢, este de asemenea un majorant.

Definitie. Elementul ae X (daca existd), X cR, se numeste cel mai mare
(respectiv cel mai mic) element a multimii X daca pentru orice xe X avem x<a
(respectiv x> a). Tn acest caz, se noteazi: a=maxX (a=minX).

Exemplu
Pentru multimea A:{%|ne IN} max A=1 iar min A nu exista.

Definitii. « Cel mai mic majorant (daca exista) a multimii marginitesuperior X < R
Se numeste mar gine superioara (supremum) pentru X si se noteaza sup X.

* Cel mai mare minorant (daca exista) a multimii marginite inferior X cR se
numeste mar gine inferioara (infimum) pentru X si se noteaza inf X.

Observarie. Fie ao=inf X si B=supX, iar Y ={-x|xe X}, atunci infY=- si
supY =—co.

Exemple

1. Multimea numerelor naturale N nu este marginita superior, dar este marginita
inferior. Prin urmare, multimeaN nu este marginita. Multimile Z, Q, R nu sint marginite
nici inferior, nici superior.

2. Multimea X ={% ‘ne IN*} este marginita, deoarece Vn=1 avem O<%sl
3. Multimea A={sinx|xe R} estemarginita, deoarece —1<sinx<1, pentruorice xe R.

Observarie. Tn exemplul 2, inf X =0¢ X, supX =1 X, iar Tn exemplul 3,
inf A=-1e A, supA=1e A Asadar, supremumul (infimumul) unei multimi X cR
poate si apartind sau poate si nu apartina acestei multimi.
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Siruri de numere reale

O multime nevida marginita superior are o infinitate de majoranti, iar supremumul ei
este cel mai mic majorant. Cum o multimeinfinita de numere poate sa nu aiba cel mai mic
element (a se vedea exemplul 2), apare urmatoareaintrebare: o multime numerica nevida
marginita superior (inferior) poseda oare supremum (infimum)?

Teorema 1. Orice multime numerica nevida marginita superior (inferior) poseda
margine superioara (inferioara) si aceasta margine este unica.

Demonstrarie

Fie X <R o multime nevida marginita superior, iar Y multimea tuturor majorantilor
multimii X, adica Y ={ye R|Vxe X, x<V}.

Conform ipotezei, X #J, Y= si x<y, Vxe X, VyeY. Tn virtutea axiomei
continuitatii multimii numerelor reale, exista un numar c, astfel incit Vxe X si VyeY

D

Din primainegalitate a sistemului (1) rezulta ca numarul ¢ este un majorant pentru X,
iar din adouainegalitate — ca numarul ¢ este cel mai mic majorant pentru X, deci ¢ este
marginea superioara amultimii X. Astfel, c=supX.

Sd demonstram ca aceasta margine este unica. Presupunem contrariul: ca multimea
X aredoui margini superioarediferite, csi ¢'. Fie, deexemplu, ¢’ < ¢. Deoarece ¢ = sup X
si ¢’<c, conform definitiel, rezultd ca exista un element x, e X, astfel incit x. >c’.
Aceasta contrazice presupunerea ci ¢ =supX. Prin urmare, c=c’.

Existentamarginii inferioare aunei multimi nevide marginiteinferior si unicitateaei se
demonstreaza in mod analog.

X<C,

X<c< y@{cSy.

Teorema 2 (de caracterizare a marginii superioare a unei multimi)

Fie X ¢R omultime nevida marginita superior. Numarul M * este marginea supe-
rioara amultimii X daca si numai daca:

1) x< M7, pentru orice xe X;

2) pentru orice € >0 exista x_ € X, astfel Incit x, >M " —e¢.

Teorema 3 (de caracterizare a marginii inferioare a unel multimi)

Fie X cR o multime nevida marginita inferior. Numarul m* este marginea infe-
rioara amultimii X daca si numai daca:

1) x=>m, pentru orice Xe X;

2) pentru orice € >0 exista x, € X, astfel incit x, <m’ +e¢.

Demonstratia acestor teoreme rezulta imediat din definitia marginii superioare si
respectiv a celei inferioare pentru o multime.

Daca multimea X nu este marginita superior (inferior), atunci vom conveni sa scriem
SUp X =+e0 (inf X =—o0). Pentru X =R, convenim ci infR=-co gi SUPR =+co.
Pentru orice xe R, consideram ci —oo < X <+oo,
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Modulul 1

Exercitii rezolvate
% 1. Si sedetermine supremumul si infimumul multimii A:{l—% ‘ne N*}.

Rezolvare:

Evident ca 0£1—%<L pentru orice ne N'. Deci, multimea A este marginita.

Sa demonstram ca supA=1. Vom aplica teorema de caracterizare a marginii
superioare a unei multimi. Deoarece 1—%<L Yne N', rezulta ca prima conditie a
teoremei 2 este verificata.

Observam ca pentru orice € >0 inecuatia 1—% >1-¢ aresolutii In N*. Fie n, una

dintre aceste solutii. Obtinem ca pentru orice € >0 exista numarul 1_n_1ge A astfel
ncit 1—n—1s>1—e. Asadar, conditia a doua a teoremel 2 este verificata. Prin urmare,
supA=1.

Sd demonstramca inf A=0. Avem 1—% >0, Vne N'. Cum O apartine acestei multimi
(pentru n = 1), rezulta ca inf A=0. Constatam ca inf A=minAe A, iar supAz A

2
% 2. Fiemultimea A:{ 2 |ne IN}.
n“+4
a) Sa se demonstreze ca multimea A este marginita.
b) Sa sedetermine supremumul si infimumul multimii A.

Rezolvare;
2

a) Observam ca 0<

T2 <1, pentru orice ne N. Deci, multimea A este marginita.

n° +

b) Sa demonstram ca sup A=1. Vom aplica teorema 2. Prima conditie a teoremei
2

este verificata. Vom arata ca pentru orice 0< £ <1 inecuatia >1-¢ aresolutii in N.

n +4

Rezolvind aceasta inecuatie, obtinem n> 2, /% —1 si, conform principiului lui Arhimede,

dn, e N, astfel incit n, > 21%—1, anume n, :[21/%—1}+1. Prin urmare, sUpA=1.

2
Deoarece — 420, Vne N, si Oe A, rezulta ca inf A=0.

n2

Observarie. Multimeatuturor fractiilor subunitare pozitive nu poseda nici cel mai mic
element, nici cel mai mare element, infimumul si supremumul acestei multimi fiind
respectiv numerele O si 1.

1.2. Notiuneadesir numeric. Siruri finite, infinite. Subsiruri

Definitie. Fie EcR o submultime. Se numeste sir de numere reale (sir nu-
meric, sir real) orice functie f: N’ — E.

O adtfel defunctie asociaza fiecarui numar natural ne N* ununic numar rea f (n)e E.
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Siruri de numere reale

Daca functia f este definita pe o submultime finita a elementelor consecutive ae
multimii N, atunci seobtineun sir numeric finit. Tn caz contrar, sirul obtinut se numeste
sir numeric infinit.

Numarul f(n) se noteaza cu X, si se humeste termenul de rang n a sirului sau
termenul general d sirului, iar nsusi sirul se noteaza cu (X,),.,-

Observarii. 1. Uneori, functia f estedefinita pe N si atunci sirul incepe cu termenul de
rang zero, adica scriem (X,),.,,» sau functiaeste definita pe N\{0,1, ..., k—1}, atunci
scriem (X,) o -

2. Tn mod frecvent, pentru siruri utilizam si notatii ca (a,) ., (0,),01s (Co) s (@) s
(ﬂn)nzl etc

Exemple
1.Sirul (X)) 10 X, :%, reprezinta sirul inverselor numerelor naturale nenule.

2.5irdl (a,),., @, =N, estesirul numerelor naturale.
3.Sirul (b,),.,, b,=+vn-2, estesirul 0, 1, V2, .., n=2, .

Sirul se considera definit daca este indicat modul de obtinere atermenilor sai.

Un sir poate fi definit:

1) analitic, adica prin formula termenului general

Aceasta formula permite calculul oricarui termen a sirului.

De exemplu, pentru sirul (X,),.,, definit prin termenul general x. =1+ (-1)", avem
Xx=0,%X=2 %=0X=2, ..

2) prin descrierea termenilor sirului

De exemplu, sirul numerelor primeeste 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, ...

3) printr-o relasie de recurenyd. n acest caz se precizeaza unul sau citiva termeni si
o relatie de recurenta din care se deduc ceilalti termeni ai sirului.

Exemple

1. Fie x, =+/2 si relatiade recurenta x ., =./2+x_, pentru orice n>1.

Atunci obtinem sirul xlzx/E, X, = 2+4/2, x3:\12+\/2+\/§,

2.Fie x,=1 x,=1si X, =X _,+X,_, pentruorice n>2. Aflam termenii sirului:
X =L X =1L X, =X+X%X=2, ,=X+X%=3, X,=%+X =5 X=X+X%X=8, ...

Asadar, obtinemirul 1, 1, 2, 3, 5, §, ..., care se numeste
sirul lui Fibonaccit.

Se poate determina formulatermenului genera al sirului
[ui Fibonacci:

n+1 n+1
_i.l[l"'\/gJ _[1_\/§J } pentru orice ne N,

T E T2 2

1L eonardo da Pisa (Fibonacci) (1175-1250) — matematicianitalian.




Modulul 1

Sirul lui Fibonacci are aplicatii Tn diverse domenii ale matematicii: combinatorica, teoria
numerelor, analiza matematica s.a. El poseda proprietati interesante (de exemplu, toti
termenii sirului derang divizibil cu 3 sint numere pare, termenii de rang divizibil cu 4 sint
divizibili cu 3, iar termenii derang divizibil cu 15 sint divizibili cu 10).

. Definitie. Doua siruri, (X,); $i (Vo)1 SENUMeSC egaledaca x, =y,, Vne N".

1+ (=™t

Adtfel, sirurile si1,0,1,0,... sintegale, iarsirurile1,0,1,0,...5i 0, 1,

n=1

0, 1, ... nusint egale, cu toate ca au aceeasi multime de valori ae termenilor: {0,1}.

. Definitie. Unsir (X,),., Senumeste constant daca x.,, = x,, pentru orice ne N".

Exemplu
Sirul  (x),., definit de x =3 si X=X +6,Vn>1 este constant:
X=3 X,=3, X=3, ..

1.3. Siruri monotone. *Siruri marginite

Definitii. » Sirul (x,),.., Se numeste crescator (respectiv descrescator) daca
X, <X, (respectiv x, >x,.,), VneN.

o Sirul (x,),., Se numeste strict crescator (respectiv strict descrescitor) daca
X <X, (respectiv x, >x ), VneN".

« Sirurile crescitoare sau descrescitoare se numesc siruri monotone.

« Sirurile strict crescatoare sau strict descrescitoare se numesc siruri strict mono-
tone.

Observarie. Exista siruri care nu sint monotone.
I Deexemplu, sirul (X,).,;, X, =-D" x =-1 x,=1, X, =-1, ...

Pentru a determina daca un sir (X,),., este crescator sau descrescator, se poate
proceda astfel:

1. Studiem semnul diferensel a doi termeni consecutivi:

e dacd x,,—X, 20, VneN", atunci sirul (x,),., este crescator;

e daci X, —X <0, VneN’, atunci sirul (x,),, este descrescator.

2. Daca termenii sirului sint pozitivi, atunci comparam cu unitatea raportul a doi
termeni consecutivi:

e daca x,>0, Vne N, si %21, Vne N", atunci sirul (x,),., este crescator;

e daci x, >0, VneN', si %SL ¥ne N', atundi sirul (x.),., este descrescitor.

Tnlocuind semnul ,, >” (, <”) cu,, >” (,<”), seobtin criterii anal oage pentru monotonia
stricta.
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Siruri de numere reale

Exercitiu rezolvat
Sa se studieze monotoniasirului (X,),.,, daca:

_n+1, 1
Rezolvare:
&) Xy =X, = (M+D+1 _n+1_n+2 n+l_(n+2)(n+2)-(n+DH(n+3) _
MM T (N+)+2 n+2 n+3 n+2 (n+3)(n+2)
= (n+3)(n+2) - (n+3)(n+2) >O, Yne N°.

Ceea ce inseamna ca x,,, > X, Vne N', adica sirul este strict crescator.

b) Observam cd x. >0, Vne N".

o Xn+1_ 1 . 1 _ 1 . _ n %
Atunel X, (M+D)(n+2) n(n+l) (n+L(n+2) n(n+1)_n+2<L vnen-

Prin urmare, sirul este strict descrescator.

Definitii. » Sirul (X,),s, Se numeste marginit superior (marginit inferior) daca
existd un numér rea a (respectiv b), astfel incit x, < a (respectiv x, >b), Vne N'.
o Sirul (x,),., Senumeste marginit daca el este marginit superior si inferior, adica
exista douda numere a, be R, astfel Incit a< x, <b, pentru orice ne N".

Sirul (x,),., este nemarginit dacd VM >0, 3n, e N’, astfel incit |x, |> M.

Exercitii rezolvate

1. Si se stabileasci daca sirul (x,),.,, X, :%, este marginit.
Rezolvare:
_2n+l >0, Vne N’, deci sirul este marginit inferior.
2n+3
Sa demonstram ca sirul este marginit si superior.
7 < 2n+1 2n+1+2-2 (2n+3)-2 2
- = = = =]1— >
Intr-adevar, x, 2n+3 2n+3 2n+3 1 2n+3<]“ vn=1.
Asadar, sirul, fiind marginit inferior si superior, este marginit:
2n+1 .
0< 2n+3<l Vhe N
2. Sa se studieze monotoniasi marginireasirului (X,),.,, daca x, :%.
Rezolvare: '
Sa cercetam monotoniasirului.
o2 2r 2 _ 2 Xog 2 .
Avem Xn+1_(n+1)!_ P I R T X n+1’ vneN.

Cum —2_ <1 VneN', rezulta ci 22t <1, Vne N'.
n+1 X,




Modulul 1

Deci, sirul este descrescator. ]
Evident ca sirul este marginit, deoarece 0< Fl <2, Vne N~

Definitie. Fie (X,),., un sir de numere reale si (n,),., un sir strict crescator de
numere naturale. Sirul (x, ),., Se numeste subsir al sirului (x,).,-
Deexemplu, dinsirul (x,),.,, X, =n, putemextragesubsirurile (x, )., X, =2k+1
su x, =2k, keN".

Observarie. Unsir (a,),., are o infinitate de subsiruri. Sirul (a,)
siu. Tn acest caz, n =k, VkeN'.

este un subsir al

n>1

"~ Exarciil propuse__|
| A

1. Si sedeaexempledesiruri finite, infinite.
2. Sa sedeaun exemplu de sir numeric cu termeni pozitivi, care strict descrescator ,, Se apropie’
de zero.

_2n+1
" n+d’
a) Sa sescrieprimii cinci termeni ai sirului.
b) Sa se studieze monotoniasirului.

__B_|

4. Si sedeaexempledesubsiruri aleunui sir.

3. Fiesirul (X,) 5, X

5. Folosind cuantificatorii logici, s3 se scrie negatia propozitiei:
»Sirul numeric (x,),., estemarginit superior”.
_2n+(-D)"
" 3n
7. Sa sedeaun exemplu desir numeric cu termeni negativi, care strict crescator ,, seapropi€”’ dezero.

6. Sasescrieprimii cinci termeni ai sirului (X,),.,, X

8. Sa sedeaexempledesiruri care nu sint marginite:

a) inferior; b) superior.
9. Si sestudieze monotoniasi marginireasirului (x,),.,, daca:
A= =0l gx =3 @)= gk -2
10. Pentrusirul (x,),., definit prin formulatermenului general X, :(% )n:
@) sa sescrie primii cinci termeni; b) si se studieze monotoniasi marginireasirului.
11. Sa sedemonstreze ca sirul numeric (X,),., X, = g:;i este strict crescator si marginit.

12. Fiesirul recurent (x,),., definitastfel: x, =1si X, =X, +=, Vn=1L
a) Sa se determine formulatermenului general al sirului.
b) Sa se studieze monotoniasirului.
C) Sa se stabileasca daca sirul este marginit.
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Siruri de numere reale

13. Fiesirul (X,),., definitprin x, =3 si X, =5x,, Vn>1.
a) Sa se determine formulatermenului general al sirului.
b) Sa se studieze monotoniasirului.

14. Fiesirul (x,),., definitde x, =-1 si relatiaderecurenta x,., =X, —2, vn>1.

a) Sa sedetermineformulatermenului derangnal sirului.
b) Sa se studieze monotoniasi marginireasirului.

15. Sa sescrie primii cinci termeni ai sirului (x,),., si Sa se defineasca acest sir prin formula
termenului derang n, daca:

a) x =-10, x,,, =X, +5 pentru n>1; b) x, =4, x,.,=2x, pentru n>1.
Sa se studieze monotoniasi marginirea acestor siruri.

16. Sirul (x,),, CU X, =8, ae R", estedefinit prin relatia de recurenta cu coeficienti constanti:
X,a=aX, + B, Vn21 o, feR. Sasescrieformulatermenului general d sirului, daca:
aa=1L B=0 b) a#0; B=0; c)a=0; B=0.

17. Fiesirul (X,),., definit deconditiainitiala x, =3 si relatiaderecurentd x ., = X, +5, vn>1.
Sa se determine formulatermenului general a sirului.

BEE Progresii aritmetice. Progresii geometrice

\om cerceta siruri numerice speciale care admit aplicatii importante.

2.1. Progresii aritmetice

2.1.1. Noriunea de progresie aritmetica

Fie sirul de numere reale (a,),.,, astfel incit a, =2 si a,,, =a,+3 pentru orice
n>1 Dec, a =2, a,=a +3=2+3=5, a,=a,+3=5+3=8, a,=a,+3=8+3=1], ...

Observam ca fiecaretermen a acestui sir, incepind cu a doilea, se obtine prin adaugarea
latermenul precedent a aceluiasi numar, si anume 3.

Definitie. Se numeste progresie aritmetica un sir de numere reale in care fiecare
termen, Tncepind cu a doilea, se obtine dintermenul precedent prin adaugareaacel ui i
NUMAr.

Sirul de numere a, a,, .., a,, ... este 0 progresie aritmetica daca pentru orice k=1
avem a,,, =a, +r, under este un numar real. Numarul r se numeste rafia progresiei
aritmetice, iar a, este primul termen al acesteia.

O progresiearitmetica (a,),., estecomplet determinata, daca se cunosc primul termen
a siratiar.

Daca: « r >0, atunci progresia aritmetica este strict crescatoare;

e 1 <0, atunci progresia aritmetica este strict descrescatoare;
» r =0, atunci progresia aritmetica este constanta.

Exemple

1. Pentru a, =1, r =2, obtinem progresia aritmetica 1, 3,5, 7, ...

2. Daca a =1, r =—3, atunci avem progresia aritmetica 1, -2, -5, -8, ...

3. Pentru a, =7, r =0, obtinem progresia aritmetica 7,7, 7, ...

n=1




Modulul 1

Definitie. Se spune ca numerele a, a,, ..., @, Sint numerein progresie aritme-
tica daca ele sint termenii consecutivi ai unei progresii aritmetice.

Progresia aritmetica poseda o proprietate importanta, care i justifica denumirea.

Teorema4. Oricetermen a unei progresii aritmetice a,, a,, &, ..., &, 5, &,, &,.1, --
Thcepind cu al doilea, este media aritmetica atermenilor vecini lui:

an_a'nlza‘n+1 VnZZ

Exercifiu. Demonstrati teorema 4.

Este adevarata si

Reciproca teoremel 4. Daca fiecare termen a unui sir de numere reale, incepind
cu a doilea, este mediaaritmetica atermenilor vecini, atunci acest sir este o progresie
aritmetica.

Demonstrarie
Sa presupunem ca pentru orice trei termeni consecutivi ai unui sir oarecare (a,)
arelocrelatia a, = B za”*l, nx2.
Atunci 2a,=a,,+a..,, deunde obtinem
a,+a,=a,,+4,, SU & -a,=8,-4a,
Aceasta Tnseamna ca diferenta dintre orice termen al sirului (a,),., si predecesorul
Siu este un numar constant, deci sirul (a,),., este 0 progresie aritmetica. -

n=1

n>1

2.1.2. Formula termenului general al unei progresii aritmetice

Fie a, primul termen a progresiei aritmetice (a,),.,, iar r ratiaei. Atunci, conform
definitiei progresiei aritmetice, avem:
a=a+r,
a=a+r=(+r)+r=a +2r,
a=a,+r=(a+2r)+r=a +3r,

Teorema 5. Termenul general a unei progresii aritmetice (a,),., este dat de for-
mula | an=a1+(n—1)-r.| (D)

Demonstrarie

VVom demonstra formula (1) prin metoda inductiei matematice.

Notam prin A(n) afirmatiadin egalitatea (1).

1. Pentru n=1, afirmatia A(l) este adevarata.

2. Fie afirmatia A(k) adevarata pentru k>1, adica, a, =a, +(k—-1)-r.
Sa demonstram ca este adevirata si afirmatia A(k +1).

Intr-adevar, a,,,=a +r=a+(k-1)-r+r=a +k-r.
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Siruri de numere reale

3. Conform metodel inductiel matematice, afirmatia A(n) este adevarata pentru orice
numar natural nenul n. P

Observarie. Progresia aritmetica (a,),., de ratie r poate fi definita prin relatia de
recurentd a,,, =a, +r, vnx1, sauprinrelatiaderecurenta a ., =2a,,, —a,, Vn=1,
si primul termen a,.

2.1.3. Formula sumel primilor n termeni ai unel progresii aritmetice

Teorema 6. Fie numerele redle a,, a,, ..., @, ,, @, in progresie aritmetica.
Atunci suma termenilor egal departati de termenii extremi este egala cu suma
termenilor extremi: a, +a, ,,, =&, +4a,, pentruorice k >1.

Demonstrarie
Fienumerele a, a,, ..., @, Tnprogresie aritmetica. Daca r este ratia progresiei, atunci
a=a+k-1-r si a,,=a+{n-k-r,

deunde a +a, ., =[a +(k-Dr]+[a +(n—K)r]=2a +(n-Dr.

Dar a +a,=a +[a+(n-Dr]=2a +(n-Dr.

Adtfel, obtinem egalitatea a, +a, ,,, =2a +(n-Dr=a,+a,. p

Folosind teorema 6, se obtine usor formulagenerala pentru sumaprimilor ntermeni ai
unei progresii aritmetice.

Notam cu S, suma primilor n termeni a progresiel aritmetice (a,),., si 0 scriem de

doua ori astfel:
S =at+ta+a,+...+a, ,+a,,+a,

S,=a,+a,,ta ,+...ta,+a,+a.
Adunind aceste doua egalitati membru cu membru, obtinem:
25, =(a,+a)+(a,+a,,)+(a+a,,)+..+(a +a)+(a,,+&)+(a +a).
Conform teoremei 6:

8,+a,=8,+8,,=8,+8,,=..=4a,,+38,=3,,+a,

De aceea 2S,=n(a, +4a,), deunde S, =%~ n.

Refinefi: S, =%- n (2) — formula sumei primilor n termeni ai progresiei
aritmetice (a,),,-

S = w n (3) —formuladecacul al sume primilor ntermeni ai progresiel
aritmetice (a,),.,, aplicabila in cazul in care se cunosc primul termen a, si ratiar.

Exercifiu. Demonstrati formula (3).

[ 15



Modulul 1

Exercitii rezolvate
% 1. S se afle suma numerelor naturale de la 1 la 100.

Rezolvare:

Aceste 100 de numere sint in progresie aritmetica. Primul termen al progresiei este 1,
iar ultimul termen este 100.

Dedi, §, = 22100 =+ ;00 :100=5050.,

% 2. Sa se afle primul termen al progresiei aritmetice (a,)
Rezolvare:
Aplicind formula(1), obtinem: 131=a, + (10-1)-12 < 131=a, +108 < a, = 23.

daci a, =131, r =12.

n=1?

% 3. Sd seafle primul termensi ratiaprogresiel aritmetice (a,)
Rezolvare:

daca a, =27, a,, =60.

n=1?

a +4r=27,
a, + 26r = 60.

Rezolvam sistemul si obtinem a, =21, r =15.

Folosind formula (1), avem: {

% 4. Si se calculeze suma primilor 100 de termeni ai progresiei aritmetice (a,) .., daca
a, =10, a,, =150.
Rezolvare:
Aplicind formula (2), obtinem: S,,, = =2 +215° :100=80-100 = 8000.
% 5. Si se demonstreze ca daci cotangentele unghiurilor B
triunghiului ABC sint Tn progresie aritmetica, atunci patratul
lungimilor laturilor respective a e acestui triunghi de asemenea ¢ 2
sint in progresie aritmetica. A c
Rezolvare: b

Fie R raza cercului circumscris triunghiului ABC. Din conditia problemei avem, de
cosA _cosB _ cosB _ cosC

snA snB snB snC

sinBcosA—sin AcosB _ sinCcosB—sinBcosC

exemplu, ctgA-ctgB =ctgB - ctgC <

sinAsinB sinBsinC
De aici obtinem Sm(.B_A) = sm(_C— B).
’ sin A sinC

Deoarece sSnC =sin(B+ A), snA=sin(B+C), obtinem

sn(B- A)sin(B+ A) =sin(C-B)sin(C + B) & sin*A-sin’B=sin’B-sin’C.
inA=-2 snB=L_ snc=_C

Dar shA= SR snB= SR snC= 5R
urmare, patratul lungimilor laturilor triunghiului, a®, b, c?, sint in progresie aritmetica.

16
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2.2. Progresii geometrice

LEGENDA JoGuLY| BE AW :
O legenda spune ca jocul de sah afost inventat in India de intel eptul Sessa, Tn secolul &
IV-lea. Tncintat dejoc, regele hindusavrut sa-| raspliteasca peinventator si araimas uimit
auzind ca acesta cere sa i se dea un bob de griu pentru primul patrat al tablei de sah,
2 boabe — pentru al doilea patrat, 4 — pentru al treilea, 8 — pentru al patruleas.a.m.d. pina

lapatratul al 64-lea. Aceasta doleanta i s-aparut regelui foarte modesta. Oare asa sa fie?
—Z O

2.2.1. Nofiunea de progresie geometrica

Fiesirul denumererede (b,),.,, astfel incit b, =3 si b,,, =b, -4, pentruorice n>1.

Atunci b =3, b,=b-4=3.4=12, b,=b,-4=12-4=48, b,=b, - 4=48-4=192, ...
Observam ca fiecaretermen a acestui sir, incepind cu a doilea, se obtine prininmultirea

termenului precedent cu acelagi numar, si anume 4.

Definitie. Se numeste progresie geometrica un sir de numere reale a carui prim
termen este nenul, iar fiecare termen a siu, incepind cu a doilea, se obtine din
termenul precedent prin inmultirea cu acelasi numar nenul.

Sirul de numere b, b,, ..., b,, ... (b,eR"), este o progresie geometrica daca pentru
orice k>1 avem b, =b,_-q, geR".

Numarul g se numeste ragia progresiei geometrice, iar b, este primul termen al ei.

O progresie geometrica (b, )., este complet determinata daca se cunosc primul ter-
men b, si ratiaq.

n=1

Definitie. Se spune ca numerele b, b,, ..., b, sint numere in progresie geome-
trica daca ele sint termenii consecutivi ai unel progresii geometrice.

Exemple

1. Pentru b, =1, q:% obtinem progresia geometrica 1, % 2—12 2—1n

2. Pentru b, =2, q=-2 obtinem progresia geometrica 2, —4, 8, -16, 32, ...

Progresiageometrica cu termeni pozitivi poseda o proprietateimportanta, carefi justifica
denumirea.

Teorema 7. Orice termen a unei progresii geometrice cu termeni pozitivi b, b,,
b b .,b,b .., Tncepind cu a doilea, este media geometrica a termenilor

371 77 Mp-17 Mnt Mn+l?
vecini lui: b, =/b,,-b,.,, Vn>2.

n+l?

Demonstrarie b
Conform definitiei progresiei geometrice, pentruorice n>2, b, =b,,-q si b, :”7”.

Atunci Do = Do _ g, deunde b?=b_,-b,,,.
b, b

n

Deoarece b, >0, obtinem b, =/b,,-b..,. P




Modulul 1

Observarie. Relatia b*>=b_,-b , (sau |b,|=4/b,,-b,.,) este adevirati pentru
oricare progresie geometrica.
Este adevarata si

Reciproca teoremel 7. Daca fiecare termen a unui sir de numere reae pozitive,
Theepind cu a doilea, este media geometrica a termenilor vecini, atunci acest sir
este 0 progresie geometrica.

| Exercifiu. Demonstrati reciproca teoremel 7.

2.2.2. Formula termenului general al unei progresii geometrice
Fie b, primul termen al progresiei geometrice (b,),., si gratiaei. Atunci, din definitia
progresiei geometrice, avem:

b22b1~q,
b,=b,-q=(b-0)-q=b-q?*
b,=b,-q=(b-9*)-q=b -,

Teorema 8. Termenul general al unei progresii geometrice (b,),., este dat de
formula: b,=b-g"" (4

Demonstrarie

VVom aplica metoda inductiei matematice.

Notam cu P(n) afirmatia din egalitatea (4).

1. Pentru n=1, afirmatia P(1) este evidenta.

2. Fie afirmatia P(k) adevirata pentru k=1, adici b, =b -q“".

S demonstram ca este adevarata afirmatia P(k +1).

Intr-adevar, b, =bq=(bq“")q=hg".

3. Conform metodel inductiel matematice, afirmatia P(n) este adevarata pentru orice
numar natural nenul n. e

Observarie. Progresia geometrica (b,),.., de ratie q poate fi definita prin relatia de
recurenta b, =b,-q, Yn=1, si primul termen b,.

2.2.3. Formula sumei primilor n termeni ai unei progresii geometrice
Fie (b,).., 0 progresie geometrica cu primul termen b, si ratia g.
Observarie. Casi pentru numerein progresie aritmetica, pentrunumerele b, b,, ..., b,,
care sint in progresie geometrica, are loc relatia

bk 'bn—k+1=b1'bn’
adica produsul termenilor egal departati de extremi este egal cu produsul termenilor
extremi.

n>1

Fie suma primilor n termeni ai acestei progresii:
S, =b+b,+..+Db,. (5)
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Pentru acalcula S,, examinam doua cazuri:
1) ratia q=1 atunci S,=b, -n.
2) ratia g=1. Atunci inmultim ambii membri ai egalitatii (5) cu g si obtinem:

gS,=bg+b,g+...+b ,q+b,q.
Dar bg=b,, b,g=h,, ..., b, ,q=Db,, de aceea
gS,=b,+b,+..+b, +b,q. (6)
Scazind membru cu membru (5) din (6), obtinem:
9S,-S,=ba-b < S -(a-1)=bg-b.
b,g-b _b-bg

Deoarece q#1, S = q-1 = 1-q

Refinefi: S, :%13(1’ g=#1 — formula sumei primilor n termeni ai progresiei

geometrice (b,),.,-

S = bl(ll_;c?) g=1 (7) —formuladecacul a sumei primilor ntermeni a progre-

siel geometrice, aplicabila in cazul in care se cunosc primul termen b, si ratiag.

Exercifiu. Demonstrati formula (7).

Sa revenim lalegendajocului de sah.

Pentru a raspunde la intrebare, trebuie sa aflam numarul de boabe de griu, adica sa
calculim suma 1+ 2+ 2% +2° +...+ 2%,

Avem: b =1, q=2, b, =2%
. 2%.2-1
Obtinem S,, = 51
Am obtinut un numar natural de 20 de cifre. Considerind ca 30000000 de boabe de
griu cintaresc aproximativ o tona, ne convingem ca doleanta lui Sessa nu a putut fi
Tndeplinita. (Comparati: productiamondiala de griu in anul agricol 2012—-2013 aconstituit
Ccirca700000000 t, iar Tnteleptul a cerut aproximativ 614 miliarde de tone.)

Progresia geometrica: * cu b, >0, g>1 sau cu b <0, 0<qg<1 este strict cresca-
toare;

*cub<0 g>1saucu b >0 0<qg<1 este strict descrescatoare;

e cu <0 nu este monotona;

* cu =1 este constanta.

= 2% —1=18446744073709551615.

Exerciriu. Dati cite un exemplu pentru fiecare caz.

Progresia geometrica (b,),., Se numeste infinit descrescdtoare daca ratia q verifica
relatia | q|<1. Pentru progresia geometrica infinit descrescatoare (b,),.,, obtinem:

s -R@-Y_bd-d)_ b b .

n=17

" g-1 1-q 1-q 1-q
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Cind n creste, q" tinde la zero (,se apropie” de zero), deoarece |q| <1, iar suma S,
tinde la valoarea expresiel b (A sevedeasi 83, secventa 3.3.)

Exercitii rezolvate
% 1. Sa se afle primul termen si ratia progresiei geometrice (b,),.,, daca {Ej :E f;‘r
Rezolvare: bq—b =4 e
. : . g-b =-4,
Folosind formula(4), scriem sistemul:
( ) {blqz _ b1 — 8

Rezolvind acest sistem, obtinem b, =1, q=-3.

% 2. Unturist, urcind pe munte, n primaora a parcurs o distanta de 800 m. Tn fiecare ora
urmatoare el a parcurs o distanta cu 25 m mai mica decit in ora precedenta. In cite ore
turistul a parcurs distanta de 5700 m?

Rezolvare:

Numerele 800, 775, 750, ... sint in progresie aritmetica. Astfel, a, =800, r =-25. Din
a, =x=800-25(n-1),
_ 800+ x

conditiaproblemei rezulta sistemul: {

S, 5 n= 5700.
Rezolvam acest sistem si obtinem x=1625m, n=38ore.

Raspuns: 8 ore.

% 3. Sa se determine numerele pozitive X, y, z care satisfac simultan conditiile:

1) X, Y, Z sint in progresie geometrica;

2) X, y+4, z sintin progresie aritmetica;

3) X, y+4, z+32 sint in progresie geometrica.

Rezolvare: ) ) )
Xz=y Xz=y 9x° —20x+4=0,

Obtinemsistemul: {X+z=2(y+4) << y=4Xx-2 & {y=4x-2,
X(z+32) = (y+4)? z=2y—-X+8 z=Tx+4.

Rezolvind ultimul sistem, obtinem solutia x=2, y=6, z=18.

| Exercitii propuse |
| A |

1. Sasescrieformulatermenului general al sirului:
: 111 111 .
a3,-3,3,-3,...; b) 1, > 4 g )3 g 57
2. Sasescrieprimii patru termeni ai progresiei aritmetice (a,),.,, daca:
aa=7r=2 b) a, =-3 r=5 c) a=13 r=03 d)a1:%, aQ:%.

3. Sisedfletermenul a, a progresiei aritmetice (a,),.,, daca:

d) 1,9, 25,49, 81, ...

a) a, =131, r =12 b) a,, =0, r=-3.
4. Si sescrieprimii patrutermeni ai progresiel geometrice (b,),.,, daca:
8 b=-10, q=3; b) b=, q=+3
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5. Pentruaconstrui o sera, sefolosesc piloni instalati vertical. Cel mai scurt pilon arefnaltimeade
5dm, iar fiecare dintre pilonii urmatori este cu 3 dm mai Tnalt decit precedentul. Aflati inaltimea
celui mai Tnalt pilon, al saptelea.

6. Tntr-un amfiteatru sint 10 rinduri. Tn primul rind sint 100 delocuri, iar in fiecare dintre rindurile
urmatoare—cu 20 delocuri mai mult decit in cel precedent. Citelocuri sint in total Tn amfiteatru?

7. O banci da o dobinda anuala de 9%. Ce suma va primi peste 5 ani o persoana care adepusla
banca 2700 lel, daca dobinda calculata in fiecare an se adauga la suma existenta?

8. Vara, lamunte, odati cu crestereaaltitudinii cu cite 100 m, temperaturaaerului scade cu 0,7°C.
Lapoaeemuntelui sint 26°C. Lacealtitudine seafla unturist, daca termometrul indica 14,8°C?

9. Fintinarilor angajati la siparea unei fintini li s-a promis 150 lel pentru primul metru sapat, iar
pentru fiecare metru sapat Tn continuare — cu 60 lei mai mult decit pentru cel precedent. Si se
afle ce suma de bani vor cistigafintinarii, daca adincimeafintinii vafi de 12 metri.

10. Tnconditii favorabile, in fiecare ori, orice bacterie se divizeazi in altele doua. Cite bacterii se

vor reproduce dintr-o bacterie timp de 10 ore?

__B |

11. Saseaflesumaprimilor cinci termeni a progresiei geometrice (b,),.,, daca E:Ez :% $
b, +b, +b, =52. 2
12. Sa sedetermineformulatermenului general al progresiei aritmetice (a,),., si S,, daca:
=4, r=% n=14 I
a) a, =-4, r=3 n=14; b)a1_5,r_7, n=25.

13. Sa se demonstreze ca daca numerele a, b, ¢ sint Tn progresie aritmetica, atunci si numerele
a’—bc, b?—ac, ¢®—ab sintin progresie aritmetica.

14. Sa sescrieformulatermenului derang nal progresiei geometrice (b,) .., daca:
8 b =9, b, =2, b) b, =10, b, =£b,.
15. Siseafleprimul termensi ratiaprogresiei geometrice (b,),.,, daca:
_23.7. ! op 7
a) b, =-12, b7_2316, b)bl+b4_16, b, b2+bl_8.

16. Fieoprogresiegeometrici cu S, =40, S, =60. Sisedfle S,.
17. Sasedeterminenumerele X, y, ze R care satisfac simultan conditiile:
a) X, Y, z sint Tn progresie geometrica;
b) X, y+a, z sint Tn progresie aritmetica;
C) X, y+4a, z+b sint Tn progresie geometrica.
18. Sa se afle vaorile lui xe R pentru care numerele 2x—1, 2x+1, x+26 sint Tn progresie

geometrica.
19. S sedetermine primul termen al progresiei geometrice (b,),..,, daca:
a S,=12, q=3; b) S,=1 q=-2.

20. Siaserezolvein R ecuatia: 1+ 7+13+...+ x=280.

21. Lungimile laturilor triunghiului ABC, considerate Tn ordine consecutiva, sint Tn progresie
geometrica crescatoare. Ratiaacestel progresii este mai mica sau mai mare decit 2?

22. Sa sereprezinte numarul 180 ca suma a patru numere reale pozitive, care sint in progresie
geometrica curatia g =1, daca sestieca termenul a treileaeste cu 36 mai mare decit primul

I



Modulul 1

BEEN| Limita unui sir. Siruri convergente, siruri divergente

Tn Antichitate, matematicienii greci Arhimede, Zenon din Eleat
si atii au utilizat sirurile numerice pentru aobtine aproximari cit mai
bune ae unor marimi. Mult mai tirziu, s-au introdus conceptele de
sir convergent si limita.

3.1. Notiuneadelimita aunui sir

Se numeste vecingtate a unui punct ae R orice interval
deschis de forma (a—¢, a+¢€), €>0. Vecinatatea punctului a se A==
noteazi cu U (a, €) sau V(a, €).

Prinurmare, U (a, €) ={xe R|a—e<x<a+¢e} ={xeR ||x—a| <e}.

Vom spune ca un punct x, este punct interior a multimii X, X c R, daca exista o
vecinatate U (X,, €), € >0, aacestui punct, astfel incit U (x,, €) < X.

Definitie (in limbajul vecinatatilor). Fie (X,),., un sir de numere reale si a un
numar real. Sirul (X,),., are limita a daca Tn orice vecinitate a punctului a se
contin toti termenii sirului cu exceptia, poate, a unui numar finit de termeni.

Faptul ca sirul (x, )., arelimitaa se scrie: I|mxn a (seciteste: ,limitasirului x,
cind n tinde lainfinit este egala cu a”) sau X, a cind n— e (secitester ,, X, tindela
acindntindela «").

Definitie (tn limbajul ¢ ). Numdrul ae R este limita sirului (x,),., daci pentru
orice £ >0 exista n,e N', astfel incit |x, —a|<e oricarear fi neN', n>n,.

Observarie. Sescrie N — oo, si NU N — +oo, deoarece n este numar natural si nu este
pericol de confuzie.

Observarii. 1. Daca negam in definitiacu,, £”, obtinem: Numarul ae R nu estellimita
sirului (x,),., dacd 3¢, >0, astfel incit Vne N, 3n, > n cuproprietatea | x, — a|> &,
2. In definitiain limbajul & se poateinlocui € cu oe, unde numarul real o >0 este

fixat. Atunci putem formula definitiain limbajul & astfel: numarul ae R este limita
sirului (x,),., dacd Ve >0, 3n_e N', astfel incit | x, —a|<ae, ¥n>n,, unde a > 0.

Exercitii rezolvate

Y 1 Fiesirul (X)), Xn—— Sa se demonstreze ca limx, =0.

Demonstrasie

Fie U o vecinatate arbitrara apunctului 0, U = (¢, €). Fie ne N', astfel incit n> %

adica 0<%<g. Dedi, x. =%e (-e,e)=U daci n>%. Asadar, termenii sirului (x ) .,

1 Zenon din Elea (cca490—cca4301.H.) —filozof si matematician grec.
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Siruri de numere reale

Tncepind cu rangul n, = [%] +1, sedfla in vecinatatea U a punctului O.

Prin urmare, numarul 0 este limitasirului (X,).,, X, =

nx1?

1
-

Refineri: limL =0,

N—oo

2.

% 2. Si se demonstreze ca Iim2n+1:
e N+1

Demonstrarie
Vom demonstra ci pentru orice € >0 existd n, e N', astfel incit oricare ar fi ne N,

e : 2n+1 o l2n+1 ) | -1]_ 1
n>n,, severifica inegalitatea 1 2‘<s. Evaluam s 2‘_|n+1|_ 1
Pentru orice € >0 cerem ca|2n+1—2= 1 <e. Daca e>1, atunci inegalitatea
|n+1 n+1 2

i<e este verificata de orice ne N'. Daca O<g£%, atunci ea este verificatd de

n+1

orice n>%—], ne N, deaceeain acest caz consideram n, =[%—1]+L neN.

2n+1

+1_2

Asadar, pentru orice £ >0 existi n, e N', astfel incit <eg, oricarear fin,

n>n,. Rezulta ca Iim2n+1=
noe N+1

2.

% 3. Sa se demonstreze ca sirul (x.)
Demonstrarie
Presupunem contrariul, ca exista un numar a€ R, astfel incit lim(-1)" =a. Conform

X =(=1)" nuarelimita.

n=1?

definitiel limitel, pentru orice € >0, Tn particular pentru & =%, exista n, e N, astfel Incit
| X, —a|<%, vn>n,. Deoarece x,e€{-1 1, rezulta ca au loc simultan inegalitatile

|1—a|<% si |—1—a|<%. Obtinem ci 2=|(1-a)+(a+1)|< |1—a|+|1+a|<%+1—

5=1

adica 2<1. Absurd. Deci, sirul dat nu poseda limita.
% 4. Si se demonstreze ca Iimiazo, acR;.

N—e N
Demonstrarie
Vom demonstra cd pentru orice € >0 existd n, e N, astfel incit oricarear fi ne N,

n>n,, areloc inegalitatea nia‘«e, o >0.

R 5 . L . R N - .
Intr-adevar, pentru orice € > 0, luindTn consideratie ca ‘—a =—-si rezolvind inecuatia
n*| n

8(1

1 : 1 S 1 <
<& Cu necunoscuta n, obtinem n>—-. Observam ca n, :[—1 este un numar

‘na e
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natural. Asadar, pentruorice € >0 exista n, :{il]e N, astfel incit —a—O( <€ oricare
e n
ar fi neN’, n>n_. Prin urmare, Iimiazo, a>0.

n—e N

Refineri: lim—< =0, o> 0,

N—e N

Exercifiu. Folosind definitia in limbajul vecinatatilor, demonstrati ca sirul (Xx,)
X =(-1", nuarelimita.

n>11

Definitii. « Se spune ca sirul de numere reale (x,),., are limita plusinfinit si se
scrie limx, =+eo daca pentru orice € >0 exista n, € N, astfel incit x, > ¢ oricare

N—eo

afin>n,.
* Se spune ca sirul de numere reale (x,),., are limita minus infinit si se scrie
limx, =—eo daca pentru orice € >0 exista n, € N, astfel incit x, <—¢ oricare ar

Moo

fin>n_.

* Sespuneca sirul denumererede (x,),., arelimita infinita si sescrie limx, =oo
. N—oco

daca pentru orice € >0 exista n, e N, astfel incit | x, |>& oricarear fi n>n,.

l| Observarie. Evident, daca limx, =+ sau limx, =—c, aunci limx, =ce.

Exemple

1. Fie (X,) s X, =n% Evident, limx, =+eo.

2. Fie (X,) s, X, =—2". Atunci Ini?roixn = —oo,

3. Pentrussirul (X,) .1 X, = (—1)”an1, avem !LTX" = oo,

Exercitiu rezolvat
% Consideram sirul (x,),.,, %,=0", g<-1. Siseaateca lim " =c.

Rezolvare:

Conform definitiei, vom arataca pentru orice € > 0 exista n, € N, astfel incit |[" | > €
oricarear fi n>n._.

Fie ¢ >0. Relatia |q" | > & esteechivalenta cu |q[" > . Logaritmind inegalitateain
baza|q|, |q|>1, obtinem:

log, |a[">log, & < n>log, €.

Prin urmare, pentru orice € >0 exista n, =[log,, €] +1, astfel incit |q" |> ¢ oricare

arfi n>n_. Conform definitiel, limqg" = ce.

La demonstratia teoremelor si la rezolvarea exemplelor cu limite infinite uneori vom
utilizaurmatoarele multimi:
U (4o, €) ={xeR| x>¢,e>0};
U (-, &) ={xe R|x<—¢€, € >0};
U (e, €) ={xe R||X|>¢€, >0},

care se mai nuUMesc vecinatati, respectiv, ale lui +oo, —co i oo,

2%




Siruri de numere reale

Tn definitiile vecinatatilor smbolurilor + e si — o, conditia € >0 uneori poatefi omisa.
Aceastad conditie este introdusi doar pentru a uniformiza formularile notiunilor. Deci,
vecinatatea oricarui numar finit, alui +o, —oo i o sedetermina cu gjutorul unui numar
pozitiv. Aceasta conventie este comoda uneori laformularea rezultatelor in care nu este
esential daca limitaestefinita sau infinita. Aplicind aceasta terminologie, definitialimitel
finite sau aoricarel limite infinite poate fi formulata astfel:

Definitii. » Sespunecasirul (X.),., arelimitaa (unde a este numar finit, +o, —co
sau ) daca pentru orice vecinatate U (a, €) alui a exista numarul natural n,,
adtfel incit x,e U oricarear fi n>n,.

« Sirul care are limita finita se numeste sir convergent. Sirul care nu este conver-
gent (adica sirul care nu are limita sau are limita infinita) se numeste sir divergent.

. Teorema 9. Daca un sir de numere redle are limita, atunci aceasta limita este unica.

Teorema 10 (Welerstrasst). Orice sir numeric monoton si
marginit este convergent.

Demonstrarie
Sa consideram cazul sirului (x,),., Crescator si marginit supe-
rior. Atunci x, <x_,, VneN'. Conform ipotezei, multimea
{x,|n>1] estenevida si marginita. Fie x, =sup(x,), x,€ R.
neN”

Karl Weierstrass

Conform teoremel de caracterizare amarginii superioare, oricarear fi £ >0 exista un
rang n,, astfel incit x, > x, —&. Sirul (x,),., estecrescator, deci x, > X, > X, —¢& pentru
orice n>n,. Pedealta parte, din conditiaca x, este margineasuperioara, X, < X, < X, +¢&,
Vne N'. Asadar, pentru orice n>n, avem X, —& <X, <X, +€& sau |x, —x,|<e, adici
limx, =X,, si,cum x,€ R, sirul (X,),., esteconvergent. Analog se demonstreaza cazul

N—eo

sirului descrescator si marginit inferior.  pp

n>1

Exercitiu rezolvat
% Sisearatecasirul (x)
Vn=>1, este convergent.

Rezolvare:

Sa demonstram ca sirul (x )., este crescitor. Consideram diferenta X2, — X2
Obtinem: X%, —x>=2+x —x>=(1+Xx )(2—x) >0, pentru orice ne N". Din ultima
relatieavem x2, > X2, Vne N". Cum x >0, Vne N’, obtinem X, > X,, pentru orice
ne N°. Astfel, sirul este crescator.

Folosind metoda inductiei matematice, si demonstram ca sirul este marginit superior.

Avem x, =+/2<2, x,=y2+/2 <\2+2=2.
Presupunem ca x, <2. Atunci X, =./2+X, <J2+2=2.

1 Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) — matematician german.

definit de x1:\/§ si relatiade recurentd X, =4/2+X,,

n>1




Modulul 1

Prin urmare, conform metodel inductiel matematice, X, <2, Vne N".

Conform teoremei lui Welerstrass, sirul (x,),.,, fiind monoton crescator si marginit
superior, este convergent.

Observarii. 1. Tn demonstratiateoremei 10 amobtinut ca limx, =sup(x, ), daci (x,),.,

neN

este crescator. Daca (x,),., estedescrescator, atunci analog seobtine limx, =inf (x,).
a N—eco neN

2. Daca limx, =a, atunci se mai spune ca sirul (x,),., converge la numarul a.

N—sco

Teorema 11. Unsir (X,),, convergela x, daca si numai daca orice subsir (X, ),
converge la x,. Adica limx, =x, < LLFQXnk =X,, pentru orice (X, )yu-

N—+eo

Observarie. Din teorema 11 rezulta ca pentru ca un sir numeric sa nu aiba limita, este
suficient cael sa contina doua subsiruri cu limite diferite.

3.2. Proprietati alesirurilor convergente
Fiesiruriledenumerereade (X,).., i (V). Sirurile (1-X.),., A€R; (X, +VY,) 50

(CRA I (%) , Y, %0, ‘v’neIN*; (X") sy VX,>0, ne N, se numesc respectiv
n Jn>1

produsul unui gir cu o constanta, sir-sumad, sir-produs, sir-cit, sirul puterilor.

Apare in mod firesc Tntrebarea: ce se poate spune despre limitasirurilor definite mai
sus, in cazul in caresirurileinitiale au limita, si, daca au limita, cum se calculeaza limitalor.

Teorema 12

1. Daca (x,),., este un sir convergent, LI_r)DXn =asi Ae R, atunci sirul (1-X,)..,

este convergent si LLT(’I'XH) :l-a:).-lnimxn, adica factorul constant poate fi

extras de sub semnul limitel.

2. Dacasirurile (X,).., si (Y,),., Sintconvergentesi limx, =a, limy, =b, atunci

sirul (X, +V,),,, este convergent si lim(x, +V,) —atb= Iim;nﬁilimyn, adica

limita sumei a doua siruri converger:tz este egala cu suFr?aT Iimitnézr acestor

siruri.

3. Daca sirurile (), si (V). SNt convergente, limx, =a, limy, =b, atunci

sirul (x.-y.)_. esteconvergentsi lim(x -y )=a-b=limx. -limy, adici limita

produsului a doua siruri convergér?toé este egala cu ;;rﬁgdu&;rﬁ mitelor acestor

siruri.

4. Daca sirurile (X,) .y $1 (¥y)ns SNt cONvergente, limx, =a, limy, =b (y, #0,

Vne N') si b#0, atunci sirul-cit % esteconvergent si lim % |=2_ I”.LTX" ,
0 e = ¥, ) b limy,

adica limita citului a doua siruri convergente este egala cu citul limitelor acestor

siruri.
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Siruri de numere reale

3.3. Sumaunei progresii geometriceinfinit descrescatoare

Teorema13. Fiesirul (S,), S, =b +bg+...+bg"™", unde 0<|q|<1lsi b #0.

Atunci limS, :i.
N—eo 1— q

Demonstrarie
Sumaprimilor ntermeni ai progresiel geometriceinfinit descrescitoare by, bg, bg?, ...
poate fi scrisi sub forma S, =Y bq™, |q|<1.

i=1

Stiindca S, = b,(1- c?) |gl<1, obtinem:

: . b(- b b1
[imS =lim I|m1 = , deoarece limq" =0.
o= T noe 1—q S1og =g lima’ >

3.4.Numarul e

I Teorema 14. Sirul (X,) s, X, :(1+%) , este convergent.

Demonstrarie

Vom aplica teorema 10 (Weierstrass) din secventa 3.1 si inegalitatea mediilor:

al+a2+ ATRTTS > e, 8, 4,8, .. 8,cR,.

Vom arataca sirul X, = (1+%) , N>1, este monoton si marginit.

Studiem monotoniasirului (X,) ;-

Consideram numerele 1+%,1+l, ...,1+%,1.

nori

Conform inegalitatii mediilor, pentru aceste n+1 numere pozitive avem:

n!1+ !+1 et n
>l 1+ 1<:>n+2>"+1 1+ n+2 >(1+1) =S
\/ \[ n+1 n
(1+ 1) (1+ ) vn>1

Prin urmare, x, <X,,,, ¥Yn>1, de unde rezulta ca sirul dat este strict crescator.

Sa demonstram ca sirul este marginit superior. Consideram urmatoarele n+ 2 numere

pozitivel+%,l+%,...,1 111

n2'2

nori

[ 27
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Dininegalitatea mediilor, aplicata acestor n+ 2 numere, rezulta

1 1
(1+ )+2+2>n+2 1+ 11(:}
n+2 2 2

on+2_ ., (1+1) 1 @1>(1+1) -1@(1+1) <4, ¥n>1.
+2 n n n

4 4
Deci, sirul este marginit superior.
Conform teoremei lui Weierstrass, sirul (X,) o1, X, = (1+%) , fiilnd monoton crescator

si marginit superior, este convergent. -

Limitasirului (X,) .1, X, =(1+%) , Senoteaza cu e, dupa

initialanumelui lui L. Euler?, si reprezinta un numar irationa care ’

gpartineintervalului (2, 3). Irationditatea
numarului e afost demonstrata in 1815 -
de J. Fourier2. Tn 1728, D. Bernoulli? a

stabilit ca Leonard Euler
Iim(1+%) — e=2,7182818284590...

N—eo

Daniel Bernoulli Refineri: Iim(1+%) =e (8)

Observarie. Numarul e este o constanta fundamentala in .
analiza matematica. Logaritmul in baza e are aplicatii in 4

matematica, fizica si Tn multe alte domenii, se numeste
logaritm natural si se noteaza Inx (=log, X).

Exercitii rezolvate

3n+7

6n+1
% 1. Si se caculeze le(3n+8) )

Rezolvare:
Aplicind teorema 11 si relatia (8), obtinem:
1 3n+7

6n+1 6n+1 - (6n+1)
e e e N

! Leonard Euler (1707-1783) —matemeatician, fizician si astronom elvetian.
2 Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) — matematician francez.
3 Daniel Bernoulli (1700-1782) —matematiciansi fizician elvetian.
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1(6n+1)

1 1 3"71+7 3n+7
=lim ( +3n+7) =e’,

n—co

2. Sa secalculeze limitasirului (X,),.,, daca:

a) X =vn°+2n-3-n; b)xn—n+2'

- 3n+1
1 1
— I+>+..+ =
) xn:L_‘/ﬁ- d) xn:M
n ’ 1+1+...+i.
3 3

Rezolvare:
a) Amplificam cu conjugatul expresiei:

2 _ _n2 _
lim(J +2n-3—n) = lim{+20=9 =" _j;p,  2n-3
o 7 Ayn®+2n-34+n  ""4n*+2n-3+n

n(2—3)
) n
=lim =1
n(,/1+2—32 +1]
n n

2 .
n(1+n) 142 I|m(1+2

b) lim2*2 — jim —lim—n._"" ”)_1+0_1

N—eo n+1 n—>eon(3+l) n—>m3+1 ||m(3+1) 3+0 3
n n n

N—oo

¢) Amplificam cu conjugatul expresiel de lanumarator:

Jn+1l-vn . (n+D)-n . 1 _
n _!"Imn(\/n+1+\/ﬁ)_I”Lngn(\/n+1+\/ﬁ)_o'

d) Folosim formulasumei primilor ntermeni ai unel progresii geometrice:

lim

n—eo

1 n+1
1+%+ in 1—1 4 l_(z) 4
lim—s——2-=lim——2_ = Zlim =3
Tl s+ T (L (L
3 3 3 3
1
1=3
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"~ Exarciil propuse__|
| B_|

1. Si seaduci exemple de siruri numerice convergente, divergente.
2. Folosind notiunea de subsir, sa se demonstreze ca sirul (X,),.., X, =(-1)", este divergent.
3. Aplicind definitialimitei sirului numeric, si searate ca:

. 4n-1_ n°+1 .. 2n-3_ 1. . 5n+6
PIM= =4 BIm===2 9limgts=3  IlmiTT =S
4. Folosind definitialimitei sirului, si searateca: a) |Imn—1¢1 b) Iim2n+1¢1.
-n+1" 2’ n>= 5N+1
5. Aplicind teorema lui Weierstrass, si se demonstreze convergentasirului (x,) ., daca:
a) )%22n+1_ b) x :1+i' C) X, = 1+l M.
n+1’ " 3’ n n
6. Sisecaculeze:
P 5 n+2
ety BlmEn 9lme @ lim g
2 n n
e) Iim(%} f) Ilm(‘/_} 0) Iim%; h) lim(~'n*+2n+3-n);
N—eo N—oo N—co + N—co
1 1
I+ >+ 4+
- 2 on n-1 . 1-2+3-4+...—2n.
i e pim(ad)s wimie2esotein
4
. n n+2 . (2n-1Y, , n!
) L'ID( n+3 ) ™ 'Lm(m) / R CEs Ty
Exercitii si probleme recapitulative |
1. Sasescrieprimii cinci termeni ai sirului (x,),., cutermenul general:
3n-2. —sn[Z.n) — 7+
Q) X, =5 b) xn—sm(6 n), Q) X,= ()" 7+
2. Sa sedetermine formulatermenului derangn pentrusirul:
1235 . . 33.3 - 111 1
a) 5 3 4 G b) 2, 4,86,8, 10, ...; €)3,-3,3,-3,..; d) 3'9' 57 B

3. Sisedeaexempledesiruri numerice: a) finite;  b)infinite;  ¢) monotone.

2

5. Sasescrieformulatermenului general al progresiei aritmetice (a,),..,, daca:
aa=-2sir=-4 b) a,=1sir=2 c) a=-10si r=5 d a=3sir="7.

4. Sa sedecida daca sirul (X)), X, :(—1) , este monoton.

6. Siseaflesumaprimilor 100 determeni ai progresiei aritmetice (a,),.,, daca:

aa=2r=-5 b)a=-1r=1
7. Sisedfle xe R, astfel incit numerele si fieTn progresie aritmetica:
a) 1+ %2, (a+x)?, (@°+x)7; b) a®+x, ab+x, b*+x.
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8. S sescrieformulatermenului general al progresiei geometrice (b,),.,, daca:
Q) b=2 q=6 b)blz—lo,q:%; Q) b=3 q=2.

9. Sa sedecida daca este progresie aritmetica sau progresie geometrica sirul (x,),.,, daca:
8% =2 %,=3%; b) X =4 X,=2+X; € X=—4 Xn+1=%xn§ d) X =-1 X, =5+X,.
Tn caz afirmativ, sa seindice formulatermenului general al progresiei si ratia.

10. Fienumerele a,, a,, ..., a, Inprogresiearitmetica.
a) Sa sedeterminensi S, daca a, =5, a, =23, r =-2,
b) Sa sedetermine a, sin,daca a, =18, r=2, S =88.

11. Fienumerele b, b,, ..., b, Tnprogresie geometrica. Sa sedetermineqsi S,, daca:
a) b,=1280, b =5, n=9, b) b, =384, =2, n=8.

12. Unciclist aparcursin primaora o distanta de 8 km. In fiecare ora urmatoare, el a parcurs o
distanta cu 2 km mai mare decit in ora precedenta. Tn cite ore ciclistul a parcurs distanta
de60km?

13. Tn cadere libera Tntr-o mina, o piatra parcurge in prima secunda 4,9 m si viteza el creste cu
9,8 m/s. Sa se afle adincimeaminel, daca piatraagjunslafund peste 8 s.

14. Sisedeterminevalorilelui xe R pentrucarenumerele 2x—2, x*+1, 3x* —1 sintin progresie
aritmetica.
15. Sa seextraga subsiruri dinsirul (x,),.,, daca:
n 2"+ (-2
3%, =1+(-1"; b x =202

16. Lungimilelaturilor unui triunghi sint in progresie aritmetica cu ratia2. Cosinusul celui mai mic

2n+(-1"

C) X, = n-sin . d) x, =cosnr; € X, = n

2’

unghi al acestui triunghi este egal cu g Sa se afle perimetrul triunghiului.
2n+1

17. Folosind definitialimitei sirului, si searateca: a) lim nT1 =2 )nlmnn i 0.
18. Aplicind definitialimitei sirului, si searateca:  a) |im6”+1¢9 b) lim ”n+2¢1.

3n +1

19. Dintr-un vas plin ce continea 729 | de acid s-au luat a litri, apoi vasul afost umplut cu apa.
Dupa obtinereaunei solutii omogene, iarasi s-au luat a litri si vasul afost umplut din nou cu
apa. Aceasta operatie afost repetata de 6 ori si n final solutia din vas continea 64 | de acid.
Sé sedeterminea.

20. Saseaflesumatuturor numerelor naturale de dou cifre care, fiind impartite [a4, dau restul 1.

21. Sisedemonstrezeci numerele (a+x)%, a’>+x%, (a—X)%, a, xe R, sintin progresiearitme-
tica. Sa se afle sumaprimilor ntermeni ai progresiei, stiind ci (a+ x)* este primul termen.

22. Sisecaculeze a)llm‘;’ 11 b) Lim(2n3—n2+1); c) Inim(1+3n—n5);
2n— l_ 1 2n ). 14+ 243+..40,
& lim>—= © 'n'll?(zn 3n+ 1) R — !

T Col LY. G ) ) im(Jn’ +1-n’ -1).
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Modulul 1

Probi deevaluare |

Timp efectiy delucry:
T A 45 de minte

1. Scrieti primii 5termeni ai sirului (X,) .,

) Xn=3n—2_

_1+(=D"
n+2’ b) X, ===

" 3

2n-1
2n+1
3. Aflati primul termensi ratiaprogresiei aritmetice (a,),.,, daca:

a, +a,=16, aa, =28.

2. Studiati monotoniasirului (x,),., definit prinformula x, =

4. Determinati primul termen si ratiaprogresiei geometrice (b,),.,, daca:
b,-b=-4, b,-b =8.
5. Pentru aridicaun pian laetgjul 2, s-au platit 3 u.m., iar pentru & ridicalafiecare etgj

urmator — de 2 ori mai mult decit pentru etajul precedent. Determinati la ce etaj afost
ridicat pianul, daca pentru ultimul etaj s-au platit 48 u.m.

@

Timp efectiy delucry:
| B | =0 e minite

1. Scrieti primii cinci termeni ai sirului (X,) "

n-1 3
X, =(-1 '(2+ﬁ)'

2. Aflati termenul general al progresiei geometrice (b,),.,, dacd b, =4, b, ., =(-3)-h,.

3. Studiati monotoniasirului (x,),., definit prinformulatermenului general:
n
n’+1
4. Folosind teorema lui Weierstrass, demonstrati convergentasirului (X, ) ..,
_10-11-...-(n+9)
" 1.3..(2n-D °

5. Aflati primul termensi ratiaprogresiei aritmetice (a,).,, daca a, + ag :g, &8, ==

X, =1+

6. Determinati primuI termensi ratiaprogresiei geometrice (b,),.,, daca:
_ 405
b,-b, = , b,—hb, = “E1o°

7. Pentru confecglonarea si instalareainelului dejosa unei fintini s-au platit 26 u.m., iar
pentru fiecareinel urmator —cu 2 u.m. mai putin decit pentru cel precedent. Suplimentar,
s-aumai platit 40 u.m. Pretul mediu pentru confectionareasi instalareaunui inel estede

22% u.m. Aflai citeinele au fost instalate.

@
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2 Limite de functii
4

Objective

*determinarea punctel or de acumulare si apunctelor izolate ale unei multimi;

aplicareain diverse contexte adefinitiilor limitel unei functii Tntr-un punct, *aplicareain rezol-

vari de problemeanotiunii delimitelaterale, *identificareafunctiilor care au limita si carenu au

limita Tn punct;

=2 “calculul limitelor defunctii elementaresi alimitelor defunctii compuse, *utilizareain diverse
contexte a criteriilor de existenta alimitelor de functii, *utilizareain rezolvari de probleme a
operatiilor algebrice cu limite defunctii;

=3 “gplicarealimitelor remarcabilelacalculul limitelor defunctii, *recunoastereain diverse con-

texte aformelor exceptate si aplicareametodel or de nlaturare a acestora.

VRV

BEENl| Limita unei functii intr-un punct

1.1. Puncte de acumulare ale unei multimi

Fie EcR osubmultimedenumereredesi f: E—R ofunctie. Tn acest modul vom
studia comportarea functiel f Tn vecinatatea unui punct x,, care, in caz general, nu
apartine in mod necesar multimii E. Mai precis, vom studia ce se intimpla cu valorile
f(x) aefunctiel f daca valorileargumentului X, x# X,, sint din cein ce mai aproape de
X,. Pentru caargumentul xe E sa se poata apropia suficient de mult de x,, este necesar
cain orice vecinatate alui x, sa existe puncte din multimeaE, adica x, sa fie punct de
acumulare pentru E.

Definitie. Fie EcR. Punctul x,€ R se numeste punct de acumulare pentru
multimea E daca n orice vecinatate alui x, exista cel putin un punct din multimea

E\{x}.

Deci, x,€ R este un punct de acumulare pentru multimea E daca pentru orice
vecinatate V a punctului x, are loc relatia VN (E\{x}) # 3. Prin urmare, x,€R
nu este punct de acumulare pentru multimea E daca existd o vecinitate V' alui x,
care nu contine nici un punct din multimea E\{x,}, adici V'N(E\{x})=<. Punctul
X, € E, care nu este punct de acumulare pentru E, se numeste punct izolat al multimii E.
Multimea EcR se numeste mulsime inchisa daca ea Tsi contine toate punctele de
acumulare. Multimea marginita si Tnchisa se numeste mulsime compacta.

3%




Limite de functii

Teorema 1. Punctul x,e R este punct de acumulare pentru multimea EcR
daca si numai daca exista unsir (x,),.., X,€ E\{x,}, astfel incit limx, = x,.

Demonstrarie

Necesitatea. Sa admitem ca X, este punct de acumulare pentru multimea E si sa

considerémvecinété;ilevn=(x0—1, x0+%), ne N, n>1, aepunctului x,. Atunci in

n
fiecare vecinatate V, seafla cel putinunpunct x, € E, x, #x,, adica xo—%< X, < X +%,
de unde rezulta ca | x, — X, |<%<g pentru orice n>[%]+1. Prin urmare, limx, = X,.

Suficienra. Daca multimea E contine un sir (X,).., Cu termeni x , x, # X,, astfel
incit x, — X, ¢ind n— oo, atunci din definitia limitei sirului numeric rezulta ca pentru
orice vecinatate V alui x, toti termenii x, al acestui sir apartin vecinatatii V incepind
cu un rang N. Prin urmare, VN (E\{x,})#3, adica x, este punct de acumulare pen-
tru E. pp

Observarie. Definitia punctului de acumulare si teorema 1 ramin adevarate si
pentru cazul in care x, este +eo, —oo SAU oo, IN aceste cazuri, in demonstratia teore-
mei 1 se vor considera, respectiv, vecinatatile V, =(n, +e0), V, =(—e, —n) sau
V. =(—eo, —n)U (N, +), ne N, n>1.

Exemple
1. Pentru E=(a, b) sau E=[a, b] orice punct x, e [a, b] este punct de acumulare.

2. Multimea N are punctul de acumulare +-o. Toate punctele multimii N sint pentru
ea puncte izolate.

3. Multimea E=[-2, h)U{3} are In calitate de puncte de acumulare orice punct
X, € [-2, 1], iar punctul x, =3 este pentru ea un punct izolat.

4. Punctele O si 1 sint puncte de acumulare pentru multimea

Ez{_lz,_13 14 15 16

52733 2424 55 } fiindca aceasta multime continesiru-

/

rile (X) oy, X :—%,§i (X),o1s x”:1+%, pentru care limx’ =0, Inim>§’:], iar X #0,

n n

X'#1, ¥n>1. Toate punctele x, e E sint pentru aceasta multime puncte izolate.

1.2. Limita unei functii intr-un punct

Fie ECR, f: E—>R ofunctie, x,€ R un punct de acumulare pentru multimeaE si
l e R. Tn cele ce urmeaza vom da un sens riguros afirmatiei: Daca valorile argumentu-
lui x se apropie de x,, atunci valorile f(x) ale funcriei f se apropie de |.
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Modulul 2

Pentru Tnceput, si examinam citeva
Exemple
1. Fiefunctia f: R >R, f(x)=§, si punctul x, =2 (fig. 2.1).

y S
=3

X—= X

Fig.2.1

Tn figura 2.1 observam ci daci valorile argumentului x se apropie suficient de mult de
X, =2, atunci valorile f(x) alefunctiei f seapropieoricitdemultde | =1.

Acessta situatie poate fi redata Tn mai multe moduri.
De exemplu, daca (x,),., este un sir arbitrar si convergent la x, =2, atunci sirul

(f(x.)).s, UNde f(xn)=x—2”, converge la | =1 (fig. 2.1).

Sau n at mod: pentru orice vecinatate U = (1-¢, 1+¢), € >0, centrata Tn punctul
| =1 a axei Oy, exidtd 0 vecinatate V =(2-2¢, 2+ 2¢), € >0, cu centrul in punctul
x, =2 al axei Ox, astfel Incit pentru orice xe V rezulta ca f(x)e U (fig. 2.1).

y
2
2. Consideram functia f: R\{} >R, f(x)= );__11 f(xn)l-—---< ----- ot
care nu este definita Tn punctul 1. Pentru orice sir (X,) ., :
X, #1 cu x, —1 cind n— oo, obtinem ca 2/ ;
2 ' I
f(xn):);”n_izxn+l—>2 gind n— o (fig. 2.2). o
! |
_ . 1o 1 % %
3. Fiefunctia f: R—>R, f(x):{x)iiLdgax;il Fig.2.2
si punctul x, =1 (fig. 2.3). Din reprezentarea grafica a y S
functiei f constatam: daca argumentul x iavalori tot mai f(X)----<----I\\//+
aproape de x,=1, dar mai mari decit 1, atunci valorile £
funciiei f seapropiede | =2; daci insi argumentul xia  hy 2ret
valori tot mai aproapede x, =1, dar mai mici decit 1, atunci +
valorile functiei f se apropie de | =0. Prin urmare, nu fl(x) 1\ .
existaunnumar | e R decarevalorilefunctiel f seapropie © O x1 x X

atunci cind valorile argumentului x sint aproape de x, =1.
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Limite de functii

Asadar, Tn cazul exemplului 1 (exemplului 2) se spune ca numarul | =1 (respectiv
numarul | = 2) este limitafunctiei f in punctul x, =2 (respectiv in punctul x, =1), iarin
cazul exemplului 3 se spune ca functia f nu are limita Tn punctul x, =1.

Situatiile examinate Tn aceste exemple conduc la urmatoarele trei definitii ale limitel
unei functii Tntr-un punct.

Fie f: E->R (EcR) ofunctiesi x,€ R un punct de acumulare pentru multimea E.

Definitie (in limbajul vecinatatilor). Se spune ca functia f arelimita e R Tn
punctul x, daca pentru orice vecinatate U a punctului | exista o vecinatate V a
punctului x,, astfel incit oricarear fi xe V(1 (E\{x,}) rezultaca f(x)eU.

Limitafunctiei f inpunctul x, senoteaza I|m f(x)=1 sau f(x)—1 cind x— X, si
se citeste: Limita funcriei f cind x tinde la x0 este egala cul sau f(x) tindelal cind
x tinde la X,.

Tndefinitialimitei unei functii Tntr-un punct, vecinatatile punctului | pot fi considerate de
forma U ={ye IR|| y—l|<et=(1-¢,1+¢), €>0, iar vecinatatile punctului x, — de
forma V ={xe IR||x—xO|<5}=(x0—6, X,+0), 6 >0, si este evident ca, In caz ge-
neral, V depinde de U. Deci, 6 depinde de €, adica 6 =d(g). Prin urmare, definitia
limitei unei functii Tntr-un punct poatefi formulata, in mod echivalent, cu gjutorul inegalitatilor
numerice.

Definitie (Cauchy?, sau in limbajul £-6). Se spune ca
functia f arelimita e R in punctul x, daca pentru orice
€>0 exista 0 =6(¢) >0, astfel Incit oricare ar fi xe E\{x},
inegalitatea | x—x, | <6 implica | f (X) -1 |<e.

Limita unei functii Tntr-un punct poate fi definita si cu gjutorul
limitelor desiruri numerice.

Definitie (Heine2, sau Tn limbajul sirurilor). Se spune ca
functia f arelimita | € R in punctul X, daca pentru oricesir
(X,)s dinmultimea E\{x.}, cearelimita x,, sirul respectiv
((x,)),s, d vaorilor functiei f arelimital.

Notiuneadelimita | = lLrpo f (x) aunei functii f intr-un punct x,
se extinde si pentru cazul Tn care una sau ambele valori x,, | nu
sint finite. Prezentam unele dintre aceste definitii.

Helnrich Eduard Heine

1 Augustin Louis Cauchy (1789-1857) —matematician francez.
2 Heinrich Eduard Heine (1821-1881) — matematician german.




Modulul 2

Definitii (Cauchy)
1. Se spune ca limita functiei f in punctul x, este +- daca pentru orice € >0
exista 0 =0(e) >0, adtfel incit oricare ar fi xe E \{x,}, inegditatea | x—x, |<
implica f(x)>e&. Senoteaza: lLrpO f(X) = oo
Cu gutorul cuantificatorilor 3, ¥, definitia1 se scrie concis astfel:
lef(x)=+w (x,€R) daca Ve >0, 36 =0(e) >0, al. (astfel Incit) Vxe E\{x},
|xxo—x0|<6:> f(x)>e.
2. Sespuneca limitafunctiel f inpunctul x, este « daca pentruorice € >0 exista
0 =0(g)>0, astfel incit oricarear fi xe E\{x,}, inegditatea | x— X, | < implica
| f(X)|>¢€. Senoteaza: le f(X)=co.
Concis, definitia 2 se scrie Xe;stfel: le f(X)=c (%,€R) daca Ve >0,
36 =6(¢)>0, a i Vxe E\{x,}, |X;(—x0|<5:>| f(x)|>e.
3. Iirgf(x):l (leR) dacd Ve>0, 36=0(¢)>0, a 1. VxeE,

X>8 = f ()~ |<&.
4, Iirgf(x):—oo daca Ve >0, 36 =6(¢)>0, a i. Vxe E,

IX[>8 = f(x)<—e.
5 limf(X)=0c dacd Ve>0, 36 =0(¢) >0, a 1. VxeE,

X—>+o0

x>0=|f(X)|>¢e.

Observarii. 1. Pentru x,, | e R, definitiile
limitei unei functii Tntr-un punct (in limbajele
vecinatatilor si €-6) au urmatoarea inter-
pretare geometrica: pentru valori ale argu-
mentului x suficient de apropiate de X,,
valorile respective f(x) ale funcriei f sint
oricit de mult apropiate de | (fig. 2.4).

2. Pentrufunctia f: N>R, f(n)=a,, defi-
nitiile 3 si 5 (Cauchy) ale limitei unei functii
Tntr-un punct reprezinta definitialimitel unui sir numeric cu limita finita sau infinita.

3. Din definitia Heine alimitei unei functii intr-un punct rezulta ca daca exista doua
sirur (). si (X)), din multimea E\{x;} cu limx =limx'=x,, astfel incit
sirurile respective (f (X)), si (f(X)),., au limite diferite sau nu au limita, atunci
functia f nuarelimita in punctul X,.

Observatia 3 este deseori aplicata pentru ademonstraca o functie f nuarelimitain x;.

4. Se poate demonstra ca daca exista limita unei funcyii Tntr-un punct, atunci
aceasta limita este unica.
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Limite de functii

Fiecare dintre exercitiile urmatoare a fost rezolvat cu gjutorul definitiel limitei unel
functii Tntr-un punct, adecvate enuntului respectiv.

Exercitii rezolvate
% 1. Sd se arate, aplicind definitian limbajul vecinatatilor alimitel unei functii Tntr-un

3%, daca x<1
punct, ca functia f: R—>R, f(x)=:0,daca x=1 are limita in punctul x, =1 si
) 2x+1, daca x>1,
limf(x)=3.

x—=1

Rezolvare:
Fie U=(3—¢, 3+¢), £ >0, 0 vecinatate arbitrara a punctului | = 3.
Dacd x<1, atunci
f(X)=3xeU & 3-e<3x<3+¢ <:>1—%< x<1+%<:> Xe (1—%, 1).
Daca insd x>1, atunci

f(X)=2x+1leU & 3-e<2Xx+1<3+¢ 4:)1—%< x<1+%4:> xe |1, 1+%).

FieV=(1—%, 1+%) vecinitatea punctului x, =1, V c(l—%, 1+%). Din xeV,

X#1, rezulti ca xe (1—%, 1) s Xe (1, 1+%), deundeobtinemca f(x)eU.

Asadar, Iinl1f(x):3.

% 2. Seconsiderifunctia f: [-1, 3] > R, f(X)=3x*—4x+1. Folosind definitiaCauchy
alimitei unel functii Tntr-un punct, si se arate ca Iin; f(x)=5.

Rezolvare:

Ve >0 si Vxe[-1, 3 avem |x|<3si | f(X)=5|=|3X"—4x—4| = |(x-2)(Bx+2)|<
<|x-2|(3|x|+2) 11|x-2| <, daci [x~2| < 5. Asaddar, Ve >0, 35>0 (5:131}
astfel Incit Vxe[-1, 3]\{2} cu |x-2|<d, avem | f(X)-5]|<e.

Prin urmare, Iirr21 f(x)=5.

1 Sa sedemonstrezeca lim f (X) = co.

3. Fiefunctia f: R\{- R, f(X)= .
Q> 5 { ]} - (X) (X+1)3 X——1

Rezolvare:
Fie e > 0 arbitrar. Considerind orice xe R\{-1}, obtinem | f (X) | > € < | x+1|3<%(:>

1 . 1 oA
X+1|<—=. Deci, Ve >0, 36 >0 | 6 =— |, astfd Incit Vxe R\{-1} cu|x+1|<3d,
Slxrtl< - ( f] eR\[-1 cu|x+1]

avem | f(X)|> € si, In baza definitiei Cauchy, rezulta ca Iirplf(x) = oo,
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Modulul 2

2
% 4 Fiefunctia f: R\{-3 >R, f(x)=%. Sasearate ca lim f(x)=-3,

Rezolvare:
Pentru orice sir (x,),., din R\{-2} cu limx,=-2, sirul respectiv (f(x,))., d

2x2+5x +2 . (2x +1D(x, +2)
n n :“m n n —
+2 n—e X, +2

valorilor functiel f are limita limf(x,)=Iim

n

=lim(2x, +1) =1+ 2limx, =-3. Tn baza definitiei Heine, rezulta ca Iirp2 f(x)=-3.

N—co

% 5. Fiefunctiile f: R\{0} - R, f(x)=cos%, si g: R—> R, g(x)=sinx. Sasearate,
folosind observatia 3, ca nu exista limitele Ixiigf(x) si XILrpm a(x).

Rezolvare:

Functia f nuarelimita in punctul x, =0, deoareceexista cel putindoua siruri (X),.,,

L1, .1
% = 2n7r’$I (%) )4_7r+2n7r

tive (f(X))..., F(X)=1si (f(X)) f(X?)=-1, aulimitediferite: 1si respectiv 1.
Similar, functiag nu arelimita laplusinfinit, fiindca sirurile (X)) .., X, =n7, si (X)) ;s

, careau limitazero cind n — <, Tnsa sirurile respec-

x;’=%+ 2nz, au limita plus infinit (a se consulta observatia 2), dar limg(xX)=0 si
limg(x) =1.

1.3. Limite laterale

Fiefunctia f: E->R (EcR) si x,€ R un punct de acumulare pentru multimea E.
Sa admitem ca x, este punct de acumulare si pentru multimea E =E(1(—ee, X,) SaU
pentru multimea E, = EN (x,, +2°). n acest caz se spune ci X, este punct de acumulare
la stinga sau punct de acumulare la dreapta pentru mulfimea E.

Fie x,€ R un punct de acumulare la stinga (la dreapta) pentru multimea E. Daca
valorilelui x seapropiede x, din stinga (respectiv din dreapta) cuvalori x < X, (respectiv
X>X,), Sescrie Xx— X, —0 (respectiv x — X, +0). Pentru x, =0, in aceste cazuri se
scrie x — —0 (respectiv x — +0).

—x+1, dacd x<1
X+1, daca x>1,
am observat ci nu exista un numiar | e R decarevalorile f(X) si seapropieintimp ce
valorile argumentului x sint suficient de aproape de 1. Daca Tnsa valorile argumentului x
seapropiede 1 dinstinga(prinvaori x<1), atunci valorile f (x)=—x+1 seapropiede0,
iar daca valorile argumentului x se apropie de 1 din dreapta (prin valori x>1), atunci
vaorile f(x)=x+1 seapropie de 2. Deci, functia f nu are limita in punctul 1, insa se
spune ci ea are limite laterale Th acest punct.

n definitiile careurmeaza, f: E—>R (E cR) esteofunctie iar x,€ R —un punct
de acumulare la stinga (la dreapta) pentru multimea E.
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Definitie. Se spune ca numarul 1, =1.(x,)e R este limita la stinga a functiei f
in punctul x,e R daca pentru orice vecinatate U alui |, exista o vecinatate V a
lui x,, astfel incit oricarear fi xe V(E_ rezultaca f(x)eU.

Definitie. Se spune ca numarul |, =1,(x,)€ R estelimitaladreaptaafunctie f
in punctul x,e R daca pentru orice vecinatate U alui |, exista o vecinatate V a
lui x,, astfel incit oricarear fi xe VN E, rezultaca f(x)eU.

Numerele |(x,) si 1,(X,) se numesc limite Y4
laterale ale funcriei f in punctul x, si se folosesc
notatiile

1L (%) = lim £ (x), 1,(%)=lim f (%)
X—Xg X—=Xg
sau X<Xg X>Xg
f06=0)= lim f(J, f(x+0)= lim ()
(fig. 2.5).
Pentru X, =0, Tn aceste cazuri se scrie:
Iir]gf(x): f (-0), Iinlf(x): f (+0). Fig.25

Mentionam ca definitiile limitelor laterale pot fi formulate si in limbajele Heine sau
Cauchy. Vom prezentadoar enuntul uneiadintre aceste definitii, celelatefiind propuse ca
exercitii.

Definitie (Cauchy). Sespune ca numarul |, € R este limita la dreapta a func-
tiei f Tn punctul x,e R daca pentru orice € >0 existda  =d(g) >0, astfel incit
oricarear fi xe E, inegalitateadubla x, < x<X,+6 implica | f (x)—I,|<e.

Observarie. Casi in cazul limitelor de functii, limitele laterale | si 1, pot fi infinite
(+oo, —e0 saU o). Definitiile acestor concepte pot fi formulate in cele trei limbaje
echivalente. Prezentam doar una dintre aceste definitii.

Definitie (Cauchy). Se spune ca —- este limita la dreapta a functiei f in
punctul x, daca pentru orice € >0 exista 6 =d(g) >0, astfel incit oricare ar fi
xe E, inegalitateadubla x, < x<x, +6 implica f(x)<—e.

Senoteaza: lim f(X)=—co.

X—Xp+0

Un criteriu util de existenta alimitei unei functii intr-un punct este formulat in

Teorema 2 (criteriul in limbajul limitelor laterale). Fie functia f: E—>R
(EcR) si x,€ R unpunct deacumulare pentru multimile E_ si E,. Functiaf are
limita Tn punctul x, daca si numai daca functia f are in x, limite laterale egale:
f(x,—0) = f(x,+0). Tn acest caz, lLrpo f(X)=f(x,—0)= f(x,+0).
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Demonstrarie

Necesitatea. Daca exista lim f (x) =1, atunci, in bazadefinitiel, exista si limitelelaterale
X—=Xg

f(x,—0)=Isi f(x,+0)=I.

Suficienfa. Sa presupunem ca exista limitele laterale f(x,—-0), f(x,+0) si
f(x,—0)=f(x,+0)=I, | e R. Din definitia Cauchy alimitelor |aterale ale unei functii
ntr-un punct rezulta: (Iimof(x)=l si Iimof(x)=l)<:>(Vg>0, 36,>0, 36,>0,

X—Xp—! X—>Xg+
astfel ncit Vxe E\{x,}, daca x, -0, < X< X,SaU X, <X<X,+98, =| f(X)-1]|<¢).

Fie 6 =min(d,, 8,) > 0. Evident, Vxe E\{X,} cu |X—X%,|<d = (X, -, < X< X, sau

Xy < X< X, +0,)=| f(X)—I|<e. Prinurmare, lim f(x)=I.
X—Xg

Similar se demonstreaza si cazul in care limital esteinfinita. -

Exercitii rezolvate

x? + X, daca x< 2

2%+ 3 daci x> 2. Si sedeterminelimitelelaterale

% 1. Fiefunctia f: R >R, f(x)={

defunctiei f Tnpunctul x, =2. Arelimita functia f in punctul x,=2?

Rezolvare:

Dacd x< 2, atunci f (x)=x’+ X, si pentruoricesir denumere (X,),.,, X, € (-, 2),
cu limx, =2 obtinem lim f (x,) = LLrQ(xf +X,)=6.

Daca x> 2, atunci f(X)=2x+3, si pentru orice sir de numere (t.),.,, t, € (2, +e),
cu limt, =2 obtinem limf (t,) =lim(2t, +3) =7.

Conform definitiei Heine, limitele laterale sint f(2-0)=6, f(2+0)=7 si, cum
f(2-0) = f(2+0), in bazateoremei 2, functia f nu are limita in punctul x, = 2.

% 2. Sa se determine valorile parametrului real a pentru care functia f: R >R,
(%)= {xz +a’, dafié xe[-1, 1
3ax+1, dacd xe (—oo, 1)U (1, +<2),
le—1si 1. Care este valoarea acestei limite?
Rezolvare:
Pentruorice x,e(-1, 1) avem f(x )=x’+a* si daca limx, =—1, atunci L@f()g]):l+a2,

are limita cel putin Tn unul dintre puncte-

iar daca LLrgxn =1, atunci L@f(xn):l+ a’. Deci, I (1) =1,(~1) =1+a°. Inmod similar,
pentru orice x, € (—eo, 1)U (L, +oo) obtinem ca f(x,)=3ax,+1 si daca LLTXH =-1,
atunci LLer(xn)zl—3a, iar daca limx =1, atunci LLrgf(xn)=1+3a Prin urmare,
l.(-)=1-3a, I,(1)=1+3a. o

Adtfel, functia f arelimitain punctul x, = -1 daci: I (-1) =1,(-1) @ 1+a’=1-3a <
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< ae{-3 0. Daca a=0, atunci IS(—l):Id(—l):1:Iirplf(x):l, iar daca a=-3,
atunci 1,(-) =1,(-)=10= Iirplf(x):lo.

Similar, functia f arelimita in punctul x, =1 daci: | () =1,() ®1+a’=1+3a <
< ae{0, 3. Pentru a=0 avem Is(l):ld(l):1:>Iirrl1f(x):], iar pentru a=3 obti-
nem ca Is(l):ld(l):10:>lirr11f(x):lO.

Asadar, pentru a=0 functia f are limita Tn ambele puncte, —1 si 1, iar pentru
ae{-3,3 eaarelimitda numai in unul dintre aceste puncte.

Exercitii propuse |

__B_|

1. Sidsearateca punctul x, =2 este punct de acumulare pentru multimea E c R:
2n _lo (D" - _J4n+3 .
a) E= {n+1 neN} b)E_{2+ > neIN}, c)E_{2n+1 neN}.
2. Sa sedetermine punctel e de acumulare pentru multimea:
ne N}

2n+ 3
A E={()"
3. Saseindice cel putin un sir numeric din E care are calimita punctul de acumulare x, pentru
multimeaE:

ne IN} b)E:{%(SJr(—l)”)meN} ¢ E= {nTicos?

a) E=R\[0, 4), x, =4 b) E={(‘nllz'” n IN*}, X e{-11.
4. Aplicind definitiain limbajul vecinatatilor alimitei unei functii Tntr-un punct, sa se arate ca:
. 5 - im(3x+1)-_1.
a) |XILT11(X+1)—2, b) le_r)r;(zx—B)_—Z, ) XILml(szr4)_ 5
d) Iir111(1—2x)=3; ) Iirr21(x—3)=—:L' f) Iirplx2=1.
5. Folosind definitiaHeinealimitel unel functii Tntr-un punct, sa se calculeze limita:
3
a) Iim2x —23x+5; b) lim 2X° +5x+ 2. 9 lim x*+1 _
-1 X +1 Hz3x +5x-2' x-1x? —4x—5

6. Sd sedemonstreze, folosind definitia Cauchy alimitel unei functii Tntr-un punct, ca:
3x+7 2x—-1

H 2 -1 . i =
a) leir;(ZX 5x+3) =1 b) I| im=-3 =1 C) x'LrE. 1 2.
7. Sisearatecanuexistalimita
1 . . 5 . . 1 T
a) I|mcos — b) LLran X c) leﬂgxsm o

8. Sa secalculezein punctul specificat x, limitelelateraleaefunctiei f: D' > R:

_]2x+1, dacd x<2 . 3 +4x+1
a) f(x)_{szrx, daci x> 2, X =2 b) f(x)= T 1 Xe{-11.

 Aici si Tn continuare multimea D se considera domeniul maxim de definitieal functiei.
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9. Sasedecida daca functia f arelimita in punctul specificat x, si si secalculeze | = I|m f (),
stiindca f: D> R:

D = s T xe 03 B 1055 ket

10. Sa secerceteze, In punctele specificate x,, ke Z, existentalimitel functiei f: R - R:
a) f(x)=sgn(sinx), x, =kr, ke Z; b) f(x)=[x], x =k, ke Z.

1. Fiefunctia f: R > R:
a) f(x)=x-[x];

b) f(x)=[cosX];

¢) f(X)=a(sinx), unde o‘(x):{ov daci x<0

1, daca x>0,
Sa se schiteze graficul functiei f si si sedetermine punctele x, € R Tncareexista lim f (x).
X—Xg

12. Fiefunctia f: R > R:
2 ~ -
3 f(x):{(ax+1) , daci x<1 - b) f(x)= { —x?, daci x<2 X =2

este functia Heaviside (treapta unitate).

ax+3, daci x>1, X—a, da&:a X2 2,
Sa sedetermine ac R, astfel Incit sa existe lim f (x) si sa se calculeze aceasta limita.
X—Xg
a’x—x*, daci x<-2

13. Fie f: R—>R, f(X)=4-6, daca x=-2
3ax, daca x>-2.

Pentru carevalori ale parametrului ae R exista Iirpzf(x) si Iirgf(x): f(-2)?

BEE| Operatii cu limite de functii.

Limitele unor functii elementare
2.1. Operatii cu limite de functii

Sa determinam operatiile ce pot fi efectuate cu limite de functii. Vom prezenta demon-
stratiile doar pentru unele dintre aceste operatii, celelalte demonstratii fiind propuse ca
exercitii.

Fie E o submultime nevida alui R, x, un punct de acumulare finit sau infinit pentru
multimeaEsi f,g: E—R functii pentru care exista I|m f(x)=a, I|m g(x) =b, unde
limitele asi b sint finite. Sint adevarate propozitiile:

@ Daca functia f arelimita in punctul x, si ce R, atunci si functia c- f arelimita
in punctul x, si 1Lrpo[cf (X)) :ca:cliarpO f (X). Prin urmare, factorul constant poate fi
extras de sub semnul limitei.

Observarie. Daca in propozitia @ se considera ca f(x)=1, atunci limc=c. Deci,
limitain orice punct x, aunei constante este insisi constanta. ’
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@ Daca functiile f, g au limita in punctul x,, atunci si functia f £g are limita in
punctul x, si le[f(x)i g(x)] :aib:le f(x)ile g(x) —limita sumel (diferenrel)
de funcrii este exéald CU suma (diferen,ta)X(I)imiteIor axlocestor functii.

Demonstrarie

Fie (x,),., unsir arbitrar din multimea E\{x,} cu LLern =X,. Deoarece functiile f
si gaulimita Tn punctul x,, Tn bazadefinitiei Heine, limf (x,)=a si limg(x,)=b.

Aplicind proprietatile operatiilor cu siruri numericenzgnvergente, obgri?;m ca
lim[f(x,) £ g(x,)]=azh.

Prin urmare, conform definitiel Heine, lLrPO[ f(X)tg(X)=atbh. p

@ Daca functiile f, g au limita in punctul x,, atunci si functia f-g are limita in
punctul x; si lLrp[ f(X)-g(X)]=a-b= lLrp f(x)- le g(x) — limita produsului de funcii
este egala cu pr(é)dusul limitelor ac&ctor0 funcrii. ?

Propozitiile @ si ® sint adevarate si pentru un numar finit f, f,, ..., f de functii
careau limita in punctul x,. In particular, din propozitia®, pentru f, = f,=..=f = f,
se obtine lLrQ[ f(x)]" :[m f(x)]", neN, n>1.

@ Daca functiile f si gaulimita in punctul x,si lim g(x) =b= 0, atunci citul %
este definit pe o vecinatate apunctului x, din multimea E\{x}, funcgiaa arelimitain

lim f (x)
con F(X) _a xox
%3 g b img®

limitelor acestor functii.

— limita citului a doua functii este egala cu citul

® Daca functiile f si gaulimita in punctul x, si f(x)>0 pentruorice xe E, atunci si
functia % E >R, (f)(X)=[f(x)]°® arelimitiinpunctul x, (cuexceptiacazului 0°) si
lim g(x)

l@ﬁuwm=$=wmum”°

Conditiilede existenta alimitel pentru functii compuse sint formulate in propozitia®.

® FieE si F submultimi nevide din R, x, un punct de acumulare pentru E, func-
tile : E—>F, f: F >R sifunciacompusa f ou: E—R, (f ou)(X)= f(u(x)), Vxe E.
Daca 1) leu(x):uo,
2) u(x>2) # U, pentru orice x dintr-o vecinatate din E alui x, si X# X,
3) MI! f(u)=lI,

atunci functiacompusa f ou arelimita in punctul x, si lim f (u(x))=lim f (u) =I.
X—Xg u—ug
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Observarii. 1. Egalitatea l'ﬂ] f(u(x)) = LI.LT f (u), stabilita in propozitia®), argumen-
teaza un procedeu general 0numit metodzonl substituzsiei sau metoda schimbadrii de
variabila lacalculul limitelor de functii. Tntr-adevar, membrul din dreaptaal egalitatii
seobtinedin membrul din stingadaca se efectueaza notatia u = u(x), numita substitusie
sau schimbare de variabila, si se tine cont de ipotezele 1) si 2) ale propozitiel ® ca
U—U, si U#U,.

2. Operatiile cu limite de functii sint valabilesi pentru limite laterale.

Propozitiile  —® sint adevarate si Tn unele cazuri in care unasau ambele functii f si

g au limita infinita in punctul x, sau cind pentru citul é avem limg(x)=0.
De exemplu, si presupunem ca lim f(x) =a, ae R, iar limg(x) =+ si s demon-
X—=Xg X—Xg
stram ca Tn acest caz functia f + g arelimita in punctul x, si lim[ f (X) + g(X)] = +o°.
Conform definitiei Cauchy alimitei unel functii Tntr-un punct, avem:
limf(x)=ae Ve>0, 39,(¢) >0, Vxe E\{X;},

X=X

[ X=X, |<6,=>a-e< f(X)<a+eg; @
linxq g(X) =4~ < VM >0, 36,(M) >0, Vxe E\{X},
[ X=X, ]<6,=g(Xx)>M —(a-¢). 2

Din relatiile (1) si (2) rezulta ca pentru orice M >0, 36 =min(J,(¢), 4,(M)) >0,
astfel incit oricare ar fi xe E\{x,} inegalitatea |x—x,|<d implica |x—x,|<9, si
| X—X%,|<d,,care larindul lor, implica

f(X)+9g(xX)>(a-€)+M —(a—-¢€)=M.

Tn baza definitiei Cauchy alimitei functiei in punct, lLrpo[ f(X) + g(X)] = +oo.

Simbolic, acest rezultat se noteaza a+ (+00) =+eo si Se numeste forma neexceptata,
forma determinata sau, ssimplu, determinare.

In mod similar pot fi demonstrate si formele neexceptate:

a+(-o0)=—c0; @+oo=o00] (+00)+(+o0) =Foo; A (4e0) =+eo (a>0);

a- (—o0) =400 (a<0); %:oo (a#0) etc.

Tn cazul in care lim f(X)=+co si limg(x)=—c, despre existenta limitei functiei
X—Xg

X—>Xg

N
f + g sauafunctiei el in punctul x, nu ne putem pronunta.

Simbolic, acest rezultat se noteazi oo —oo SA — si se numeste forma exceptatda,

forma nedeterminatad sau, simplu, nedeterminare (o expunere mai detaliata a acestor
cazuri se va efectuain 84).

Asadar, operatiile cu limite de functii pot avea, sau nu avea sens. Aceste operatii
conduc le aparitia asa-numitelor forme neexceptate (determinari) si forme exceptate
(nedeterminadri).
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Tabelul formelor neexceptate

Daca ae R, atunci:

1. cot+a=oo 15. 2-0

2. (too)+a=+oo oo
R o oo
(+00) + (+00) = +oo 17. %=°° (a#0)
(=00) + (—o0) = —° 18. @™ =+ (a>1)
a-e0=c0 (a#0) 19. a~ =0 (a>1)

a- (+o0) =+oo (a>0) 20. a~ =0 (0O<a<])

21. a” =+ (0O<ax<l)
22. (+0)* =+ (a>0)
23. (+)*=0 (a<0)

8. (~=) =< (a>0)

© ®©® N o gk~ w

A (4o0) =—0 (a<0)
10. a:(—oo) =+~ (a<0)
1. (Ho0) - (+00) = +o0

12 (—oo) . (—oo) = +oco 24 O+°° = O
13. (+oo) . (—oo) = —o0 25. (+oc)+w = 40
1 ., 00 :00 = 00 26 (+oo)_°°=0_

Tabelul formelor exceptate

51T 6. 0° 7. oo°

(BN
818
N
olo
w
o
8
N
8
I
8

Exemple

Dindefinitialimitel unei functii Tntr-un punct rezulta ca lim x= x,, unde x,€ R.
X—=Xg

Prin urmare, in baza propozitiilor @ —®) obtinem:

1. Iirr21(3x2—4x—2)=3(lirrz1x)2—4Iirr21x—lirr212=3-22—4-2—2=2;

2. Iin;[(x+3)-(3x2—4x—2)]:Iirrzl(x+3)-lirr21(3x2—4x—2):5~2=10;

3 —Ax—2 Ixiir21(3x2—4x—2) 2

M= s3 - im(x+3 5

lim (x+3)

4, Iirr21(3x2 —4x-2)*9 = [Iir121(3x2 —4x-2)*  =2°=32

5. Iirpl[3(x+3)2—4(x+3)—2]:|irr21(3u2—4u—2):2 (U=x+3—2 cind x— -1).
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2.2. Limitele functiilor elementare

Tn cele ceurmeazi vom studialimitele unor functii elementare, functii care sefolosesc
la descrierea in limba] matematic a diverselor procese din natura. Vom prezenta, fara
demonstratie, relatiile de calcul a limitelor de functii respective. Aceste rezultate pot fi
deduse direct utilizind definitia Heine sau Cauchy alimitel unei functii intr-un punct.

|. Functia putere cu exponent natural f: R—>R, f(X)=x", neN, n>1 (fig. 2.6)

a limx"=x", xeR; y Y4
X—Xg
. +oo, dacd n este par n
b) limx"=4" " = : . y=x,
) X—>o0 {00, daca n%telmpal’; y=X, n —impar
0 limx" = +o0, daca n este par n-pa 0 X
x> |—eo, daca n este impar; 0 X >
d) 1im X" = +eo. v
Fig.2.6

[I. Functia putere cu exponent intreg negativ
f:R\{0} >R, f(x)=x" :X—ln, neN, n>1 (fig. 2.7)

.1 1

lim—==— R\{C};

M= o RO
b) lim+ =0;

X—e0 ¥

.1 ] +eo, daca n este par
©) IX'DQF_{oo, daci n este impar;
d) lim-L = oo

x—>+0 X

.1 |+oo, daca n estepar
© lmﬁ_{—m, daci n esteimpar.

[11. Functia polinomiala
P.R—>R, P(X)=a,x"+ax""+..+a, a€R,i=0,n, a,#0, neN".

a) llrpo P(X)=P(x,), %€R; b) 'XL”D P(x) = LLrDaox";
c) limP(x) = lima,x"; d) IirllP(x):Iir]laox“.
Exemple

1. lim(3x° —4x+2)=3-(-1)* - 4-(-1) +2=3.

X—-1

2. 1im(=3x? +5x— 2) = lim(=3x?) = —o.

X—>e0 X

3. lim(=2x° +100x* - 3) = lim (-2x°) = +ee.

X——oc0
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IV. Functia rationala
FiePsi Qdoua functii polinomiale cu coeficienti reali definite, respectiv, prin:
P(X)=a,X"+aXx"" +...+a, s Q) =bXx"+bx™ +..+b_, a,#0, b, 0, m neN".

Functia E: E >R, unde E={xe IR| Q(x) =0}, se numeste funcrie rasionald.

Q

2 imPO_POO)

=0 Q(X) Q%)

oo, dacd N>m

PO _ im@* _ 13 gocs ne
D IMG0 =M~ |B, 0 M=

0, daci n<m

Dacda X—+e sau X—» —eo, atunci in b) se mai specifica si semnul expresiei
2 Jim x™™. Cazul Q(X,) =0 sevaexaminain §4.

X—>Foo
0

Exemple
2x° —4x* +3 2‘23—4-22+3_1
1. lim 5 ==,
o2 —x? +6Xx—2 —2°+6.2—-2 2

5
o lim =2 AL iy =2X
o= AXE—X+2 o= AXE xo

N[

x3):+oo.
V. Functia radical
O f:[0, +00) [0, +0), f(X)=4X, neN, n>2, n—par (fig. 2.8)

y
8 Imix =4/, %el0, +o);
b) lim&/x =+, N — par.
X—>+oo Ol X

Fig.2.8
a f:R->R, f(x)=Q/§, neN, n>3, n—impar (fig. 2.9)

a) lerr.]«/;=Q/Z, X €R; y
b) liMm¥YX =co, N—impar;
O
©) lim&/X =+, n—impar; % §

d) lim /X = —oo, n —impar. Fig.29

X—>—c0
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V1. Functia exponentiala
f:R— (0, 40), f(x)=a*, a>0, a=1 (fig. 2.10)

a) lima*=a", xeR;

X—)XO
b) dacd a>1, atunci: lima* =+, lima*=0;
X—>+oo X—>—o0
c) daca O<a<l, atunci: lima* =0, lima* =+c;
X—>+oo X——0

d) nu exista lima”*.

X—>o0

VII. Functia logaritmica
f: (0, +0) >R, f(x)=log,x, a>0, a=1 (fig. 2.11)

a) limlog, x=1o0g, X,, X, >0;
X—=Xg

b) daca a>1, atunci: limlog, Xx=—c, limlog, X = +oo;
X—+0 X—>+o0

c) daca O<a<1, atunci: Iinglogax:+oo, limlog, X =—e-.
X—>+

X—rFoo

VIIl. Functia putere cu exponent real
f: (0, +0) > (0, +0), f(X)=x*, e R\{0} (fig.2.12)

a) limx* =x;5, X,>0;
X—Xg

b) o >0= Iirrg)x” =0, lim X" =+eo;

X+ X—roo

C) a<0= limx*=0, limXx* =+co.

X—>+oo X—+0

IX. Functii trigonometrice
O Funcriasinus f: R—[-1 1], f(x)=sinx (fig. 2.13)

y
O<a<l a>1
O X
Fig.2.10
Y4
a>1

Oo/1 O<a<l X

Fig.2.11

T
a limsinx=sinx,, x,€R; N2
X—)XO

X—>o0 X—>+oo X—>—c0

a) limcosx=cosx,, X €R;
X—Xg

- i [e)
b) nu exista: limsinx, limsinx, limsinx \-4

b) nu exista: limcosx, limcosx, lim cosx.

X—o0 X—>Foo X—>—o0
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©® Funcria tangenta
f: R\{%+kﬂ|keZ}—>lR, f(x)=tgx (fig. 2.15)

a) limtgx=tgx,, x0¢ak=%+k7t, ke Z;
X—>Xg

b) Iimotgx=+oo, lim tgx=—oco, ke Z.

X—=0y — X—=ay +0

@ Funcfia cotangenta
f:R\{kr|keZ} - R, f(x)=ctgx (fig. 2.16)

a) limctgx=ctgx,, X, # B, =kr, ke Z,
X—>Xg

b) Iiﬁmﬁoctgx=—oo, lim ctgx=+e, ke Z.

x—=>p, +0

X. Functii trigonometrice inverse 4 Y
2
© Funcria arcsinus i
-1 11— ~5 5| (x)=arcsinx (fig. 2.17) | 0 1 X
limarcsinx=arcsinx,, x,[-11. | e -3
- Fig.2.17
@ Funcfia arccosinus {r‘ _____
f:[-1 1 [0, z], f(x)=arccosx (fig. 2.18) \ i
i T
lim arccosx = arccosx,, X,<[-1 1]. |
X% | |
® Functia arctangenta 1 O 1 x
. T T . Fig.2.18
f:R— 55 f(X)=arctgx (fig. 2.19)
. Y
a) limarctgx=arctgx,, X, €R; S
X—Xg pad
i T __T. 2
b) XI|Hr+nmarctgx— 5 XILr_rlarctgx— 5 o 3
C) nu exista limarctgx. | o —T
X—o0 m
2
Fig.2.19
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@ Functia arccotangenta y
f:R— (0, m), f(x)=arcctgx (fig. 2.20) et 7 IR
a) limarcctgx=arcctgx,, %€ R; -\n
X—Xg 5
b) limarcctgx=0, limarcctgx=r; \
X—>+00 X——o0 O X
C) hu exista limarcctgx. Fig. 2.20
_ y
X1. Functia modul (valoarea absoluta)
f:R—[0, +0), f(X)=]|x| (fig.2.21)
3) lim|x|=|%|, xeR;
X—=Xg >
b) lim [x[|=+eo, lim [X|=+eo, liM|X]|=+eo. O X
Fig.221

Ceamal simpla clasd de functii care se studiaza in analiza matematica este mul-
timea functiilor elementare 1-XI. Functiile care se obtin din acestea prin aplicarea
succesiva a unui numar finit de operatii aritmetice si de compunere de asemenea se
numesc funcfii elementare. Constatam ca pentru functiile elementare f: D - R
(D <R, unde D este domeniul maxim de definitie al functiel) este verificata relatia
lLrpo f(xX)=f(x,), x,€ D, adica limita funcsiei intr-un punct este egala cu valoa-
rea funcriel Tn acest punct.

Exemple
1. @) Functiadeterminata prin formula f (x) = Ix+26 - 3log, x este elementara, deci

lim(v/x + 2" =3log, X) = f (4) =+/4+2° ~3log, 4=12.
b) Tn mod similar,

LLrg(ln(snx)+3ln(Z+cos X)J_In(sm 6)+3In(4+cos 6)_In2+3ln2_2In2.

6

X 1
2. I|mi 00 Iim(%) =0 I|mInx_—oo lim/x = oo limx 2=0; Iirpoctgx:+oo etc.

x—0 X X—>oo X—>too

Exercitii propuse |

__B_|

1. Sisecaculeze:

a)Ixim(—%x3+\/§+5); b)||m(x += +§/_) 0 I|m(\/;——+x )

X—>o0 X—rtoo

d) Iim[—2x2+i+i/§]; €) Iing(i/?+%—3x2); f) Iing(%+3+x3+i/§).

3/x
52 |



Limite de functii

2. Sisecalculeze:

a) Ixin;(3x2+x—10); b) lim(2x® +5x° +3); c) lim(2x* +3x® +1);
3 2 3
d) 1im (=5x*+100x2); g lim 2 10X +1, ) lim2X X3,
Xorboo x=>-2 X°+3X+1 X X©—bX
) lim x=x h) “m3x3—2x2+4, i Iim2x3—x2+3x
xote 2x* + 3 o 1+ X=X =0 B —x*—X

3. Sisecaculeze:

8) im(2* +10g, s X~ (3)");  b) lim(z* +log, X); o) lim(log, x—2;
d) Iilm (26 -2-4*+8Y); e) lim(log, x+log, x—e€); f) lim(e* +I1gx).
x—logz e x—28 X—>+o0

4. S3secalculeze:

a) lim(-Vx" +1); b) lim(x*-x*+1)(1- x?); 0) lim(x® =x*)(* = x+1);
X411, L 2x+1 . x-1]
& lIme R Dlima 7

5. Sisecalculeze:

a) IirQ(sinx+\/§cosx—\/§tgx); b) Iin;l(sinx+20tgx—cosx);
=% xaz

C) Ii”m (sinx+2cosx—3ctgx), ne Z; d) lim(2sinx—3cosx+tgx), ne Z.
x5 x=nm

6. Sa se completeze spatiile punctate, astfel Tncit propozitia obtinuta si fie adevarata:
a) limsin(2*) =limsiny =0, unde y=2%;
X—>—c0 Y.
b) Iirr;tg(nx+Inx):limtgy:..., unde y=...
X—> Yoo
7. Sasedflevaloareade adevir apropozitie:
a) Alimcos(1- 2x); b) 3lim sinx’; ¢) Alim(sinx—cosx),
undesimbolul A semnifica, nuexista”.
8. Sasecalculezein punctul indicat x, limitelelateralealefunctiel f: D — R:
1

a) f(x)=Wlx|-

xe{-10,1; b) f(M=e ", xe{-11; ) f(x)=—1r, %=1

1+ 2x1

9. Pentrucarevalori ale parametrului me R functia f: R >R,

VX2 +m® -2, daci x<0
f(X)=ym+2, daca x=0 arein punctul x, =0 limitaegala cu f (0)?
1
(mzex):(1+2 X), daci x>0,

10. Sa sedeterminevalorile parametrului me R pentru carefunctia f: R >R,

2,2 1-X ~
f(x):{\/m X —bmx+9-27" , daci x<1 arelimita in punctul x, =1.

4—m*x® +2mx+ 3", daca x=>1,
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11. Aplicind notiuneadelimita laterala si teoremadespre limitafunctiei compuse, si se calculeze:
1 1

8) limeos(L-2sinx);  b) limIn(sin® x); 0) |ino1e77‘; d) lim¥/3 —Inx® +x;
xﬁg X X— X—>—o0

2) Iimtg[%sjng); f) IirTo1ctg3(zrcosx); g) lim 2

. ) : [ A—
I (cosx)” h) LL"J'”(Z arcsmx).

BEEN| caiculul limitelor de functii

3.1. Proprietati ale limitelor de functii

Fie EcCR, functile f,g: E—>R si x,€ R un punct de acumulare pentru multi-
mea E. Afirmatiile care urmeaza exprima proprietati ale limitelor de funcrii sau condirii
suficiente de existenta a limitel unel funcii intr-un punct si pot fi deduse folosind
definitialimitel unel functii Tntr-un punct.

1° Dacd lim f(x)=a, ae R, atunci existd o vecinatate V (x,) alui x,, astfel incit

X—Xg

functia f este marginita pe multimea V (x,) N E.

2° Daca limf(x)=a, limg(x)=b, a,beR, si a<b (a>b), atunci exista o
Vecinatate V(Z;Oalui Xy as:F(;IO incit f(x)<g(x) (respectiv f(x)>g(x)) pentruorice
xeV (%) NE\{x}.

Consecingi. Tn conditiile proprietitii 2°, daci g(x)=A (Vxe E, Ae R), atunci exista
o0 vecinatate V(x,) alui x,, astfel incit f(x)<A (respectiv f(x)>A) pentru orice

xe V(%) NE\{X}.
Incazul =0 seobtine f(x)<0 (respectiv f(x)>0) pentruorice xe V(x,) NE\{x}.

3° Trecerea la limita in inegalitati. Daca
a) exidtalimitele le f(x) si lLrp a(x),
b) f(x)<g(x) pentxrou orice xe Ig sau pe o vecinatate alui x, din E,
atunci lim f (x) < lim g(x).
X—Xo X=X
Consecingi. In conditiile proprietatii 3°, daca lLrI'O g(X) = —eo, atunci lLrpo f(X) = —e,

iar daca lim f (X) =+eo, aunci lim g(x) = +oe.
X—=Xg X—=Xg

4° Criteriul , clestelui”. Fie functiile f, g,h: E— R verifica conditiile:
a limf(x)=limg(x)=a, aeR,
X—=Xp X—Xg

b) f(x)<h(x)<g(x) pentruorice xe E sau pe o vecinatate alui x, din E.

Atunci, limh(x) =a.

X—Xp
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Exercitii rezolvate

% S se calculeze:
a) lim(x—sinx); b) lim(sinx®—e™).
Rezolvare:
a) Pentru orice xe R areloc inegalitatea dubla: -1<-sinx<1.
Atunci x—sinx>x—1 (1). Cum lim(x—1) =+, dinconsecintaproprietatii 3° si din

inegalitatea (1) rezulta ca lim(X—SiNX) = +oo.
b) Decarece sinx’ —e* <1-e™*, VxeR, si lim(1-e*)=—o, din consecinta pro-

prietatii 3° rezultd ca lim(sinx® — ™) = —o,

X—>—o0

3.2. Limite remarcabile

. X l
Limitde | @ lim30X =1 2 a) Ixim(1+%) =e b) lim1+x)" =e
sint utile lacalculul limitelor de functii si se numesc limite remarcabile.
I Lemi. Este adevarati inegalitatea dubla [sinx| < |x|< |tgx|, dacd —%< x<%.
Demonstrarie
Fie 0< x<%, un cerc deraza 1 si unghiul la centru y
AOC avind masura n radiani egala cu x (fig. 2.22). c B
Notam cu B punctul de intersectie a tangentei lacercin
punctul A cu semidreaptaOC, iar cu D —piciorul perpen- g
dicularel duse din punctul C pe dreapta OA. Evident, o ) D IA X
ariatriunghiului AOC este mai mica decit ariasectorului !
AQC, care, larindul siu, este mai mica decit ariatriun- |
ghiului AOB, adica '
%AO- DC S%AOZ - XS%AO- AB. @) Fig. 222
Cum AO=1, DC=sinx, AB=tgx, inegalitateadubla (2) devine
sinx< x<tgx, unde O£x<%. 3
Daci —%< x <0, atunci O<—x<%. Deci, (3) implica sin(—x) < —x < tg(—x), adici
—sinx<—-x<—tgXx, unde —%<x<0. 4

Inegalitatile (3) si (4), in bazadefinitiei valorii absolute, sint echivalente cu inegalitatea
dubla indicati in lema. P
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Sa demonstram limitele remarcabile @ si @.

1. Daca XE( X 2)\{O} atunci sinx=0 si, cum x= 0, din inegalitatea dubla

X sinx

sr1x

sabilitainlema, prinimpartirela |sinx|, obtinem: 1< |——| < |——| < |cosx| <|— <1.

COSX

Insa |cosx|=cosx, iar x si sinx au acelasi semn pentru xa( > 2) Prin urmare,

cosx<s'—;lx<1, daca Xe( > 2)\{0} Cum Ilmcosx cos0=1, dinultimainegali-
tate dubla, conform criteriului ,,clestelui”, rezulta ca Img% =1

2. Pentru limita remarcabila @ demonstratia este doar schitata. a) Folosind relatia

lim (1+ %) = e (asevedeamodulul 1, 83, secventa 3.3), se poate demonstra ca pentru

n—oco

OriCesir (X) 1 X, € (o2, “YU(0, +o0), cu limx, =co arelocrelauallm(1+%) —e

n—eo

Tnacest caz, in baza definitiel Heinealimitei unei functii intr-un punct, lim (1+%) =e

X—>o0

Cazul b) rezulta din cazul @) si din propozitia @) desprelimitafunctiel compuse, daca se

efectueazi Tn a) subgtitutia u =% si U—0 cind X—soo.

Exercitii rezolvate

% 1. Si se arate ca:

a) IimM:]; -1 iha a0 0) Ilm(lL)_l:oc, acR;
x—0 x—0 X x—0 X
tgx . 1-cosx 1. . arcsinX .. arctgx _
d) IX'LTO] =1 e lem e =5 f) Ixm ~ =1 Q) leirO\ . =1.
Rezolvare:

VVom rezolva aceste exercitii aplicind relatiile respective pentru limite de functii ele-
mentare, limitele remarcabile @, @ si propozitia @ desprelimitafunctiel compuse.

1
a) “mln(l)j X) :Iirrgln(1+ X)* =Ine=1.

x—0

b) Efectudam schimbareade variabila u=a*-1. Atunci x=1log,(1+u) si u— 0 cind
X — 0. Prinurmare, smilar cu Iimitaa) obtinem:
at—1 : 1 1
lim =lim =lim =
x-0 X u-0 |0g, (1+ u) wu-o log, (1+)* log, e

=|na
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o oin(l+x) oIn(+x)
0 ||m(1+x) 1:”me 1_ iml € 1.a_ln(1+x) _
x—0 x—0 0| o In(@+ Xx) X
. In(1+ x . -
:alulmeu 1 IXLQ (x ):alne-lza, unde u=oIn+x) si u— 0 cind x— 0.

o) 1im 9% i S0X._ L i SnX i, 1 g 1
x»0 X x=0{ X COSX | x»0 X  x-0COSX cos0

2

2sin? sn=
1-cosx . 2 1 2 1 sinu 1 X

lim =lim =Zlim|—& | =% Iim=—— | == ==

e) Xx—0 X2 x—0 )(2 2 X—0 5 (u—)O u ) 2’ Unde u 2_)0

2
cind x — 0.

f) lim&SNX _ iy Y _nm(sr‘“) —1, unde u=arcsinx si u—0 cind x — 0.
x—0 u—=0 SINU u—0 u
. _arctgx .. u tgu _ . .

0) lem " _Iu'fgtgu_lﬂ)]( 4 ) =1, unde u=arctgx si u—0 cind x— 0.

Observarie. Limitele remarcabile @ si @, precum si toate limitele din exercitiul rezol-
vat 1, Tn bazapropozitiei &) desprelimitafunctiei compuse, ramin adevarate si in cazul
n care se vaface schimbareade variabila x=u(t), unde I|mu(t) 0 (cuexceptiali-
mitel remarcabile @ a), unde I|mu(t) o).

% 2. Si secaculeze limita:

. sin3x—tg5x 3sin“ 2% _ ¥ g
a) Ilm.—g; b) Ilm—e 1; c) li I 2 =37

x>0  Sin4x x-0 X2 n COSX—COS2X
Rezolvare:

Folosind limitaremarcabila @, rezultatele exercitiului rezolvat 1 si observatia de mai
sus, obtinem:

3SiN3x _ 195X
a)I sin3x—tg5x lime_3X 5x _31-51_ 1.
sin4x x50 4sin4x 4-1 2’
4x
gdsin?2x 3sin? 2x ; 2
b) I|m—_1:12Iim € 2_1- SN2X ) | _121ne-12 =12;
x—0 X x-0| 38in°2X 2X

23)<2 _ 32>(2 3 Im (23x2 _1) _ (32>(2 _1)

¢) lim COSX—COS2X _ x-0 (1— C0S2X) — (1— COSX)
3. 23)(2 _1_2 32)(2 _1
_“ 3x? 2x* _3In2-2In3_2, .8
1-cos2x _1-cosx 211 379
(2x)° X 2 2
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% 3. S secaculeze limita:
In(cosSx) b) lim 5+3x-2

a) lim :

x=0 2%% + %3 XH1X+2X 3
Rezolvare:
a) lim In(cosBx) —lim In(1+ (cosSx 1))

=0 2x2 4+ X3 X0 2x° + x°

=|im[In(1+(cos?>x—1)).cos3x—1_ 9 ]:1_( 1) 9 9,

cos3x—1 (3x)° 2+X “2)2+0 &

x—0

b) Efectuam schimbarea de variabila: u=x-1. Atunci u— 0 ¢ind x—1 si

3«/5+3x 2 _iim ¥o5+31+u) -2 3\/8+3u 2_

Hlx +2x—-3 w0 (1+u)>+2(1+u)—-3 i u*+4u

1

(1+gu)3—l 3 L 3 1

o .8 |_, L+ 8_1

=2lim =3 0+4|°%3 4716
gu

=

% 4. Si secalculeze limita: )

2 lim( 21" b) lim(1+sinX |
xoel 2X+3 | X0 2]

Rezolvare:
Vom aplicalimitele remarcabile @ a) si @ b).

- (2x-1 2x-1 ). -4 Y
9 'x'ﬂj(zx 3) 'Hm(l+2x+3_1) "XTJ(1+2X+3) -

-4
2x+3 2X+3(1—><) A1

-4 Ilm4(x 1) lim
U |y e 2X+3 ey 3
—lim|| 14+ =2 = |lim(1+ e Tx =g,
KXo 2X+3 U—eo u
-4
unde u:ZXJr3 si U— oo cind X — oo;

7

1 1
. . X X_ . . 5 sinX
b) le_r)rg(1+sn§) _leirgli(Hsan 2:l

u=gn§ si u—0 cind x— 0.

sin .
_2 sin

* B 1 11%5 X 1.1
:[Ilrrg(1+u) ] 2 =e? =4/e, unde
u—

N[
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Exercitii propuse |

__B_|

1. Sisecdculeze:
a) lim (Bx=1(2x+1) -3,
o= (X=3)(X+2)+Xx* '
(1+2x)(1+3x) -1,

A+ 2x)(1+ 3x) .
1+ x)1-2x) "’
(1-x)(1-3x)-1 .

b) lim

X—>o0

Il 0 10X + X ® IIm(1 5X)(1+7x) — 1
. (x=2)°- - (1+x)°-1-3x,
Im—, h) lim————;

9) lim (x-3)°-1 ) i 6x° +x*

2

i) limX erfx—_lo; K) UD?\/_ 1

-2 2X°—X—6 x>
Ix+2-2. X - 1

m) lim—————; n) I|
=2 1+ 4x -3 X1

sm4x . SiN2X+Sin3x,

p)I ~0Sin3x’ a9 IX'LTJ sindx '’

1

9 |X|rg(":1) , 1) lim(+34";

2
o) lim /9x2+1;
o=\ 16X° +1

2+x)°-9 .
im—— =
1 (3+X)* -16

i) lim (x=2)%(x+1) .
=2 (x> -8)(X* —4)’

\/;+1

u) lim(1- X)*.

2. Sasecaculeze:
3 Iim\/1+ X+ X2 —1- X+ X . IIm\/1+4x 3. 9 lim V1+3x -31+7x.
=0 ek -1 =23/243x -2 xol 1+2/1— 2x
. §n2(x-2). . sin(3x+ 2) —2sinx.
d) leﬂg—x—z ; €) IXIEQ f) I| o—x+35|nx
. sin(r +3X) e e +e™ -3 In(1+ X+ x%) .
— h - I N
9 'Jigsn(zn—ex)' ) IXI_T tgx+sin2x ’ ) Al —e*
) ”mln(1+sm4x); K Iiml _cgs3x, ) “mcos3x2—cosx;
-0 In(1+tg2X) x>0 gin?x =0 g _q
H 2 Sin2x sin3x
mM, n) lim arctg'x : 0 lime——-¢ _.
x>0 SIN(3X+ SinX) =0 5052 — x-0 SiN(sin(sin X))
J1+sin2x—+/1-sin3x . . \Jcos2x —%/cosx . In(l+arcsinx) .
p) lim - ;o Q) lim r lim
X0 tgx—sin4x x=0 arctgx st A-sin2x-1’
9 lim In(cosSx) 1) Iiml__C?SXCOSZX; u) Iim(1 sinx)(l-sin® x)
=0 Ine@” +sin?x)’ 20 @ — cos2x x—Z cos’ x
3. Siseapliceproprietatilelimitelor defunctii si sa se calculeze:
a) LLrQ(xz—cosxz); b) lim(x+sin2x—cos3x);
€) lim(snx—2%); d) lim(2+sinx)e”.
4. Sisedetermine m,ne R, daca:
2
a) Iim[);_:'11+ mx+n):3; b) li TM 2, unde m+n=r.
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BEZl| Cazuri exceptate la operatii cu limite de functii

Tn 82 s-aafirmat ca anumite operatii cu limite de functii nu au sens. Vom examinamai
detaliat doar una dintre aceste operatii.

Fie x, un punct de acumulare pentru multimea EcR, f,g: E—R functii pentru
careexidta limiteefinitesauinfinite a = lim f(x) si b= 1lim g(x). Deexemplu, dindefinitiile
respective ale limitel unei functii Tntrjuxﬁl punct se pé)ZtTOe stabili ca: daci a=, be R,
atunci le(f(x)+g(x))=m; dacid a=+eo, b=+oo, aunci lLrp(f(x)+g(x))=+m etc.
Simbolic,xoaceste propozitii se scriu astfel: o+b=c (be R), 0(+<><>)+ (+o0) =+ si S2
numesc forme sau cazuri neexceptate (determinate) ori, smplu, determingri, iar despre
suma a+b n acest caz se spune ca are sens. Tabelul complet a formelor neexceptate,
care apar la operatii cu limite de functii, este prezentat Tn secventa 2.1.

Daca Insd a=-+e, b=—c0 saU a=—oo, b=+co, aunci desprelimitafunctiei f +g in
punctul x, nu se poate afirma nimic concret. Intr-adevar, daca X — +eo, atunci:

8) £(X)= X2 oo, G(X) = X —> —oo §i f(x)+g(x):x2(1—%)_>+oo;

b) f(x)=x+%—>+oo, g(X) = —X —> —oo si f(x)+g(x):%%0;

) F(X)=X+l o400, g(X)=—X—>—0 si F(X)+g(X)=I =1, leR;

d) f(X)=X+SNX— oo, g(X)=—X— —o si f(X)+g(X)=sinx nuarelimita.

Asadar, I|m(f(x)+g(x)) depinde de nsasi natura functiilor f si g si poate fi infi-

nita, zero, orice numar real sau poate chiar si nu existe. In acest caz se spune ci limita
respectiva reprezinta o forma sau un caz exceptat (nedeterminat) ori, simplu, o nedeter-
minare de tipul « —oo, iar despre suma a+b sespune ca este lipsita de sens.

Ingenerd, operatiile a+b, a-b, < sl a’ culimitedefunctii a= I|m f(x), b= I|m a(x)

b
conduc la urmatoarele sapte forme sau cazuri exceptate:
0 = o 0 0
O ’ o O *00, ©00—00, l y O y .

Nu exista o regula stricta care ar permite eliminarea cazurilor exceptate. Exista doar
unele recomandari pentru excluderea acestor forme.
|. Cazul exceptat 8 Fielimita lim E ; unde lim f(x)=0, limg(x)=0.
xaxo X—=Xg X=X
Se recomanda, daca este posi bil, sa se descompuna in factori expresiile f(x) si g(x)

fx

sau sa seamplificeraportul ——=- a(x) cu expresii conjugate, smplificind apoi cu x—X,, sau

sa se aplice limitaremarcabila @ ori limitele din exercitiul rezolvat 1, secventa 3.2.
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Limite de functii

Exemple
1 lim X*+x=2 _(0 i (X=D(x+2) . x+2 _3
a3 _2x—1 |0 C o1 (X=1)(3x+1)  x-13x+1 47

(Smplificareacu x—1 afost posibila, decarece x —1, si x#1.)

5 lim In(1+5|n(2x+x)) _lim In(1+sin(2x+x6)).”msin(2x+x6)_
"0 4x—X? Y sn@2x+x°%) =0 4x—x°
- 6
=1.”msm(2x+2x) lim sin(2x+ x°) IIm2x+x
x=0  4X—X =0 2X4+X° o0 4X—XP
X(2+ x°) 2+x° 1

—I I 1 ==
aH X(4-X) 0 a-x 2

Similar cu exemplul 1 se calculeaza limita lim E ; unde P si Q sint polinoame.
X—=Xg

Fie P, Q: R —» R polinoame nenule.
a) Daca P(x,) =Q(X,) =0, atunci exista polinoamele P, Q: R—>R
si i, je N, astfel Incit P(x,)#0, Q,(x,)#0, P(X)=(x—%,) R(X),

P(x) _ R(%) | 1
Q(X) = (X=%,)'Q.(X) si IlmQ( )= 0.00) lim T
PO) _ P%) o 1

b) Daca P(x,)#0, iar Q(X,) =0, atunci I|

oM T QK)o (x— %)’

. Cazul exceptat 3 apare la calculul limitei lim——= f(x) unde lim f (X) = oo,

X=X ( ) X=X

lim g(x) = oo.

X—Xp

Serecomandda, daci este posibil, sa se depisteze lanumitorul si numaratorul raportu-

lui 1) functiile (termenii) care cresc cel mai repede lainfinit, numite funceii domi-
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nante; sa se extraga fortat ca factori comuni aceste functii si sa se transforme in mod
echivalent expresiile obtinute, aplicind, daca este necesar, limiteleremarcabile sau limitele
din exercitiul rezolvat 1, secventa 3.2.

Exemplu

2+3 (z)”mwl

XH+¢°4X+1+2><+2 - a Ilm

X—>+eo X 4 x—ste
X+1 1
(3]

unde functiile dominante sint 3* i 4,

4

oo




Modulul 2

[11. Cazul exceptat 0.« apare la calculul limitei lim[f(x)-g(x)], unde
lim f(x)=0, lim g(x) = . N
X—Xo X—Xg

Se recomandd sa se efectueze transformarea echivalenta f(x)-g(x) = (fg(g();; -,
f(X)#0, sau f(x)-9(x)= (gf(i))(;l , 9(x) =0, pentru a obtine unul dintre cazurile
exceptate = sau %

Exemplu

1 . 2

sin=-sin< o

lim( 2 -sinL-sin2 |= (e0-0) = lim—X__ X _(0 _imSny-sin2y _
X—yo0 X X X—>o0 1 0 y—0 y2

:2”m(smy.sm2y

X
)=2-1-1=2, unde y=1+0 cind X — oo,
y-0| Y 2y X

V. Cazul exceptat - — o apare la calculul limitei lim[f(x)—g(x)], unde
X—Xo
limf(x)=a, limg(x)=b si a=+e, b=+ saU a=—oco, b=—co.
X—=Xg

X—Xp

Se recomanda sa se efectueze transformarea echivalenta a expresiei f (x) — g(x)
prin aducere la numitor comun sau prin rationalizare cu expresii conjugate, sau prin

SR (@)= (F ()
aplicarea identitatii f(x)—g(x)= (F(0-g(x)~

obtine unul dintre cazurile exceptate 0 sau E

, T(X)-g(x) =0, etc. pentru a

0
Exemple
. X+l x*-1)_ i =2XHAX o =2% L
L JL”;(m—ZX_l)—( L L

2 _ 2
2 lim( /—x2+4x+5—x):(oo—oo):Iim(\/X +4x+5-X)(V/ X +4x+5+X%) _

X VX +4x+5+ X

5
44 =
—lim——2%*5  _im X _o

= X2+ 4X+5+ X X”*”\/1+i+52+1
X

V. Cazurile exceptate 17, 0°, =" apar lacalculul limitei lirpo[f(x)]g‘x).

Se recomandad:

a) Tn cazul exceptat 1” sa se aplice limitele remarcabile privind numarul €

b) in cazurile exceptate 17, 0°, «° si se utilizeze identitatea logaritmica fundamen-
lim g(x)Inf(x
tala [ f(x)]°% =e?@"'™ f(x)>0, si rdlatia lime?™"" ) = g (propozitia

X—>Xg

® din §2), care plaseaza exponentul g(x)-In f(x) Tn cazul exceptat 0- oo.
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Limite de functii

Exemple —2(2x+1)

. x+1 2x+1 x+1 2x+1 . _2 X_i; x+3
. Jm(m) (1)-1Lﬂ(1+—3—1) g (“m) -

o 241
X

—2(2x+1)

lim lim
i X—>4oo Xotee 9,9
= I|m(1+y x =g, unde y——i—>0 cind X — oo,
y—0 X+3
2In x+|n[1+i] |n[l+i2J
1 In(d+x%) x 2+ lim X
2. lim@+x*)™ =lime ™ =lime ™™ =e = ™ =e"’=¢’
X—>+oo0 X—>+o0 X—>+oo

Tnmodulul 4 vor fi formulate regulile lui I’ Hospital pentru calculul limitelor defunctii
n cazurile exceptate 0 si . Consecinte ale acestor reguli sint urmatoarele limite:

0
Iimlo)?"jl =0 (¢>0,a>0, az]
2. ||m;—_o (x>0, a>1)

Aceste limite sint utile Tn cazurile exceptate E si 0-oo.

Observarie. Daca X—+e si >0, a>1, atunci functiile logaritmica log, X,
putere x* si exponentiala a* tind laplusinfinit. Din limitele 1 si 2 rezulta ca ceamai
Llentd” este functia log, x, mai ,rapida” este functia x*, iar ceamai ,rapida” este
functia a”.

Aceasta observatie se aplica la determinarea functiilor dominante Tn cazul excep-
tat —.
(e o)

Exercitii propuse |

__B_|

1. Sisecaculeze:

2 2 5 5 4
1 limE=AC=X=2) oy (XD EXHD” 3) lim YX+2:4x.
2 (X*+X—6) o= (2X+6) o 8y 43X
2 X X
4) I|m3X +5X+2; 5) I|m3 —4 : 6) I|m3 -4 ;
x—-1 %/;_’_1 X—>+o0 2X 4_)< X—>—c0 2X 4
I L L IN(x* + x°) . In(x® +x°)
lim ; 8) lim ————-; 9) lim————";
L x=0 2% — 4% ) | x> n(x* + x%) w0 [n(x* + x*°)
2 5X 2 5X
10) lim In(1+x+x ). 11) lim In(x* +e4); 12) lim In(x +e4);
HOIn(l X +x°)’ X—>0In(x +e™) x—>—°°In(x +e™)
13) lim(V/x* +6x —X); 14) Iim(\/x + X+ X); 15) lim@&/x* + x* = x);
1 3 ) X +1 x*+3 (ox+1 Y.
16) 1L 1(X+1 X +1) 17 )!Lllrl[ X+2 x-1 } 18) xILrpw(4X+3) '
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Modulul 2

1 1
ow(ss] " mw(Ea (]
1 2 2 2
2 X —=Xx+1 X +X=1 X —-2x-1}.
22) I|m(x + X—5)* 23) IX|61—3X+2 ; 24) IXLT( ] 1 ;
2 n
25)“m(1+x)(1+x) n(iLl+x) n>1 26) Im11X+X J;(.:Jlrx —n, n>1
[(4X)"+1 2
n+1 — X 3X 3
27)|ImM, 28) lim M 29) lim[x?>(VX+3—2JX+2+/x+1)];

X1 (x=1? xowe In(e™ + ezx) '

1
30) “m 6sin’X+sinx—2 . - 31) lim 2+tgx sin 2x; 3) lim cos2x \sn x;
xot = 4sin’ x—8sinx+3’ x->0| 24 SinxX x-0( Ccosbx

1

1 N
33) lim X", 34) 1im R/x +3/5) "5 35) lim @x +4/x) "0,
X—H X—>+o0

X—>oo

2. Sisedeterminevalorile parametrilor a,be R, daca lim(3/4x* - x* +ax+b)_

X—>oo

3. Sisecaculeze Iim(a\/x2 +X +by4x? +X) si sasediscutedupa vaorile parametrilor a,be R.

X—>eo

2
4 Fie f: R\{-T} >R, f(x)=2XFbx+4

X+1

lim ——= f() =2, I|m[f(x) ax] =3, apoi s secaculeze lim f(x).

X—>Hoo X—-1+0

. Sd sedetermine a,be R din conditiile

x?+ax+1, daci x<2

b+In(x—1), daci x> 2. Si se determine valorile parametrilor

5. Fie f:R—R, f(x):{

a,be R, astfel incit i existelimitele lim f (x) si nn;%, iar lim ()= £ (2)

Exercitii si probleme recapitulative |

_B_|

1. Sisecdculeze:

. 8-6x+X .32 —2x+1 2+ X)+3x)-2
im——; b) lim————————; ) lim——2——2_—:
2 243X — 2X° ) x== (1—2X)(3X+ 4) ) x>0 9—(3—2x)>
2 2
d) fim (2x+1)(3x+1)3(4x+1); o lim 2x°—=3x _ 2x"+5x L) lim VX=X x—24/x
X—>Foo (3_2)() X—>+o0 X+1 X—2 X—>oo 2\/;+3i/_
3
g) i \/6 10x -4, h) lim—X=2__. I)“m\/7+x—2;
x> l2x -3x-5" X2 5 1/1())(.|. w1 X=1
N V3= X =5+, 3/7-6x-%/16-15x .
D lim————-—; k) lim :
1 }1+2x+1 x-1 §/9-8x -1
) Iir_n(\/2x2+x+l—\/2x2—x+1); m) ImE/x +x2 —3/x° - x?)

n) )!LQ(\/X+1—2\/;+\/X—1).
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Limite de functii

. Si secalculeze:

sin3x . tg3x+2sinx . sin2x-arcsin6x
x>0 SIN2X+sin4x’ b) IxILTO]:SstX—th' ) S tg*(3x)
. 2sinbx—3arctg2x 2% 3> e g
9 lxlm arctg6x ' © Ixao 2% 43 _2’ N lego] tgbx ’
1-cos4x, . X . o - In(l+2sin3x) .
x>0 §in®(2x) ’ h) <0 Cos2x — cos3X’ ) |><ILYO] & _g*
1
.\ 1. In(cos6x) . 2x+3 1+sinx ¥
) legr}ln(cosSx)’ ) IerD( 2x— 1) ' D1l x=0 1+sm2x)
1
m | n(cost) , 0 Iim(1+x-3 )x.
COSX 0| 1+ X5
. Sasecaculezelimitelelaterae:
X [1-x] . 1
a lim——m——— b) lim-—— c) lim ;
) ~> 1(X+1)(X 2) ) i;il /X _1 ) i;>22 2 22Xx
. . L X=2 .
dlimi—o © lx'%o N+ )’ DM
x<0 x>-1 3-3- X2

. Sa sedeterminevalorile parametrului ae R, astfel incit sa existe lim f (x):
X—=Xg
4x* +a, daci x<1
a) f(x)= : =1
) 1) {\/5x+4+2a2, dac x>1, 0 t

a’+3x+2, daci x<0

b) f(x)= =0,
) 109 {&/a2+x2—2, daca x>0, ©

x?\3a+1l+ax+a, daci x<-1
0 f(x)=1", 5
X —xsa+4, daca x>-1,

d) f(x)={va2x2+1, daca x<1 -1

1+2ax, daca x=>1, %

%=1

. Sd sedeterminevalorile parametrilor a, be R, astfel incit:

sin(x* + ax+b)
a) lim=—=————-=3, dac =—
) o —axet dath=-1
bx

b) Iim(w+ax+b):6; c) im2e~—ae” __,
X—2 X

X—>too x=0

. Sectiuneaverticald areliefului unel localitati de munte este data de functia f: [— 6, 1—1] >R,
1-6x—x*, daci xe[-6, 1),
f(X)=901x+2]1, daca xe[-1 1], lascaral: 100 m pefiecare axa de coordo-

—0,45x2 + 2.7x—0,05, daci XE[l, 121]

nate. Pe platoul dintre cei doi munti ce corespunde valorilor abscisel xe[-1, 1] este situat
un catun.
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Modulul 2

a) Sa setraseze graficul functiel f si sa se stabileasca abscisele virfurilor muntilor.
b) Sa se determine diferentadintre inaltimile celor doua virfuri.
c) Sa seaflenaltimea peretelui vertical al muntelui, ce corespunde abscisel x =-1.
d) Sa se calculeze unghiul deinclinatie a platoului pe care este situat catunul.
€) Care este adincimeaminima afintinilor din catun, daca axa Ox reprezinta nivelul pinzel apelor
freatice?
1

200 , daca xe[-10,2; 2]

7. Gréaficul functiei f: [-10,2; 52] » R, f(x)=
5000( - ) +1000 daca xe (2, 52],

reprezinta relieful subacvatic al unei mari la scara 1 : 10000 m, astfel Tncit suprafata marii
corespunde liniei orizontale y =0,5.

a) Sa setrasezegraficul functiel f si sa sedetermine adincimeamaxima amarii.

b) Care estelatimeamarii, daca eacorespundeliniel orizontale y=0,5?

¢) Sa se determine Tnaltimea rupturii placilor tectonice Tn punctul de abscisa x= 2.

Probi deevaluare |

Timp efectiy delucry:
-E.l 45 de minute

Tn itemii 1 si 2 indicari litera corespunzitoare variantei corecte.

m? —v4-2x, daci x<0 R I g
1. Functia f: R—>R, f(X)=1g me R, arelimitain x, =0, daca | @
, (x) SNMX o xs 0, ain x,
A m=2 B me{-1 3. C me{-1 2. D m=-1.
2. lim(ax+b—-+ax*+bx+1)=4, a, beR, daci ©)
A a=0, b=4. B a=1 beR. C a=1 b=8. D ae{0, 3}, beR.
2 2 2 2 2 _9\2
3 Fiel, =limY T2X=3" ) i X =3¢ 2) 1y (X HX=22) ®
1l (x5=1) 1| X +2X—-3 =1 (X —3X+2)

a) Calculati |, si l,.

b) Fara acalculalimital,, stabiliti valoareal =1.1,1,.

¢) Utilizind rezultatul punctului b), determinati valoarealimitei |,.
d) Rezolvati inecuatia log, (x—1,)+log, (I;—x)>log, 9-log, I.

4. Cdlculati: @
;sin5x—35in5
a) lim¥10—8X -2+ X, b) lim—2 2
=2 Y9-ax-1  gn2x— 4sm3—2X+sm6x
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Functii continue

Objective

=31 “studierea continuitatii, identificarea punctelor de discontinuitate Tn baza formulei analitice
sau pe graficele functiilor date;

=2 “gplicareain diverse contexte anotiunilor funcyie continua, funcrie continug lateral, funcrie
discontinug Tntr-un punct sau pe o mulzime larezolvari de probleme;

=31 “aplicarea operatiilor aritmetice cu functii continue Tntr-un punct sau pe un interval n
diverse contexte;

=3 “utilizarea proprietatilor functiilor continue pe un interval in diverse contexte.

Fie functia f: E—-R (E cR). In modulul 2 am studiat comportarea functiei f n
vecinatatea unui punct de acumulare X, a multimii E. Punctul X, nu apartinea in mod
necesar multimii E, iar in cazul in care x, apartinealui E, valoareafunctiei f in x, nuera
luata Tn consideratie.

Tn acest modul vom studia comportarea functiei f nu numai Tn vecinatatea punctu-
lui x,, dar si inTnsusi X,, si anume: vom comparavaloareafunctiei f in x, cu valorile
sale in punctele vecine cu x,. Pentru aceasta este necesar cafunctia f sa fie definita in
punctul x,, adica x, sa apartina multimii E.

BEEWl| Functii continue intr-un punct.

Functii continue pe o multime

De notiunea limita functiei este strins legata o alta notiune
importanta a analizei matematice — continuitatea funcriei. Aceasta
notiune a fost definita Tntr-o forma riguroasa de catre matematicienii
B. Bolzano! si A. L. Cauchy.

Bernhard Bolzano

Tn mod intuitiv, afirmatiile o curba este continua si o curba nu are intreruperi,
adica poate fi trasata fara aridica creionul de pe hirtie, sint echivalente.

Notiunile functie continua, functie discontinua (intr-un punct sau pe o mulzime)
pot fi Intelese cu usurinta observind graficele unor functii. Sa examinam citeva exemple.

1.1. Notiunea de continuitate

1 Bernhard Bolzano (1781-1848) —filozof, logician si matematician ceh de origineitaliana.
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Functii continue

Exemple S
1. Presupunem ca pe axa numerelor se misca uniform un mobil L R
care in momentul t =0 se &fla Tn origine. Daci viteza presupusa
constanta amobilului estev, atunci, notind cu S(t) distanta parcursa
de mobil in timpul t, obtinem ecuatia s(t) =vt, t>0. Graficul
functiel s: [0, +0) > R, s(t) =vt, este reprezentat in figura 3.1.

e m s m s m

2. Consideram functiile f, g, h: R—>R, o Fa.31 !
5 X, daca x<1 . 'g.
X, daca x<1 9 X, daca x<1
f)= 1, daca x>1, 9(x) =12, daci x=1 h(x)= 1+x, daca x>1
1 daca x>1 ’ '
Graficele acestor functii sint reprezentate n figura 3.2.
y y y G
2+ e ol )V
G g i
1t--- 1t p—— ]
: : 117
O 1 X O 1 X 5 '1 »
a) b) 0
Fig.32

Graficelefunctiilor s (fig. 3.1) si f (fig. 3.2 @) pot fi trasate printr-o miscare continua
a creionului, iar graficele functiilor g si h (fig. 3.2 b), ¢)) sint intrerupte Tn punctul de
abscisa x, =1.

Pentru a punein evidenta deosebirile dintre comportarea functiilor f, g si hn punctul
X, =1, vom comparalimitelelor lateralein x, =1 cu valorilelor respective in acest punct:

-0 lim, f()= limx=1 f(+0)=lim f(x= lim1=1 {1

9(1-0)=limg(x)= lim x=1, g+0)= lim g(x) = lim1=1, g(1) =2,

h(1-0) :Xliripoh(x) = XILTOX =1 h(1+0)= XIlrlpoh(x) = XIlrlljo(1+ X)=2, h(1) =1.

Functiile f si g Tn punctul x,=1 au limita 1, adica leLrJ f(x)=1si Ixigl\g(x) =1
Constatam ca f(1) =1, g(1) =2 Graficul functiei g se intrerupe in punctul de abscisa
X, =1, deoarece Iximg(x) =1, iar g(1) =2. Graficul functiei h de asemenea se intrerupe
in punctul deabscisa x, =1, deoarecelimitele el laterale Tn acest punct sint diferite (func-
tiahnuarelimita in punctul x, =1). Astfel deducem ca graficul functiel f nu seintrerupe
n punctul de abscisid x, =1 din doua motive:

1) exista legg f(X);

2) aceasta limita este egala cu valoarea functiel f n punctul x, =1.

Tn baza acestor consideratii, putem formula urmitoarea

Definitie. Fiefunctia f: E — R si unpunct x, € E deacumulare pentru E. Spunem
ca functia f este continua Tn punctul x, daca ea are limita in acest punct si
aceastd limita este egala cu valoarea functiei in x,: lim f (x) = f (x,).

X—Xg
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Observarie. Daca x, nu este punct de acumulare, adica este punct izolat, consideram,
prin definitie, ca functia este continudg intr-un astfel de punct.

Tinind seama de aceasta observatie, Tn continuare vom pune problema continuitatii
unei functii numai in punctele de acumulare ale domeniului e de definitie.

Definitiacontinuitatii unel functii f intr-un punct x, se bazeaza pe notiuneadelimita
afunctiei f Tn acest punct x,. De aceea unele proprietati ale limitelor de functii se vor
regasi si n cazul functiilor continue.

Utilizind definitiilelimitel unel functii Tntr-un punct, obtinem caracterizari e continuitatii.

Teorema 1. Fiefunctia f:E—>R si x,€ E.

1. Functia f este continua in punctul x, & pentruorice € >0 exista é >0, astfel
ncit pentru orice xe E din |x—X,|<d rezultaca | f(x)— f(x,)|<e.

2. f estecontinua in X, < pentruoricesir (X,),.,, X, € E, dinfaptul ca x, — X,
cind n— e rezulta ca sirul respectiv (f(x,)),., converge la f(x,), adica
f(X,) = f(X,) cind N— oo,

3. f estecontinua in X, < exista limitelelaterale (x, un punct interior multimii E):

Jim () =1(6-0), lim T()=f(x+0) s f%-0)=10+0)=1(x).

Propozitiile 1-3 semnifica existentalimitel functiel f inpunctul x; si lim f(x) = f(X,).
X—=Xg

Daca functia f este continua in punctul x, € E, atunci x, se numeste punct de continui-
tate al functiei f. Tn cazul cind functia f nu este continua in punctul x, € E, ease nu-
meste discontinua in punctul x,, iar x, se numeste punct de discontinuitate a functiel f.

Functia f continua Tn orice punct a unei multimi Ac E se numeste continua pe
mulsimea A.

Tn cazul in care A=E, nloc si spunem ci f este continud pe tot domeniul siu de
definitie, putem spune, mai simplu, ca f este o funcrie continua (fara amai mentiona pe
care multime).

Observarie. S-a demonstrat ca limita functiilor elementare n orice punct x, din

domeniul lor de definitie se calculeaza inlocuind x cu X, direct in functie, adica

lim f(x) = f(x,).
X—Xg
Astfel, functiile elementare (polinomiale, rationale, exponentiae etc.) sint continue pe

orice interval pe care sint definite.
Concluze. Functiile elementare sint continuein orice punct din domeniul lor dedefinitie.

Exemple

1. Functia f (fig. 3.2 8)) este continua in punctul x, =1, iar functiileg, h (fig. 3.2 b), ¢))
sint discontinue Tn acest punct.

2. Functiile f, g, h: R>R, f(xX)=x*+2x*-1, g(x)=cosx, h(x)=3", fiind ele-
mentare, sint continue pe R, iar functia @: (e, 0] > R, ¢(x)=+1-3", este continua
pe (-, 0] din aceleasi considerente.
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Exercitiu rezolvat X
X, daca xe (0, 1

Si3 se studieze continuitatea functiel f: (0, +) =R, f(X)=
LN , (0, +00) — (¥) X+1 o xe (L +oo).

Rezolvare: 2

Cind se cere sa studiem continuitatea unei functii fara afi precizat un anume punct,
subintelegem ca trebuie sa studiem problema pe intreg domeniul de definitie.

Functia f, fiind definita pe (0, 1] prin f(X) =X si
pe (1, +e) prin f(x):XTJrl, este continua pe aceste 21
intervale (fig. 3.3). Urmeaza sa studiem continuitatea | ________
functiei f Tn punctul x, =1. 1+---

: T i w2 |
Avem: f(l_o)_xILTof(X)_xILToX =1 |

f(1+0):XILrlpof(x):XILrlT+10%1:1 si (=1 1 2 X
Deci, f(1-0)=f(@+0)= f(1). Conform teoremei 1
(propozitia 3), functia f este continua si n punctul x, =1.

Raspuns: Functia f este continua pe (0, +<o).

1.2. Puncte de discontinuitate

Punctele de discontinuitate ale unei functii pot fi de doua spete (categorii).
Fiefunctia f: E >R (E < R) si punctul x,€ E (x, punct interior multimii E).

Definitie. Punctul de discontinuitate X, se numeste punct de discontinuitate de
speta intli pentru functia f daca limitelelateralealefunctiel f Tn punctul x, exista
si sint finite, insa f(x,—0)# f(x,+0) sau (X, —0)= f(x,+0) = f(x,).

Exercitii rezolvate )
. . SNX " daca x<0
% 1. Fefunctia f: R—>R, f(X)=4 x
2, daca x=>0.

Sa se studieze continuitatea functiei f n punctul x, = 0.

Rezolvare:

f(-0)= |irg)ﬂxx=1, f(+0)=lim f(x) =2

Cum f(-0)# f (+0), rezultd ca x, =0 este un punct de discontinuitate de speta intii
pentru functia f.

x*+1, daci x<1 y
% 2. Fiefunctia f: R—>R, f(x)=11, daci x=1 x
2, daca x>1. /:
Sa se studieze continuitatea functiei f pe R. it
Rezolvare: L
Functia f este continua pe multimea R\{1}, iar in punctul o 1 2 X
X, =1 avem f(1-0)=f(1+0)=2si f(1) =1 (fig. 3.4). Fig.34
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Prinurmare, functiaf nu este continua in punctul x, =1, avind Tn acest punct o discon-
tinuitate de spetaintii.

Definitie. Punctul de discontinuitate X, se numeste punct de discontinuitate de
speta a doua pentru functia f daca el nu este punct de discontinuitate de speta
nii.

Din definitie rezulta ca intr-un punct de discontinuitate de spetaa douafie cel putin o
limita laterala este infinita (adica egala cu <), fiecel putin o limita laterala nu exista.
Exercitii rezolvate 1
% 1. Fiefunctia f: R >R, f(x):{? daci x<0 y
1 daca x=0.
Sa se studieze continuitatea functiei f (fig. 3.5) in

punctul x, =0. o) X
Rezolvare: j
limf(x)= Iimlz—oo. Prin urmare, x, =0 este un

x—-0 x—=-0 X Flg 35
punct de discontinuitate de speta a doua pentru functia f.

14

X, daca xe Q
0, daca xe R\ Q.

Sé searate ca functia f este continua Tn punctul x, =0 si orice xe R\{0} este punct
de discontinuitate de speta a doua pentru aceasta functie.

% 2. Consideram functia f: R - R, f(x)={

Rezolvare:

Fie x, =0 si unsir arbitrar (X,) .1, X, = 0 ¢ind N — o, Atunci f(xn):{x“’ %€ Q

0, x, e R\Q
si, evident, f(x,) — 0= f(0) cind n— o. Deci, functia f este continua in punctul x, = 0.

Fie acum un oarecare x,€ R\{0}. Vom aritaca nu exista limitalastingaafunctie f
fnpunctul x,. Consideram doua siruri, (X)) .., X,€ Q, si (X))o, X e R\Q, astfel incit
X —x,—0si X’— x,—0 cind n— o, Atunci, conform definitiei functiei f, rezulta ca
f(X)=X —=x, iar f(xX)=0-0 cind n— . Insi x, #0. Astfel, am aratat ca exista
doud siruri, (X).., si (X)), care converg la stinga la x,, Tnsi sirurile respective,
(F(X)) ey i (F(X)),51, converg lalimite diferite. Aceasta Tnseamna ca nu exista

Iim0 f(x). Deci, x, este un punct de discontinuitate de speta a doua pentru functia f.
X—Xg—

Definitie. Fie functia f: E—R si X, un punct interior multimii E. Daca exista
limitele laterale finite f(x,—0) si f (X, +0), atunci diferenta
f (%, +0)— f(x,—0) senumeste saltul functiei f Tn punctul x,.

Deexemplu, functia f: R— R, f(x)=sgn x, areinpunctul x, =0 unsalt egal cu 2
(fig. 3.6 @)).
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Functii continue

Observarii. 1. Evident, satul unel functii f ntr-un a YA
punct de continuitate x, este egal cu zero, deoarece 1
in acest caz f(x,—0)= f(x,+0). 5
2. Saltul unel functii f poate fi egal cu zero si ntr-un - X
punct de discontinuitate x,, daca
f(% —0)=f(x+0) = f(x).
b) Yi
De exempluy, fiefunctia f:[-7, 7] - R, 1
X, daca xe [-7, 0) i R
f(x)=141 daca x=0 |
{Sinx, daci xe (0, 7). |

Avem f(-0)= f(+0)=0, iar f(0)=1. Prinurmare, func-
tia f este discontinua in punctul x, =0 si saltul e este Fig.3.6
egal cu zero (fig. 3.6 b)).

1.3. Continuitatea laterala

Fie functia f: E—>R (EcR) si x,€ E un punct de acumulare pentru multimea
E =EN (-0, X,) ={X| Xe E, X< X,}.

Definitie. Functia f se numeste continua la stinga n punctul x, daca in x, exista
limitalastinga f(x,—0) si f(x,—0)= f(x,).

Fie functia f:E—R si X,€ E un punct de acumulare pentru multimea
E, = EN(X,, +o°) ={X| xe E, x> x,}.

Definitie. Functia f se numeste continua la dreapta in punctul x, daca in x,
exista limitaladreapta f (x,+0) si f(x,+0)= f(X,).

Exemple

1, daca x<0
-1, daca x>0,
%, =0, Intrucit f(-0)=1= f(0), si nu este continua la dreapta in acest punct, deoarece
f(+0)=-1, iar f(0)=1, adica f(+0)= f(0).

1. Functia f: R—>R, f(x):{ este continua la stinga in punctul

1, daca x<0
-1, daca x>0,
%, =0, fiindca f(+0)=-1= f(0), si nu este continua la stinga in acest punct, deoarece
f(-0)=1, iar f(0)=-1, adica f(-0)= f(0).

2. Functia f: R—>R, f(x) :{ este continua la dreapta in punctul

Observarii. 1. Functia f: E >R (E cR) este continua in punctul x,€ E (X, —
punct interior multimii E) daca si numai daca eaeste continua si lastinga, si ladreapta
in X, (ase compara cu teorema 1, propozitia 3).
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2. Dacd E=[a, b], atunci problema continuitatii la stinga in punctul a si respectiv
la dreapta in punctul b nu are sens. Tn plus, functia f:[a, b] - R este continua
n a (respectiv Tn b) daca si numai daca f este continua la dreapta in a (respectiv la
stinga’in b).

Exercitii rezolvate y o
’ e +acosx, daci x<0

% 1. Se considera functia f: R—=>R, f(x)=41, daci x=0 a, be R.
x?+b, daci x>0,

Sa se determine valorile parametrilor reali a si b pentru care functia f este:

a) continua lastingain punctul x, =0;

b) continua ladreaptain punctul x, =0;

c) continua pe R.

Rezolvare:

a) lm f(x)= lim)(ex +acosx)=1+a. In baza definitiei, functia f este continua la
stingain punctul x, =0 daca si numai daca f(-0)=f(0) 1l+a=1<a=0si beR.

b) Lrg f(x)= liﬂl(xz +Db) =b. Conform definitiel, functia f este continua la dreapta
n punctul x, =0 daca si numai daca f(+0)=f(0) & b=1si aeR.

c) Functia f este continua pe (-, 0) si pe (0, +eo) pentru orice valori ae pa
rametrilor a si b. Tn punctul x,=0 functia f este continua daca si numai daca
f(-0)=f(+0)=f(0)=a=0si b=1

Raspuns: @) a=0,beR; b) acR,b=1 c) a=0,b=1.

2. Sa se studieze continuitatea la stinga si la dreapta afunctiei f: R >R,
f(x)={3>2<—2, daci x<1
X“+1, daca x>1.
Rezolvare:
Pentru x<1 si x>1 functia f, fiind elementara, este continua. Studiem continuitatea
el Tn punctul x=1. Calculam limitele laterale: XILEIJOf(x):IXiLrll(Bx—Z):lz f,
lim f(x):IXiLr;(x2 +1)=2= f (1. Prinurmare, f estecontinua lastingain punctul x=1

X—1+0

si nu este continua la dreapta in acest punct.
Exercitii propuse |
_B_|

1. Si se arate ci functia f: R—>R, f(X)=x*+2x-1, este continui in punctele x, =0 si

X =2.
2. Sa sestudieze continuitateafunctiei f pe domeniul el de definitie:
N _ox X . . _ 1.
a f:[-L->R, f(x)=2 +x+—X+3, b) f:R—>R, f(X)=2x+ i1

Q) f: (=3, +=) >R, f(x)=XL+|n(x+4).

+3
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3. Sasedfleintervalelede continuitate ale functiel f: [a, b] >R reprezentate grefic:
y

O % p X a O] x p X
b) 0)

4. Functia f:[-3,5] >R este reprezentata grafic Tn R R
figuraalaturata. L2
a) Sd seindiceintervalele pecarefunctia f este continua. / !
b) Sa secalculeze: f(-1)- f(0), f(2)- f(4), - .
f(0)- f(-1), f(0)- f(4,5). 3-2-10] ‘2‘/

1

X

iSS
131 I

;S
5. Aplicindinegalitatea [sin x| < | x|, Vxe R, si sedemonstreze continuitateafunctiei f: R - R:
a) f(x)=snx b) g(x)=cosx; c) f(x)=sin2x; d) f(x)=cos2x.

6. Fiefunctia f: [0, 4] =R, f(X)=X’+x Sisearateciexista § >0, astfel Incit pentru orice x
cu [x—2|< ¢ areloc | f(x)—6|<%. Rezulta deaici ca functia f este continua in punctul x, =27

7. Sa se stabileasca daca este continua pe R functia f: R—>R:

a) f(x)=|x+1]; b) f(x)=x+|x-1];
Ix] daci x#0 X 5

c) f(x)=1 x° d) f(x)= 1+ x)*, daca x>0
1, daci x=0; 2,7, daca x<0.

x? + 2ax, daci x<1
x*+a°, daca x>1,
Sa se determine valorile parametrului a pentru care functia f este continua pe R.

8. Seconsideri functia f: R >R, f(x)={ eR.

9. Sisedflepuncteledediscontinuitatesi i secalculezeTn aceste puncte saltul functiel f: R > R:

) VY -
2 3 X< n(x+1), daca x<0
sin(x—1), daci x>1; ’
10. Si sestudieze continuitatea functiei f: R — R: 1
;,da:é x<0
x*+x%, daci xe Q 5
— ’ b f = 2’d =0
9 13 {x+ldac€1 xe R\Q; ) 1) Sing:(ax
5 , daca x> 0.

11. Sa sestudieze continuitateasi sa se traseze graficul functiei:

X <
8 fRSR, f=limin ®FXEQ gy g oR F(9=lim(E 457,
">710, daci xe R\ Q; n—e

ax+be*, dacd x<1
12. Fiefunctia f: R—>R, f(x)=42, daca x=1
1-ax, daca x>1.
Sa se determine valorile parametrilor a, be R pentru carefunctia f este continua:
a) lastingain punctul x, =1; b) ladreaptain punctul x, =1.
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| Operatii cu functii continue

Vom arata ca operatiile aritmetice asupra functiilor continue, precum si compunerea
acestora conserva continuitatea.

2.1. Suma, produsul si citul de functii continue

Teorema?2.Daca f, g: E—R (EcR) sint functii continue ntr-un punct X, € E,
atunci functiile af (e R), f+g, f—g, f-g sintcontinuein x,. Daca, inplus,

g(x,) =0, atunci si é este o functie continua in X, .

Demonstrarie
Vom demonstra continuitatea functiilor af si f +g.

Conformipotezei, lim f(x) = f(x,) si limg(x)=g(x,). Atunci
lm (e £ (0) =aclim (9= 1(x) 3
lim (£ (9 +909) = lim £ (9 +1img(x) = f () + g(x,), adica
lim (e )09 =(o 1)0g) si im(f +g)0=(F +9)x).

Prin urmare, functiile o f si f + g sint continuein punctul x,. P

Exerciriu. Demonstrati continuitatea functiilor f —g, f-g si é

Aceastd teorema, stabilita local (intr-un singur punct x,), se poate extinde lanivelul
unei multimi, Tn particular, pe tot domeniul de definitie E.

Exemple

1. Functiaf: R—>R, f(x)=2"+sinx+ X, estecontinua pe R casuma atrei functii
elementare continue pe R.

2. Functia definita prin f(x) = Wxx este continua pe multimea E=R\{kr |ke Z},
fiind citul adoua functii continue pe aceasta multimesi avind numitorul nenul pe E.
3. Functiadefinita prin f (x) =tgx estecontinua pemultimea E =R\ {% +kr|ke Z},

deoarece f(x)= % (cosx# 0, xe E) si sinus, cosinus sint functii continue pe E.

2.2. Compunerea functiilor continue

Teorema 3. Fe functiile 9: E, - E,, f: E, >R (E, E, cR) si compusa lor
h=f og: E, > R. Daca functia g este continua in punctul x;,€ E; si functia f
este continua Tn punctul y, = g(x,) € E,, atunci functia h este continua in x,.
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Demonstrarie

Fie (x,),., unsirarbitrar, x. € E, si X, — X,cind n — oo, Vomarataca h(x,) = h(x,)
cind n—eo. Notam y, = g(x,) € E,. Deoarece functia g este continua in punctul X,
rezulta ca y, = g(X,) = 9(x,) =Y, ¢ind n— . Cum functia f este continua in punc-
tul y,, obtinem f(y,)— f(y,), adica f(g(x,)) = f(9(x,)), sau h(x,) = h(x,) cind
n—oo. Astfel, functia h= f o g este continua in punctul x,. P

Observarie. In conditiile teoremei 3 si din definitia continuitatii rezulta urmatoarea
egalitate: lLrQ f(a(x)=f(g(x)) = f(lim g(x)), careinseamna ca limita ,, comuta”
cu toate funcriile continue.

Exemple

. limsinx . . . .. . :
1. lime™ =g~  =¢e° =1 nbazacontinuititii functiilor f(x)=¢€"si g(x)=sinx;

x—0
. , lim /x N o .

2. limtg(2™) =tg(lim2*) =tg(2* ) =tg2"" inbazacontinuitatii functiilor a*, tgx
si X* Tn punctele respective.

Corolar. Dacafunctia g: E; — E, estecontinua pemultimea E, si functia f: E, >R
este continua pe multimea E, (E,, E, cR), atunci functia h=fo.g: E, >R este
continua pe E,.

Asadar, prin compunerea a doua functii continue se obtine o functie continua, iar
teoremele 2 si 3 se extind la sume, produse, compuneri ale unui numar finit de functii
continue.

Exercitiu rezolvat

% Fie f, g: E — R functii continueTn punctul x, € E (pemultimeaE). Sa sedemonstreze
casi functiile | f |, max(f, g), min(f, g) sint continuein x, (respectiv continue pe E).

Rezolvare:

Functia | f |, adica | f |(X) =| f(X) |, poatefi reprezentata cao compusi adoua functii
continue: | f | =¢@o f, unde : R >R, ¢(X) =| x|, estefunctiamodul, care este continua
pe multimea E. Tn baza teoremei 3, functia | f | este continua Tn punctul x, (respectiv
continua pe multimeaE).

Continuitatea celorlalte doua functii rezulta din teorema 2 si din relatiile:

max(f, ) =2((f +g)+|f ~gl), min(f,g)=2((f+g)-If —g)).

Exercitii propuse |

__B |

1. S sestudieze continuitateafunctiei f si sa setraseze graficul ei:
2%, daca -1<x<1
a f:[-L4]->R, f(X)=11 daca x=1 by f:R->R, f(x)=
x—1 daca 1< X< 4;

—X, dacd x<1

2 daca x>1;
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< T T
cosx, daci — =< x< =
2 4

0) f:[—%, %:I%R, f (x) =41, daci x:% d) f:R>R, f(x)=x-[x.

2

2
X2 dacé£<xS%;

16’ 4
2. Fief o functie definita Tntr-o vecinatate a punctului X,. Folosind cuantificatorii 3, V, si se
formuleze afirmatia ca functia f nu este continua Tn punctul x,.

X2 sinL
3. Fiefunctia f: [0, £:|—>IR, f(x)={——=, daci x#0
2 sinx
0, daca x=0.

Sa se demonstreze ca functia f este continua pe [O, %]

4. Si sestabileasca daci exista valori ale parametrilor a, be R, astfel Incit functia f: R—>R sa
fie continua pe tot domeniul de definitie R:

(x-1)°, daca x<0 (zz _1)1 » daci xe R\{-1,1}
a) f(x)=Jax+b, daca 0<x<1 b) f(x)= a daci x=-1
Vx, daci x21, b, daca x=1.
5. Fiefunctiile f, g R—>R:
a) f(X)=sgnx, g(x)=1+x% b) f(x)=sgnx, g(X)=x>—x;
c) f(X)=sgnx, g(x)=sinx; d) f(xX)=sgn(x-1), g(x)=sgn(x+1).

1) Sa sestudieze continuitateafiecareiadintrefunctiile f +g, f —g, f-g si % pe domeniul
sau maxim de definitie.
2) Sa se studieze continuitatea functiilor compuse fog si go f.

6. Fiefunctiile f, g R —>R:

8) f()=x, g)=x+1 b) f(X)={§t]]: e o 900=x-1
o f(¥) =[x, g(x)=€; d) f(X)=[x], g(x)=sinx;
1 .
_J=,daca x#0 _ _|x, daca xe Q
e f(x) =[x, g(x)—{fdaC€1 ‘o f) £ =[x, g(X)—{O, daci xe R\Q.

Sa se determine punctel e de discontinuitate ale functiilor compuse fog si go f.
7. Sasedfleparametrul ae R, astfel incit functia f si fie continua pe domeniul siu de definitie:
x+2, dacd xe[0,]]
2ax+1, daca xe (1, 3];
2", daca xe (-0, 0)
a+x?, daci xe [0, +o);
VXx=2-1
0 fi[2 +), f(x)={ X=3

ax+§, daca xe [3, +);

a f:[0,3 >R, f(x)={
b) f: R—>R, f(x)={

, daca xe[2,3)
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sina(x-1)
d) £: [0, 2R, f()=1" x_1 9 xe[0D)
3x—a, daca xe[1, 2];
9 f:RSR, f(x)=1" sn<:, daci xe (. 0)
ax’ +x+smx, daca xe [0, +<).

8. Exista functii discontinuein oricepunct xe R, astfel incit sumasi respectiv produsul lor si fie
functii continue pe R? Sa se exemplifice.

9. Sa sedeaexemplu de o functie discontinua pe un interval | si de o functie continua neidentic
nuld pe acest interval, astfel incit produsul lor sa fie o functie continua pel.

BEEN| Proprietati ale functiilor continue

Definitie. O functie f: E—>R (EcR) se numeste:

@) marginita superior dacid imaginea sa f(E)={f(x)|xe E} este o multime
marginita superior, adica existi M e R, astfel incit f (X)<M, Vxe E.

b) marginita inferior daca imaginea sa f (E) este 0 multime marginita inferior,
adica exista me R, astfel incit m< f (x), Vxe E.

c) marginita daca imaginea sa f (E) este o multime marginita, adica exista
m, M eR, astfel incit m< f(x) <M, Vxe E.

Numerele M = supf(x) si m—lnf f(X) se numesc respectiv marginea superioara
si marginea mfenoara ale functiei f

3.1. Proprietati de marginire

Tngeneral, o functie continua nu este marginita. De exemplu,
functia f: (0, +e0) =R, f(X)=X?, nuestemarginita superior,
fiind definita pe un interval nemarginit (fig. 3.7 @). Dar nici

functiacontinua g: [O, E)—> R, g(X) =tgXx, nueste marginita

2
superior, desi este definita pe un interval marginit (fig. 3.7 b)). —

Este adevarat urmatorul rezultat fundamental din carerezulta
ca este esentiala conditia ca multimea E sa fie compacta.

Teorema 4 (Weierstrass de marginire). 3
Daca f:[a, b] >R este o functie continua, atunci: N |

1) f este marginits; 0| 3 X

2) f isi atinge marginile, adica exista x,, X, € [a, b], astfel 2

incit f(x)=msi f(x,)=M, undemsi M sint respectiv Fig.37

margi neainferioaré si cea superioara ale functiei f:
|nf f(x), M =sup f ().

xeE




Modulul 3

Numerele m si M se numesc cea mai mica valoare si respectiv cea mai mare
valoare ae functiei f pe [a, b].

Exemple y y
1. Functia f: [0,] >R, f(X)=x+1, este pJ — 24
continua pe [0,1]. /
Evident, m=1=f(0) si M =2= f(1). 14 1----- '
Astfel am verificat direct daca functia f . \
Tsi atingemarginile. 0 1 x O 1 X
Restrictiafunctiel f laintervalul deschis 2 b)
(0, 1) nuTsi atinge marginile pe acest interval Fig.38

(fig. 3.8 @)).

2. Fie f:[1, +) >R, f(x):x—lz. Atunci ([, 4+<0))=(0,1] si functia f nusi atinge

margineainferioara m=0 peintervalul [1, +) (fig. 3.8 b)).

Observarii. 1. Daca f:[a, b] >R este o functie crescatoare pe intervalul [a, b],
atunci m= f(a) si M = f(b), adica marginile e sint atinse la capetele intervalului
[a, b]; daca functia f este descrescitoare pe intervalul [a, b], atunci m= f(b) si
M = f(a) (fara amai fi nevoie de ipoteza de continuitate a functiei f).

2. Daca f:(a,b)—R este o functie crescitoare pe (a, b), atunci m= Iimof(x),
M = Iigjof(x); daca f este o functie descrescatoare pe (a, b), atunci m= Iimof(x),
M = lim f(x).

x—a+0

3. Tn general sint posibile cazurile: m=inf f =—co, M =suUp f = +eo.

xeE xeE

3.2. Proprietatea lui Darboux

Functiile continue definite pe un interval au proprietateaca nu pot trece delao valoare
laaltafara atrece prin toate valorile intermediare. Altfel spus, daca o functie continua f
iadoua valori distincte, atunci f iatoate valorile cuprinse intre aceste doua valori.

Definitie. Fie | un interval. Se spune ca o functie
f: I >R areproprietatea lui Darboux? pe intervalul |
daca pentru orice puncte o, B din |, < f3, si orice
numar A cuprinsintre f (o) si f(B), f(o) = f(B), exidta
cel putin un punct c, € (o, B), astfel incit f(c;)=A.

Jean Gaston Darboux

1 Jean Gaston Darboux (1842—1917) — matematician francez.
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Geometric, aceastainseamna ca orice valoare
.intermediara” A intre f () si f(B) depeaxa
Oy este valoare a functiei Tn cel putin un punct
intermediar” ¢ intre @ si B de pe axa Ox. In
figura 3.9 aceasta se realizeaza in trei puncte:

C, C, s C,.

B o Y A
x

Teorema 5 (teorema | Bolzano—Cauchy despre anularea functiei). Fie functia

f: [a,b] >R continua pe [a, b] si la extremitatile acestui interval functia f ia
valori desemneopuse: f(a)- f(b) <0. Atunci exista cel putin un punct ce (a, b),
astfel Incit f (c) =0.

Demonstrarie
Pentru a fixa ideile, sa presupunem ca f(a)<O0 si f(b)>0 (fig. 3.10). Divizam

[a, b] Tn doua intervale de lungimi egale prin punctul %b. Daca f(a+b

I
o

2
atunci teorema este demonstrata si se poate considera y
c_a%b Daca f(azb);ﬁo atunci lacapeteleunuia
a_a/ b |
T T
dintre intervalele [a, izb] [ib b} functia ia O _/ b X

vaori de semne opuse. Notind acestinterval cu [a,, b],
obtinem f(a)<0, f(b)>0.

Divizam [a,, b ] Tndoua intervaleledelungimi egalesi omitem cazul in carefunctia f
se anuleaza Tn mijlocul acestuia, fiindca atunci teorema este demonstrata.

Notamcu [a,, b,] aceajumatateaintervalului [a,, b,] pentrucare f(a,) <0, f(b,)>0.

Repetam Tnjumatatirea intervalului si rationamentele anterioare. Daca dupa un nu-
mar finit de pasi gasim un punct in care functia f se anuleaza, atunci teorema este demon-
strata. Fienu gasim un astfel de punct lanici un pas. Tn acest caz obtinem un sir descrescitor
deintervaleincluse [a,, b ] >[a,,b,]>...o[a,,b,]>... careverifica relatiile:

f(a,)<0, f(b)>0 si b—a =2"2

2"
Sirurile (a,) ., si (b,),.; Sint monotone si marginite
(decarece a<a <a,<..<a,<.., b>b>b,>..2b >..) si LLrQ(bn—ah):O.
Aplicind teorema lui Weierstrass (modulul 1, secventa 3.1), obtinem ca

Fig.3.10

lima, _Ilmb =C, ce[a, b]. Trecind lalimitad Tn inegalitatile f(a,)<0 si f(b,)>0 si

tinind cont de continuitatea functiei f Tn punctul c, obtinem ca f(c)=Ilimf(a,)<0
si f(c)=limf(b,)>0. Inconcluzie, f(c)=0. p»
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Teorema 5 poate fi reformulata astfel:

Teorema 5" (teorema | Bolzano—Cauchy despre anularea functiei). Daca o
functie f este continua pe un interval | si ia valori de semne opuse in punctele
a, be I, atunci ecuatia f(x)=0 arecel putin o solutiein intervaul (a, b).

Teorema 6 (teorema |1 Bolzano—Cauchy despre valorile intermediare). Orice
functie continua pe un interval are proprietatea lui Darboux pe acest interval.

Demonstrarie

Fie f: | >R ofunctiecontinua, o, Be |, x <, A —unnumar cuprinsintrevalorile
fa) si £(B), f(a)= f(B).

Consideram functia ¢: | >R, ¢(x)= f(X)—A. Functia ¢ este continua pe | si
o) -o(B)=(f ()= A)(f(B)—21)<0. Tn bazateoreme 5, exista cel putin un punct
c, € (o, B)c |, astfel incit ¢(c,) =0, adica f(c,)=1. p»

Corolar. Fie | cR, unde | este un interva, si f: | —R o functie continua pe I.
Multimea J = f(I) este de asemenea un interval.

Observarii. 1. Fie f: 1 — R o functie continua. Daca functia f Tsi atinge marginile
m:i)QT f(x)si M =ng|pf(x)’ atunci f(I)=[m, M], iar daca nici unadintremarginile
functiei f nuesteatinsd, atunci f (1) =(m, M) (aici nu sint excluse cazurile m= —co,
M = +c0).

De exemplu, pentru functia f: (0,1) - R, f(x):lnx+1T1X, obtinem Mm=—co si
M =+oo. Deci, f((0,1))= (o0, +oo).

2. Daca | =(a, b) esteun interval deschissi functia f: | — R este continua, atunci
despretipul intervalului J = f () nu se poate afirma nimic concret. Acest interval J
poate fi Tnchis, deschis, semideschis, marginit sau chiar nemarginit.

De exemplu, pentru functia f: (0, +e0) >R, f(X)=€e™, avem f((0, +))=(0, 1),

iar pentru functia f: (0,2) >R, f(X)=x—x*, obtinem f((0, 1)):(0, 1].

4

3.3. Aplicatii ale proprietatilor functiilor continue la rezolvarea
unor ecuatii si inecuatii
Conform teoremei 5, daca f: | —»R este o functie continua pe [a,ble | si
f(a)- f(b)<0, aunci ecuatia f(x)=0 arecel putin o solutie ce (a, b). Daca, in plus,
functia f este strict monotona pe [a, b], atunci solutia c este unica pe [a, b].
Exemplu

Considerim functia f: R >R, f(x)=e™+3x. Si se demonstreze ci pe intervalul
[-1, 0] ecuatia f(x)=0 are exact 0 solutie.
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Rezolvare:
Functia f este continua si strict crescatoare pe intervalul [-1, 0] ca suma de doua

functii crescitoare. Tn plus, f(=1)- (0) :(6—12—3)~1< 0. Prin urmare, exista un unic

ce (-1 0), incit f(x)=0.

Daca f: 1 >R (I cR)esteofunctie continua peintervalul | si daca f nu seanuleaza
Tnnici unpunct xe | (adica ecuatia f(x)=0 nuaresolutii inl), atunci functia f arein
mod necesar un semn constant pe |, adica f(x) >0 sau f(x) <0 pe acest interval.

Intr-adevir, In caz contrar ar exista puncte x, X, din I, x <x,, astfel Tncit
f(x)- f(x,)<0,si aunci functia f s-ar anulantr-un punct ce (x, X,) care apartine
intervalului |1, ceea ce este in contradictie cu ipoteza.

Tn general, astabili semnul unei functii f pe un interval inseamna a rezolvainecuatia
detipul f(x)>0 (sau f(x)<0) si aindicamultimile pecarefunctia f iavalori pozitive
(sau negative).

Semnul unor functii elementare poate fi stabilit aplicind metoda intervalelor. Sa
presupunem ca X, < X, <...< X.... Sint toate zerourile unel functii continue f: 1 >R,
adica f(x,)=0, ke N (elepot fi un numar infinit). Atunci pe fiecare dintre intervalele
(X, X,), (X5, X5), oy (X4, X,), ... functia f are semn constant. Pentru a determina acest
semn, este suficient ca pe fiecare dintre aceste intervale sa alegem cite un punct si si
determinam semnul functiei f n acest punct.

Exercitii rezolvate

% 1. Sa se arate ca orice functie polinomiala de grad impar are cel putin un zerou pe R.
Rezolvare:
Fiefunctia f: R >R, f(X)=a,x""+ax™+...+a,,,, si presupunem ci a, > 0.
Deoarece lim f(x) =—oco, rezulta ca exista x,, astfel incit f(x)<O0.

X—>—oc0

Cum lim f(X) =+, rezultad ca exista X,, X, > X, astfel Incit f(x,)>0. Asadar,

X—>oo

functia f se anuleaza intre punctele x, si X,, deci exista cel putin un punct ce (x;, X,),
astfel incit f(c)=0.

2n+1

% 2. Sisearateci functiadefinita prin f (x) = x° + 7x° + 7 areun zerou unic pe [-1, Q].

Rezolvare:

Functia f este continua si strict crescatoare pe [—1, 0] ca suma a doua functii strict
crescatoare (definite prin expresiile x° si 7x*+7) pe[-1, 0]. Cum f (=) =-1, f(0)=1,
rezulta ca f(-1)- f(0)<0. Prin urmare, in intervalul [-1, O] ecuatia f(X)=0 are o
solutie si aceasta este unica, deoarece functia data este strict crescatoare.

% 3. Sd se arate ca ecuatia Inx+ x=0 are o solutie unica xoe(%, 1).
Rezolvare: 1
Fiefunctia f: [le 1]—>IR, f (X) =Inx+ x. Functia f, fiind continua pe [E’ 1], are

proprietatea lui Darboux pe acest interval si, cum f(%)zln%+%=—l+%<o Si
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f(Q)=In1+1=1>0, rezulta ca exista X, e %, 1|, astfel incit f(x,)=0. Solutia X,

este unica, deoarece functia g: (0, +-) - R, g(X)=InXx+X, este strict crescatoare,
ca suma a doua functii strict crescatoare.
% 4. Saserezolvein R inecuatia (x* —9)Inx> 0.

Rezolvare:

Zerourile functiei f: (0, +0) - R, f(X)=(x*-9)Inx, sint 1si 3. Functia f, fiind
continua pe (0, +e), are semn constant pe fiecare dintre intervalele (0, 1), (1, 3),
(3, +0). Alegem §1=%e 0,1), & =2€(L3), & =4e (3 +o) si obtinem:

f(51)=(%—9)ln%>0, f(&,)=(4-9)In2<0, f(&,)=(16-9)In4>0.

Raspuns: S=(0,1) U (3, +co).

Exercitii propuse |

__B |

1. Fiefunctia f: | — R continua peintervalul |. Sa se demonstreze ca functiile

o o gt 8 R 9= TG0
sint continue pe |. Sa setraseze graficele functiilor f, si f_, stiindca | =R si:
a f(X)=x b) f(x)=sinx; c) f(x)=1+x% d) f(x)=-€"

2. Sisearatecadaca f: (a,b)—>R ((ab) —interval finit sau infinit) este o functie continua
si exista Ijl]f(x)=a, Iximf(x)=ﬁ, unde «, B e R, atunci functia f estemarginita pe(a, b).

f:l >R, f+(x):{

3. Sisearatecafunctiacontinua f: (0, 2) >R, f(X)=4x-x’, este marginita pe (0, 2), Insi nu
isi atinge marginilepe (0, 2), iar functiadiscontinua g: (0,2) >R, g(x)=[x], Tsi atingemargi-
nile pe acest interval. Sa se traseze graficel e acestor functii.

4. Si seconstruiasca o functie f: (a, b) >R continua si nemarginita pe (a, b).

5. Fefunctia f:[0,1] - R:

X, daca OSXS1 x?, daca o<x<i

D=1 , 42 t={, 4 2
= 5 = 2 3 T<x<

X 2,da(:a 2<x£], 3 daca 2<x_1

a) Sa searate ca functia f este discontinua in punctul x= %

b) Sa setraseze graficul functiel f.

c) Sa searateca functia f Tsi atinge marginilesi ca multimeavalorilor e esteun interval inchis.
6. Sa sedemonstreze ca functia f: R > R:

-1, daca x<0 2, daci x#0
a) f(x)=<m, daci x=0 b) f(x)= im3NX  Gaci x=0
1, daci x>0; x>0 X -

este discontinua si la dreapta, si lastingain punctul x=0. Si setraseze graficul functiei f.
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7. Si se dea exemplu de o functie f: (0, 1) >R continua pentru care multimea valorilor el
este:

a) un interval inchis; b) uninterval deschis; C) uninterval semideschis.
8. Si sedemonstreze ca functia f: R — R nu are proprietatealui Darboux:
_Jx,daca x<0 _ . -
a) f(x)_{ler,dacész; b) f(xX)=[x]-x; c) f(x)=sgnx

9. Saserezolvein R inecuatia:
a) (Ix|-3)(nx+4)<0; b) (X*+3x=4)(2*-2)<0; c) (xX*+2x*-4x+1)(Igx—10)> 0.

10. Sa sestudieze semnul functiei f: R > R:
a) f(x)=x(x—a)(x—b)(x—c), undea, b, c sint constantesi O<a<b<c;
b) f(X)=(x=1(x*+3x-4) (e -1).

1. Functia f:[-1,1\{0} - R, f(x)=§, este continua si are proprietateaca f(-1)- f (1) <0

si totusi ecuatia f (x) =0 nuaresolutii. Cum seexplica?

Exercitii si probleme recapitulative |

__B_|

1. Sisedeterminevaorile parametrului o€ R, astfel incit functia f: R - R,
2 2 =
f(x) =1 VX —20x+a”, dacd X=1 g fie continua tn punctul x, =1.
ox+3, daci x<1,
2. Sa se dfle punctele de discontinuitate si tipul lor pentru functia f: R > R:

< 1
_J2x+3, daca x<1 _J——, daca x#1
a) f(x)_{X_L daci x> 1 b) f(X)_{]),(_dl  xet
X2n+X3 exz, daci x>0
f(x)=lim=——"; d) f(x)=
0) f(x)=lim NINER ) f(X) |

im(1+%), daci x<0.
ae*, daca x<0
3. Fiefunctia f: R—>R, f(x)= [x+1—-+/b

~——————, daca x>0.
X

Sd sedetermine a, be R, b>0, stiind ca f este continua pe R.

4. Fefunctiile f, g R—R continuesi f(x)=g(x), Vxe Q.
Sd sedemonstrezeca f (x) = g(x), Vxe R.

{—l daci x<0
5. Fiefunctiile f: R—>R, f(x)=40, daci x=0 g:R—>R, g(X)=x"-2x+1.
1, dacd x>0;

a) Sa seidentifice punctele de discontinuitate e functiilor f si g.

b) Sa se determine functiilecompuse f o g si go f.

) Sa se studieze continuitateafunctiilor fog si go f.

d) Sa setraseze graficele functiilor f, g, fog si go f.
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6. Sa seprecizeze daca este marginita functia: f: [0, +e) > R:

a) f(x)=2X:2++51; b) f(X)=sinx’; ©) f(X)=x+snx d) f(x)=%—arctgx.

7. Functia f: R\{} >R, f(x)=xi_l,
f(x) =0 nuaresolutii. Cum seexplica?

are proprietatea ca f(—2)- f(2) <0 si totusi ecuatia

8. Sasearateci ecuatia f(x) =0 aresolutii peintervalul indicat pentru functia:

Q) F()=—x+8x+30, R; b) f(x)=x*-3x+1 [0,1; ©) f(x)=(x—2)snmx, [%g}
9. Siserezolveinecuatia:

a) x*—9x*>0; b) (x*-16)Inx<0; ©) (Ix|-D(Inx+2)>0.

Probi de evaluare |

Timp efectiv de| ucru;
| B | 90 de minute

1. Feintervalul | =[a, b] si functia f: | — R. Care dintre urmatoarele cazuri pot avea | @
loc?
a) f estecontinua, marginita si Tsi atinge marginile.
b) f estecontinua si nemarginita.
c) f estediscontinua si Tsi atinge marginile.
d) f estediscontinua si nu-si atinge marginile.
e) f estediscontinua, f(a)- f (b) <0, Tnsa ecuatia f(x)=0, xe[a, b], nu are solutii.
f) f estecontinua, f(a)- f(b) >0 si ecuatia f(x)=0 aresolutii.
Argumentati raspunsul apelind la proprietatile functiilor continue sau prin exemple.

2. Studiati continuitatea functiel f: R - R: ©)
sinx? y

Q) F0)=1"2x , daca x<0

sinx, daca x>0;

X* +3, daci xe (—, 1)
b) f(x)={2"-2, daca xe[1, 2]
X, daca xe (2, +).

3. Stabiliti daca functia f: R — R estemarginita: )

f(x=]e" daci x#0 b) f(x)=x-sn’x.
3 10 {a, daci x=0, aeR,; ) 1)

x> +a’, daci Xe (—oo,a]
3x—1, daca Xxe (a, +oo),

4. Determinati ac R, astfel incit functia f: R—R, f(x):{

si fie continua n orice punct xe R.
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b Funclii derivabile

Objective

=31 utilizareacorecta in diverse contexte, inclusiv ih comunicare, aterminologiei aferente notiunilor
derivata funcriei si ~diferensiala functiei;

=2 aplicareadefinitiel derivatel lacalculul derivatelor unor functii elementare; utilizareain diferite

contexte aformulelor obtinute;

aplicarearegulilor de derivaresi aformulelor derivatelor larezolvareaproblemelor;

~calculul diferentialelor unor functii elementaresi utilizareaformulelor respective in multiple

contexte;

utilizarea proprietatilor functiilor derivabilelarezolvareaproblemelor;

conceperea metodelor calculului diferential ca metode noi de rezolvare a unor probleme

teoretice si practice.

00

08

Probleme diverse de matematica (studiul variatiei functiei si
trasarea graficului e, probleme de maxim si minim etc.), defizica
(viteza si acceleratia unui mobil, intensitatea curentului electric,
densitatea liniara de masi a unei bare metalice etc.), de economie
(costurilesi beneficiile), probleme de cal cul aproximativ, precumsi
atele, In care prezinta interes rata vreunei
schimbari, se rezolva prin aplicarea directa
a notiunii derivata funcriei, care este unul
dintre conceptele fundamental e ale analizei
matematice. Istoria atribuie Tn egala masura acest concept
savantilor I. Newton! si G.W. Leibnizz.

Studiul functiilor cu gjutorul derivatelor poarta denumirea de
calcul diferensial. Obiectul calculului diferential 1l constituie
functiile, iar derivata unei functii reprezinta masurain care functia
reactioneaza la schimbarea argumentului.

! |saac Newton (1642-1727) —fizician, matematician si astronom englez.
2 Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—-1716) —filozof si matematician german.



Functii derivabile

Notiunea de derivata

Notiunea derivata funcriei este bazatd pe notiunile cresterea argumentului si
cresterea functiei.

1.1. Cresterea argumentului si cresterea functie

Fiefunctia f: | - R, undeintervalul deschis | cR, X, | si x un punct arbitrar
dintr-o vecinatate oarecare a punctului x,.

l Definitie. Diferenta x— X, Se numeste cresterea argumentului x in punctul Xx,.

Se noteaza: x— X, = AX.

corespunzatoare cresterii argumentului cu Ax.

I Definitie. Diferenta f (x)— f(X,) Se numeste cresterea functiei f n punctul x,

Se noteaza: f(x)— f(x,)=Af(X,).
Din x—X, = AX rezultd cd X=X, +Ax.
Atunci f(x)— f(x,) = f(x,+Ax)— f(X,)=Af(X,).
Exercitiu rezolvat
L Fie f: R>R, f(x)=2x Sisecaculeze Ax si Af, dacid x, =1 si:
a) x=15 b) x=0,9.
Rezolvare:
a AX=X-X,=15-1=05
Af (%) = f (% +8X) = f (%) = f(15) - f(1) =2:15-21=1,
b) Ax=x-x,=09-1=-01,
Af (%) =f(X)— f(x)=2-09-2-1=-0,2. y
(% +4%)

Observarie. Afit cresterile argumentului, cit si fOorax

cresterile functiei pot fi pozitive, negative sau

nule. at(o)
Interpretarea geometrica a cresterilor Ax si f&
Af (x,) este reprezentata in figura 4.1. 5 3

1.2. Probleme care au condusla notiunea de derivata

Doua probleme clasice, una de geometrie (despre tangentala o curba plana) si atade
fizica (despre vitezainstantanee a unui mobil), au condus la notiunea de derivata. Aceste
probleme au fost cercetate si rezolvate de G.W. Leibniz si respectiv de |. Newton.
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Modulul 4

1.2.1. Tangenta la graficul unei funcrii (la o curba plana)

Fiel uninterval deschissi f: 1 — R functie continua.

Observarie. Functia este continua pe un interval daca graficul acesteia poate fi trasat
pe acest interval fara aridica creionul de pe hirtie.

Graficul G, ={(X,f(X))|X€ I} a functiei f este o curba de ecuatie y= f(x)
(fig. 4.2). Fie x,€ |, punctele A(X,, T(X,))e G, B(x,+Ax, f(X, +AX))e G, si dreap-
ta AB — o secanta (fata de graficul G, ) ce formeaza cu axa Ox unghiul . Cind pe
curba G; punctul B se apropie de punctul A, adica atunci cind Ax — 0, secantaAB ocupa

pozitii diferite (AB,, AB,, ..., AT). y

Spunem ca dreapta AT este tangenti
la graficul functiei f Tn punctul
A(x,, f(x,)) daca aceasta dreapta co-
incide cu pozitialimita (in cazul in care o Af (%)
astfel de pozitie existd) a secantei AB
cind Ax— 0 (fig. 4.2). f (%)

(%, +AX)

Tangenta la graficul functiei f in punctul ¢
dat A(X,, f(X,)) poate fi determinata daca .
este cunoscuta panta ei. Fig.4.2

Reamintim!
Panta m (sau coeficientul unghiular m) a dreptei de ecuatie y=mx+b este
egala cu tangenta unghiului pe careil formeaza aceasta dreapta cu directia pozitiva
aaxel Ox.

Cum m(£C)=90° (fig. 4.2), din AACB obtinem coeficientul unghiular m(Ax) al
secantei AB:
_ _BC _ f(x+Ax)—f(x) _ Af(x)
mM(AX) = tg3 (AX) =" " = (@)

Trecerealalimita in formula (1), cind Ax — 0, conduce lastudiul limitei:

f (% +A%) - f(%)
AX '
Valoareafinita aacestel limite (daca limitaexista) este coeficientul unghiular a dreptel
tangente lagraficul functiei f inpunctul (x,, f(x,)). Deci,

L s = 9B = i

lim tgB(AX) = lim f(XfJ*AX))(_ %) _tga=m %)

Ax—0 Ax—0 A

Asadar, problema existentei tangentei la graficul functiei f intr-un punct dat
A(X,, T(X,)) estein corelatie cu problemaexistentei limitei (2).

% |
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1.2.2. Viteza instantanee a unui mobil

Fie un mobil se misca Tn sensul pozitiv peo axa | .
conform legii s= g(t), unde s(t) este abscisa punctu- H |
[ui Tn care se afla mobilul Tn momentul t. Altfel spus, ) 0
abscisa este distansa parcursi (spariul parcurs) de v
mobil intimpul t (fig. 4.3). Fig. 4.3
Daca miscarea mobilului este uniforma, atunci pentru orice momente t,, t, (t, #t,)
S(tl) B S(to)
17 to
Daca Tnsa miscarea mobilului nu este uniforma, viteza lui nu este constanta. Sa
consideram un moment t, de referinta. Pentru intervalul de timp [t,, t] raportul dintre

val oarea raportul ui este constanta si este egala cu viteza mobilului.

distanta parcursa si timpul scurs, % (3), se numeste viteza medie a mobilului.

Miscari uniforme practic nu exista, dar pe intervale de timp din ce in ce mai mici,
miscarea mobilului tinde si devina uniforma. Tn aceste conditii, pentru t —t,, t#t,,
viteza medie respectiva tinde la un numir, care in fizica se numeste viteza instantanee a
mobilului in momentul t,.

Asadar, definim viteza instantanee v(t,) a mobilului Tn momentul t, cafiind limita
(daca aceasta exista) la care tinde raportul (3) cind t —»t,, adica
s(t) —s(t,) As

o, AMaAr @)

Tn mod similar, daca v(t) este viteza instantanee a mobilului Tn orice moment t, atunci
acceleraria instantanee a(t,) a mobilului Tn momentul t, se defineste ca fiind limita
V() - v(ty)

t-1,
v(t) —v(t,) Av
aft) = lim= g 2= Imay- ®

Exemplele prezentate demonstreaza importanta studierii limitei raportului dintre
cresterea functiel si cresterea argumentului cind cresterea argumentului tinde la zero,
deci alimitel

V(o) =lim =2

(daca aceasta exista) la care tinde raportul cind t —>t,, adica

S ©

1.3. Notiunea de derivata a unei functii intr-un punct

Sa formulam citeva definitii importante.

Definitie. Fie intervalul deschis | c R, x,e | si functia f: I —R. Se spune ca

functia f are derivati in punctul x, daca exista limita lim g +AAX))(_ 0s),

Ax—0

Aceasti limita se numeste derivata funcgiel f in punctul x, si senoteaza f’(x,).
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Daca, in plus, limita este finita, functia f se numeste derivabila in punctul x,.

(%)= lim f(% +AAX))(— F) o () = lim f(X))(:;O(Xo)_ @)

Notatia f’(x,) se citeste: ef prim in punctul x,.

Observarii. 1. Tn cazul in care limita (7) este infinita sau nu exista, functia f nu este
derivabila in punctul x,.

2. Tn studiul derivabilitatii unei functii Tntr-un punct intervin doar valorile functiei re-
spective Tntr-o vecinatate a acestui punct. Din aceste motive se mai spune ca derivabi-
litatea funcriel, similar cu limitasi *continuitatea functiei, este o proprietate locala a
acesteia.

3. Tn continuare vom studiaderivatafunctiei pe uninterval deschis| (daci nu se specifica
altceva).

Atentie! 1. Revenind laexempleledin fizica (formulele (4) si (5)), deducem:

a) v(t,)=s(t,) —vitezainstantanee aunui mobil inmomentul t, estevaloareaderivatel
distantei (spatiului) in t,;

b) a(t,)=V/(t,) —acceleratiainstantanee a unui mobil in momentul t, este vaoarea
derivatei vitezei in t,.
2. Formulele v(t) = s'(t) si a(t) =V/(t) exprima sensul fizic (mecanic) a derivatei:

derivata distansei s Tn raport cu timpul t este viteza v a migcarii unui mobil, iar

derivata vitezel v In raport cu timpul t este accelerasia a a aceluiasi mobil.

Definitii. « Se spune ca functia f: | >R (I =R) este derivabila pe multi-
meaM (M c|) daci eaeste derivabila Th orice punct din M.
« Tn acest caz, functia > M — R, care asociaza fiecirui punct xe M numarul
real f’(x), se numeste derivata functiei f pe multimea M.
» Operatia prin care din f se obtine f’ se numeste derivare.
dy df d
dx’ dx’ dx

II Observarie. Derivatafunctiei f senoteaza: (f), ¥, f’, unde y= f(x).

Exercitiu rezolvat
% Si searateca functia f: R — R este derivabild pe R si si se calculeze derivata €,
daca:

a) f(x)=2x; b) f(x)=x.

Rezolvare:

a) Functia f definita prin formula f (x) =2x este derivabila in orice punct din R,
f(X, +AX)— T(X,) . 2(X,+AX)—2X,

Ax =lim =

deoarece limita lim
Ax—0 AX

Ax—0

2 exista pentru orice

X, € R. Deci, f’(x)=(2x)"=2 pentruorice xe R.
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b) Functia f definita prin formula f(x) = x* este derivabili in orice punct din R,
F+A) = F(%) _ o O +A° =X o 2%AX+(AX)®
Ax =lim =1lim =

deoarece limita lim
AX—0 Ax—0 AX

Ax—0

= lim(2x, + AX) = 2x, existd pentru orice X, € R. Deci, (x*)'=2x pentru orice xe R.

Ax—0

Din definitia derivatei rezulta urmatorul algoritm de calcul al derivatei unei funcrii
f: I >R Tntr-un punct si pe o mulime:

@ Seiaocresterearbitrara Ax aargumentului Xn punctul x,, astfel incit x, + Axe .

® Sedetermina crestereafunctiei f Tnpunctul x;:  Af = (X, + AX) — f(X,)-

_ %+ A%~ (%)
AX '

@ Se alcatuieste raportul i—;

@ Se calculeaza limita acestui raport: lin} f(X°+AAX))(_ %) f/(x,)-

® Setrage concluziareferitoare la derivabilitatea functiel f in punctul X, .
® Sestudiaza derivabilitateafunctiel f peintervalul I.

Definitie. Fie functia f: | —R. Multimea punctelor Tn care functia f este deri-
vabila se numeste domeniul de derivabilitate al functiei f.

I Teorema 1. Daca o functie este derivabila ntr-un punct, atunci ea este continua in

Senoteaza: D,.. Evident, D, c .

Observarie. Tn continuare, Tn cazul n care nu este indicat domeniul de definitie al
functiei f, sevaconsidera ca aceasta functie este definita pe domeniul e maxim de
definitie.

1.4. Derivabilitate si continuitate

O conditie necesara de existenta aderivatel unel functii intr-un punct este formulata in

acest punct.

Demonstrarie

Fie f: D—>R si x,e D unpunctincarefunctia f estederivabila, adica exista si este
finita limita(6). Dinrelatia f(x, + AX)— f (x,) = f(X°+AAX))(_ (%) -AX, AX#0, xe D,

o O +A) = T(X%) . ,

rezulta ca lim[ f (x,+A%) - f ()] =1im % o % limAx= /(%) -0=0.
Deci, lim[f (x,+4%)— f(x)]=0, adica lim f ()= f (x,), y .
de unde rezulta ca functia f este continua in x,. -

Reciproca acestei teoreme este falsa. De exemplu, functia
f:R—R, f(x)=|x|, este continua in punctul x,=0, dar Ol X
nu este derivabila in acest punct (fig. 4.4). Fig.4.4
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Pentru ademonstraaceasta propozitie, vom cal culalimitaraportul ui % = m
inpunctul x, = 0. Calculam limitele laterale de functiei f in x,: |ing|—§‘(| —lim %=1
x<0 x<0

im X 2 jim X =1,
x—=0 X x—0 X

x>0 x>0
. , - . F(x)-f(0) .
Cum I|rr01|—§|¢l|n;|—§|, rezulta ca limitaraportul ui % inpunctul x, =0 nu
x<0 x>0

exista. Deci, functia f, continua in x, =0, nu este derivabila in acest punct.

1.5. Derivate laterale

- S L - T ()= (%)
In anumite situatii vom studialimitele laterale ale raportul ui Txox
Definitie. Fie f: I - R (I —interval deschis) si x,e |. Limita Iim%;o(x")
X<Xg

(daca aceasta exigta), finitd sau infinita, se numeste derivata la stinga a func-

tiel f Tn punctul x, si senoteaza f/(x,).

i 170y — i L0 = (%)
Refineri: fS(X")_%}gW' 8
f()—-f(x)

Definitie. Fie f: I - R (I —interval deschis) si x,e |. Limita lim X=%,
X>Xg

(daca aceasta exista), finita sau infinita, se numeste derivata la dreapta a func-
tiel f Tn punctul x, si se noteaza f/(x,).

i ey i ()= F(X%)
Rerineri: fd(xo)—gng- )

Definitie. Functia f: 1| - R senumestederivabili lastinga (respectiv derivabila
la dreapta) in punctul x,e | daca limita (8) (respectiv limita (9)) exista si este
finita.

Astfel, revenind laexemplul precedent, conchidem ca functia f: R - R, f(x)=|x]|,
este derivabila lastingasi ladreaptain punctul x, =0: f/(0)=-1, f;(0)=1.

Reamintim ca unul dintrecriteriile de existenta alimitei unei functii intr-un punct consta
n egalitatealimitelor ei laterale Tn acest punct. Un criteriu similar exista si pentru studiul
derivabilitatii unel functii intr-un punct.
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Teorema 2. Fie | cR, x,e |. Functia f: 1 >R este derivabila in punctul x,
daca si numai daca eaeste derivabila lastingasi ladreaptain x, si f.(x,) = f7(X,)-
Tn acest caz, /(%)= f(%,)= (X))

Demonstratia teoremei 2 rezulta direct din teorema 2, modulul 2, secventa 1.3.

Observarie. Fie functia f: [a,b] = R. Tn punctele a si b putem vorbi doar despre

derivataladreapta, respectiv lastinga, in aceste puncte. Nu are sens problema derivatei

lastingain asi nici aderivatei ladreaptain b.

Exemple

1. Pentru functia f(x)=|x| avem f/(0)=-1si f;(0)=1. Cum f/(0)= f;(0),
rezulta ca functia f nu este derivabila n punctul x, =0.

2.Functia f: R—> R, f(x)=4/2|x-1]|, nuestederivabilainpunctul x, =1, deoarece
derivatele el laterale exista, dar sint infinite. (Verificati!)
X, dacd 0<x<1
0, daca x=1.
exista f/(1), deoarece f nu este nici continua in x=1.

Exercitii propuse |

3. Fie functia f:[0,1] >R, f(x):{ Exista f,(0)=1 insi nu

1. Sa se caculeze, In punctul X, =%, cresterea argumentului si cresterea functiel f: R > R,

f(X)=x?, daci: a) x=2 b) x=0,7; ) x=—+/3; d) x=-42.
2. Sasecaculezederivatafunctiei:

a f:R->R, f(x)=—%; b) f: R>R, f(X)=3x-1

0 f:R>R, f(X)=3¢; d) f: R >R, f(x):%.
3. Sisecalculeze, aplicind definitiaderivatei, f’(-1), f’(0), f(%) (10), daca:

a f:R—>R, f(x)=0,5X; b) f: R>R, f(x)=-2x+3.
4. Sa setraseze dreptele cetrec prin punctul (1, 3) si au panta:

. . 1
a)-1si v/3; b) 1si —/3: c)0si ——.
) ) ) N

Infiecare caz, si se determine cetip de unghi formeazi aceste drepte cu directia pozitiva aaxel
absciselor.

__B |

5. Sa sestudieze derivabilitateafunctiel f: D - R:
a) f(X)=|x-2|, Inx,=2 b) f(X)=|x-4|, Inx,=-2, x, =2
c) f(x)=+/x-1, 1n x, =1.
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6. Sasecalculezederivatelelateraleaefunctiel f: D — R inpunctele x, si x;:

a) f(X)=x+[x|, %=0, x=-2 b) f(x):x—%, X, =-1 x =1
) f(x)=+2x-1, x,=05, x =1 d) f(X)=1-+%, x,=-1 x =0.
7. Si sestudieze, In punctul x, =0, continuitateasi derivabilitateafunctiei f: D ->R:
a) f(x)=[sinx|; b) f(x)=|cosx|;
2 x*, daci x<0
f(X)=—=; f(x)=4_"
91K |x+1]’ 9 10 {2x2+x, daci x> 0.
8. Sisedfle

x"‘sin%, x#0

a) me N, astfel incit functia f: R >R, f(x):{ sa fiederivabilain x, =0;
0, x=0,

x”cos%, x#0

b) ne N', astfel incit functia f: R - R, f(x):{ sa fiederivabila in x, =0.
0, x=0,

2Inx, daca O<x<e

9. Sasedfle m neR, astfel incitfunctia f: (O, +e) > R, f(x)={mx+n daci x> 6 safie

derivabild in orice punct xe (0, +o).

BBl nterpretarea geometrica a derivatei

2.1. Ecuatia tangentei la graficul functiei ¥

Fie f: | >R (I cR) ofunctiederivabilain = fOo+a pommmmmmmmmoomomoooooee
punctul x,e | si G, graficul e (fig. 4.5).
Prezentam, fara demonstratie, doua teoreme.

Teorema 3. Daca functia f este derivabila A
inpunctul x,, atunci lagraficul e in punctul —_—
(%, f(x,)) poatefi trasata o tangenta never- | —a

Ax XotAx X
Fig.45

ticala, avind pantaegala cu f’(x,).

Teorema 4. Daca la graficul functiel f Tn punctul (x,, f(x,)) poate fi trasata o
tangenta neverticala, atunci functia f este derivabila in punctul x, si pantamaaces-
tel tangente este egala cu valoarea derivatei functiei f Tn punctul x, (m= f’(x,)).

Sensul geometric a derivatei unei functii f derivabile ntr-un punct x, rezulta din
teoremele 3 si 4: existenza derivatei finite a funcriel f in punctul x, este echivalenta
cu existenra tangentei neverticale la graficul funcriei f Tn punctul (x,, f(X,)),
astfel Tncit panta acestei tangente este egala cu f’(x,).

9% |



Functii derivabile

Refinesi: Tangenta la graficul functiei f derivabile in punctul x, este dreapta ce
trece prin punctul (x,, f (%,)), acarei panta m este egala cu f’(x,),
adica m= f’(x,) =tgo.

Sa determinam ecuatiatangentei in punctul (x,, f (x,)) d graficului functiei f derivabile
nx,. Stiind ca ecuatiadreptel careare coeficientul unghiular f'(x,)) este y=f'(x,) - x+b,
sa determinam coeficientul b. Cum tangenta trece prin punctul (x,, f (x,)), obtinem ca

f(x,)=1'(x,) % +b, deunde b= f(x,)— f'(x,) X%, Astfel, tangenta Tn punctul
(%, (%)) @ graficului functiei f derivabile Tn punctul x, este dreapta de ecuarie

y=f(x)+ F(%)(x=x%) |- (*)

Exercitii rezolvate
% 1. Si sescrieecuatiatangentei lagraficul functiei f: R—R, f(x)=x?, inpunctul de
abscisa x, = 2.

Rezolvare:

f'(x)=(x*)'=2x. Atunci f'(x,)=2-2=4, iar f(x,)=2>=4. Substituind in (x),
obtinem y=4+4-(x-2) & y=4x—4, care este ecuatia ceruta a tangentei.

Observarie. Daca f'(x,)=c (f’(x,)=+~ sau f’(x,)=-<), atunci dreapta
tangenta in punctul (x,, f(x,)) a graficului G; a functiel f continue in punctul x,
este paralela cu axa Oy, adica tangenta are ecuatia X = X,,.
Daca f’(x,) =+, atunci in vecinata- Daca f’(x,)=—oco, atunci In vecinita-
tea punctului A(x,, f(x,)) graficul G; tea punctului A(x,, f(x,)) graficul G
are forma reprezentata n figura 4.6: are forma reprezentata in figura 4.7:

y G g G

Al F(%))) A%, T(%)))
o) / ‘Xa X [¢) Xo‘\ X
Fig.4.6 Fig.4.7

% 2 Fiefunctia f: R—>R, f(x)=x*. Si seaflemasuraunghiului format de tangenta
lagraficul G, Tn punctul de abscisa x, si de directiapozitiva a axei Ox, daca:
A %=0 b)x=1.

Rezolvare:

Deoarece panta tangentei este m=tgo = f(X,), unde ¢ este masura unghiului for-
mat de tangenta la graficul G, in punctul de abscisia x, si de directia pozitiva a axei Ox,
obtinem:

a) tga=f'(0)=2-0=0, deci =0; D) tga= f'(1)= 2-%:1, deci o =%.

2
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2.2. Interpretarea geometrica a derivatelor laterale (optional)

Aplicind derivatele |aterale ale unei functii f Tntr-un punct X, si valorile lor in acest
punct, putem determinamai exact formagraficului acestei functii Tn vecinatatea punctu-
lui x,. Derivatele laterale ae unel functii f Tn punctul x, casi derivata acesteia, au
interpretari geometrice.

Fie functia f: | - R continua, x,e | (I —interval deschis) si A(X,, f(x,))e G,.
VVom examina unele situatii generale referitoare la derivatele laterale si la derivata func-
tiei f continuein punctul x, e I.

l. Fie f/(x,)= /(%)= 1'(%) si f(X), fi(x), f'(x)eR.1nacest caz, functia f
este derivabila Tn x, si graficul G, admite in punctul A(X,, f(X,)) tangenta de ecuatie
y=f(%)+ F'(%) (X=%)-

ay

1. a) Fie f/(x,)=—oco, f;(X,)=+c. Atunci graficul G, G
admite Tn punctul A(X,, f(X,)) doua semitangente care for- n /
meaza cu axa Ox unghiuri de —% (la stinga) si % (la (%) \ A

dreapta), si f(x)> f(x,), VxeV(x,) (fig. 4.8a)).

b) Fie f/(x,)=4ce, f;(X,)=—co. Atunci graficul G,
admite Tn punctul A(x,, f(X,)) doua semitangente, care b) 'y

formeaza cu axa Ox unghiuri de % (la stinga) si —% (la FOQ) Fmmm-- A
dreapta), si f(x) < f(x,), VxeV(x,) (fig. 4.8b)). /\
In cazul in care derivatele laterale f/(x,), f,(x,) sint

infinitesi f/(x,) = f/(X,), punctul A(x,, f(x,)) este numit
punct de Tntoarcere pentru graficul G, (fig. 4.8). Fig.4.8

(@] Xo X

I11. @) Fie f/(x,)=fj(X,)=+ee. In acest caz, graficul G, admite Tn punctul
A(X,, T(X,)) tangenta de ecuatie x= X, (fig. 4.6);

b) Fie f/(x,) = f/(X,) =—e. In acest caz, graficul G, admite in punctul A(x,, f (x,))
tangenta de ecuatie x= x, (fig. 4.7).

IV. Fie f/(x,)# f/(X,) si cel putin una dintre aceste derivate laterale este finita.
Atunci graficul G, admite Tn punctul A(x,, f (x,)) doud semitangente (fig. 4.9):

, N £/(x,)e R
S el o[
‘ ‘ J(%) # f1(%
y
() F o) A ()
G o
X o/ T X X
Fig.4.9
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Tn cazul in care f/(x,)# f;(x,) si cel putin unadintre derivatele laterale este finita,
punctul A(x,, f(x,)) este numit punct unghiular pentru graficul G, (fig. 4.9).

Observarie. Cele doua semitangente, lastingasi ladreapta, Tntr-un punct de intoarcere
pentru graficul functiei f formeaza un unghi nul (fig. 4.8), iar intr-un punct unghiu-
lar —un unghi o€ (0, ) (fig. 4.9).

Exerciriu. Cercetati si reprezentati geometric celelate situatii posibile pentru derivatele
laterale ale functiei f Tntr-un punct x,.

Exercitii rezolvate
L 1. Fie f: R>R, f(x)=4/|x-1|. Sa se determine daca punctul de abscisa x,=1
este un punct de intoarcere sau un punct unghiular pentru graficul functiei f.
Rezolvare:

~(x-0)-0_ V- (x-1) - a
cum ()= lim ¥ ———=- *I*”(\/—(Xil) Ry
X=1-0_ o x-1 1
BO=Im = M oy i e

sa X, =1 este un punct de intoarcere pentru graficul G;.

= —o0 $|

=40, rezulta ca punctul de absci-

2sinx, daca x<0
X3, daci x>0.
deabscisa x, =0 este un punct deintoarcere sau un punct unghiular pentru graficul G; si

sa se scrie ecuatiile semitangentelor la acest grafic in punctul de abscisa x, =0.

% 2. Fefunctia f: R—>R, f(x)= { Sa se determine daca punctul

Rezolvare:

(0)= lim f(x))(:)‘;(xo)=|im 28nX=0_5 t7(0)=lim*=9 = jimx? =0.

Xx—-0 Xx—=0 x—>+0 X — Xx—>+0

Deoarece f/(0) = f;(0), f/(0), f;(0)e R, rezultd ci punctul de abscisi x, =0 este
un punct unghiular pentru graficul G,.

Tinind cont de faptul ca fJ(0)=2 si y
f;(0)=0 sint pantele semitangentelor res-
pective, obtinem (fig. 4.10): 2t
1) y=f(0)+ f(0)(x—0) & y=0+2(x—0); G 1
deci ecuatia semitangentel lastinga, in X,, Jon - = O 1y=0x
este y=2x, unde Xxe (—eo, Q; 1
2) y=1(0)+ f/(0)(x=0) & y=0+0-(x—0); -2
deci ecuatiasemitangentei ladreapta, in X,,
este y=0, unde xe [0, +<o). Fig.4.10
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"~ Exarciil propuse__|
| A |

1. Sasedetermine, utilizind interpretareageometrica aderivatel, daci functia f estederivabilain
punctele de abscise indicate:
y

[e) ><0 X X x0|o><1 X, X
0)

G
/

b)
2. Sasetrasezegraficul une functii care nu este derivabila n punctele x, =3 si x, =5.
3. Sid sescrie, aplicind definitia derivatel sau formula respectiva, ecuatia tangentei la graficul
functiei f: R— R Tn punctul de abscisi x,:
a f(x)=x% x,=1 b) f(x)=2x*-1 x,=0; o) f(X)=2-x% x,=-2.
4. Sa sedfle masura unghiului format de tangenta la graficul functiei f Tn punctul de abscisa X,
si dedirectiapozitiva aaxel Ox:
a :R->R, f(X)=x°, x,=0; b) f:R—>R, f(x):@xz, X, =1.

5. Sa setraseze graficul unei functii, astfel Tncit tangenta la acest grafic Tn punctul de abscisa
X, =—1sifiedreaptadeecuatie: @ y=0; b) y=2.

| B |

6. Sa sestudieze derivabilitateafunctiei f Tn punctele specificate si sa seinterpreteze geometric
rezultatul obtinut:
a f:R->R, f(X)=|x-9|, x,=-3, x, =3,
b) f: (0, +) > R, f(x)=]|lgx-1|, X, =10.

7. Aplicind definitiaderivatel, si se scrie ecuatia tangentei lagraficul functiei:
a) f: R=>R, f(X)=x*+2x+1 inpunctul deadbscisi: 1) x,=-05, 2) x,=2, 3) x,=-5

b) f: R —[-1 1, f(x)=sinx, inpunctul deabscisi: 1) x0=%, 2) x0=%, 3) x0=—%.
8. a) Sa sedetermine pentru fiecare dintre functiile f, g, h: R > R,
x?, daci x>0 Jx, daci x>0 2
f(x)= - , —1v2_0l
) {sz—x, daci x<0, 909 {xz, daci x<0, n(x)=Px -9k

1) multimea punctelor pe care functia este continua;
2) multimea punctelor pe care functia este derivabila.

b) Sa se schiteze graficele acestor functii.

9. Utilizind definitia derivatei, s se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f Tn punctul de
abscisi x, si sa se afle masura unghiului format de aceasta tangenta si de directia pozitiva a
axe Ox:

a f:R->R, f(x)=3x—x*: 1) x,=0, 2) x,=1L
b) f: R* >R, f(x)=§+x 1) x,=-3 2) x =1
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10. Sa se afle coeficientii b,ce R, stiind ca in punctul de coordonate (-1, —2) parabola
f (X) = x* +bx+cC are catangenta dreapta de ecuatie y = 2x.

11. Sasedeaexempledefunctii derivabile peuninterval:
a) cu exceptiaunui punct; b) cu exceptiaadoua puncte.

Derivatele unor functii elementare

Exercifiu. Fie f: R, >R, f (x) = x"* -1g5x. S se calculeze derivata functiei f.

Pentru a calcula derivata functiei f, precum si derivatele altor functii, este util si fie
cunoscute formulele de calcul a derivatelor functiilor elementare.

3.1. Functia constanta

Teorema 5. Fie f: R—> R, f(x)=c, ceR. Functia f este derivabila pe R si
f’(x)=0, Vxe R.

Demonstrarie . ;
Fie x, unpunct arbitrar din R. Avem f(x,) = lim (X°+AX)_ (%) _jime=C_g,

Ax—0 Ax—0 AX

Cum x, afost luat arbitrar, rezulta ca functia f este denvablla pe Rsi f'(x)=0,
VxeR. pp»

Rerineri: ¢'=0, VxeR. 1)

Exemplu
Pentru functia f: R > R, f(x)=2014, obtinem (2014) =0

Observarie. A seface digtinctie intre numerele f’(x,) si (f(x,))’, ultimul fiind O ca
derivata unei functii constante.

3.2. Functia identica
I Teorema 6. Fie f: R—>R, f(x)=x Functiaf estederivabilipe R si f'(x)=1,

vxe R.
Demonstrarie ‘ ¢
Fie x, unpunct arbitrar din R. Avem f’(x,) = lim (A= T%) _jim X=X _q.
—0 AX AXx—0 X_XO

Cum x, afost luat arbitrar, rezultd ci functia f este derivabila pe R si f'(x) =1,
VxeR. pp»

Refinefi: X' =1. )
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3.3. Functia putere cu exponent real

I Teorema 7. Fie f: (0, +) >R, f(x)=x",

(0, +%0) si f'(X)=a-x**, ¥xe (0, +o0).

o e R. Functia f este derivabila pe

Refinefi:  (X*) =o-x"", Vxe (0, +o0).

f'(X)=0- X", a=1 VXe[O0, +oo).

©)
3)

in x,=0.
2.Functia f: R >R, f(x)=x",
vxe R.
3. Aplicind formula(3), obtinem:

4. ("Yx Vxe R’

(2n 1)2“*\1/7

Exercitiu rezolvat
% Si secalculeze:

Observarii. 1. Pentru 21, functia f: [0, +0) - R,

N IV N =S N N
(&)—(x)—nx =X =X

f(X)=x", este derivabila si

neN, n>2, estederivabilipeRsi f'(x)=nx"",

= , Vxe (0, +e0).

5. Functiadefinita prin formula f (x) = X, ne N, n>2, nuestederivabila in punctul
X, =0 (deoarece derivatele laterale Tn punctul O sint infinite).

a) (x?); b) (Wx); 0 ®/x).
Rezolvare:
a) (x 2y =—2x*

r_ogay_ Lot 1 .
b) (VX) =(x?) =5x =% Vxe (0, +oo);
C) (i/;)'=(x%)’:1 X L uxe (0, +<0).

Relatia @/x) =—— areloc si pentru orice xe (—oo, 0).
3-3x?
Refineri: (\x) = Vxe (0, +oo). (4
&
Pentru functiaradical f: D - R, f(x):Q/;, ne N, n>2, obtinem:
, 1
®@/x) = , Vxe D\{0} |. (5)
n‘nlxn—l
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3.4. Functia sinus

Teorema 8. Fie f: R—[-11], f(xX)=sinx Functia f este derivabila pe R si
f’(xX) =(sinx)’=cosx, Vxe R.

Demonstrasie - |
Fie x, un punct arbitrar din R. Avem f’(Xo)=iingsn(X° +i>)<()—5'nxo _
Zsing'cos x0+§ in AX
=i 2 2 =i s 2 li AX _
=am AX =lim— 'AlToCOS(XO +7)_cosxo.

axX

2

Cum x, afost luat arbitrar, rezulta ca functia f estederivabilape R si f’(x)=cosx,
vxeR. P

Refineri: (sinx)’=cosx, VxeR. (6)

3.5. Functia cosinus

Teorema 9. Fie f: R—>[-11], f(x)=cosx. Functia cosinus este derivabila
pe R si (cosx)'=-sinx, VxeR.

Refinesi: (cosx)’=-sinx, VxeR. (7)

Exercifiu. Demonstrati teorema 9.

3.6. Functia exponentiala

Teorema 10. Fie f: R— (0, +=), f(x)=a"*, a>0, a=1. Functia f este de-
rivabila pe R si (2*)'=a*-Ina, VxeR.

Rerineri: (@*)'=a*-lna, a>0, azl, VxeR. €5))

Consecinga. Aplicind formula (8), obtinem (e*) =€*-Ine=¢*, Vxe R.

Refineri: (€°)' =¢€*, VxeR. 8)

De exemplu: @) (2°)'=2"In2; b) ((0,3)*)'=(0,3)*In0,3.

3.7. Functia logaritmica

Teoremall. Fie f: (0, +0) >R, f(X)=Inx. Functiaf estederivabila pe (0, +<o)
g (Inx)’=%, Vxe (0, +oo).
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Refinesi: (Inx)’=%, Vxe (0, +00). 9)

Exercifiu. Demonstrati teorema 11.

Teorema 12. Fie f: (0, +) >R, f(x)=log,Xx, a>0, a=#1l. Functia f este

derivabila pe (0, +<°) si (log, )" = , a>0, a#l, Vxe (0, +).

x-Ina
Refined: (10g, X' =———, a>0, azl, Vxe (0, +oo). (10)
x-Ina
Exercifiu. Demonstrati teorema 12.
Indicarie. Se va tine cont de definitia derivatei, de formula |09ax=:2—; si de for-
mula(9).
De exemplu: @) (log x)’:i' b) (ng)’=L.
z xIn2’ xIn10

Exercitii propuse |

1. Sasecalculezederivatafunctiei f si si sedetermine domeniul dederivabilitate D,.:

a f:R->R, f(X)=x% b) f: R, >R, f(xX)=x";

0 f: R, >R, f(x)=4x; d) f: R— (0, +), f(x)=3

e) f: R— (0, +oo), f(x):(%); f) f: (0, +0) > R, f(X)=log, X;

g) f: (O, +0) >R, f(X)=log, X; h) f:R—>R, f(x):i/;.

3

2. Sasecalculezevaloareaderivatei functiei f: D — R:

a) f(x)=log, x, In x,=7, b) f(x)=Igx, Tn x0=1—10; o) f(x)=x% n x, =60;

d) f(x)=+/x, I x, =49; e f(X)=2"1nx,=5 f) f(x)=25, Tn x, =-64.
3. Sa se scrie ecuatia tangentei lagraficul functiei f: D — R Tn punctul de abscisa x,:

a) () =¥x, %=1 b) f()=2" x,=0;

c) f(X)=logy X, X,=2 d f(x)=x>, % =-1

__B_|

4. Sisecaculezederivatafunctiel f si s se determine domeniul de derivabilitate D, .:

a) f: [0, +o0) >R, f(X)=xv/X; b) f: R>R, f(x)=x-x.

5. Sa se calculeze derivata functiei f si sa se determine domeniul de derivabilitate D,., daca
f:D->R:
Q) f()=¥x b) f()=ix c) f(x)=log,,(x*); d) f(x)=2"
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6. Sasecaculezederivatelelateraleaefunctiel f: D > R:

8) f(x)=|cosx|, in %, =7 b) f(x)=|2x], in x, = 0;
_J3x, dacd x<0 . - _
C) f(x)—{_ZX, daci x>0, in x,=0.
7. Sa sescrieecuatiatangentei lagraficul functiel f: D — R Tn punctul de abscisa x,:
a f()=7x, x=-3 b) f(x)=sinx, xO:%;
c) f(¥)=log, (X’), x,=27; d) f(x)=25" x,=1.

mx+n, daca x< 0
sinx, daca x>0.

si n, astfel incit functia f sa fie derivabila in punctul x, = 0.

©

Fiefunctia f: R >R, f(x)={ Sa sedeterminevalorile parametrilor reali m

9. Siseformulezesi si serezolve exercitii asemanatoare cu ex. 6, 7, 8.

BEZ| Operatii cu functii derivabile
4.1. Derivata sumei, a produsului si a citului

Exercifiu. Fie f,g:R—>R, f(X)=x%, g(X)=¢€", ce R. Si se caculeze:

8 (f +9); b) (c- 1Y O (f-gy;
d) (f-g); 9 (é) f (Fog).

Pentru arezolva acest exercitiu, trebuie si cunoastem regulile de calcul a derivatelor.

Teorema 13. Daca functiile f, g: | >R (I =R) sint derivabilein punctul x, € I,
atunci functia f + g este derivabila in X, si

(f+9) (%)= F'(%)+ 9 (%)

Demonstrarie

Avem (1 +9) () = lim £ 90 T 20=(T +9)0%) _

906 +AX) —9(X,) _
AX

O+ —f(%) o
AX

Ax—0

=lim
Ax—0

(%) +9' (%) P

Corolar. Daca functiile f si g sint derivabile peintervalul I, atunci functia f + g este

derivabilapelsi | (f+g)=f"+g"|. (O

Exemplu
Pentrufunctia h: R — R, h(x) = f (x) + g(x) = x> + €", conformformulei (1), obtinem:
(X +€) =(x) +(e") =3x" +€".
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Observarie. Aplicind metoda inductiei matematice, se poate arata ca suma
f,+f,+..+ f, anfunctii derivabile peintervalul | este o functie derivabila pel si

O f) = 1 @)

Exercifiu. Deduceti formula ().

Teorema 14. Daca functia f: | >R (I <R) estederivabila in punctul x,e | si
ce R, atunci functia c- f estederivabilain x, si (c- f)'(x,)=c- f'(X,).

| Exercifiu. Demongtrati teorema 14.
Corolare. 1. Daca functia f este derivabila peintervalul | si ce R, atunci functia

c-f estederivabilape Isi [(c-f)=c-f'|. (2

Exemplu
Pentru functia h: R > R, h(x) =+/3-€*, obtinem (v/3-€*)' =+/3- (")’ =/3¢".

2. Pentru c=-1 avem (—f) =—f".
3. Daca functiile f, g sint derivabile peintervalul I, atunci functia f — g este derivabila
pelsi |(f-gy=f"-g'|. @)

Exemplu
Pentru functia h: R - R, h(x)=x*-€*, obtinem:
(¢ —e) =(xX°) - (e") =3x*—¢€".

Teorema 15. Daca functiile f,g: | >R (I < R) sint derivabilein punctul x, € I,
atunci functia f - g: | >R estederivabila in X, si

(f-9)(%)= (%) 9(x)+ f (%) 9'(%).

Demonstrarie
Fie x, € |. Functiag, fiind derivabilain x,, estesi continua in x,, adica limg(x) = g(X,)-
X=X

Atunci (f - g) (%) = lim f (% +AX)9(% ZfX) - F0R)a(%) _

im S A% (% +AX) = T (%) (% +AX) + T (%) (% +A%) ~ f(%)9(%,) _
Ax—0 AX

(f(xo+Ax)—f(xo)
A

~Iim Lg% +AX) + f(xo).g(xo+AAX))(—g(xo)):

Ax—0 X

=1'(%) - 9(%) + F(%)-g(%)- P
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Corolar. Daca functiile f, g sint derivabile peintervalul |, atunci functia f -g este
derivabila pel si

(f-gy=f"-g+f-g'|. (4)

Exemplu
Pentru functia h: R =R, h(x) = f (x)-g(x)=x*-€e*, obtinem:
(- =(x) e +x* () =3xe" + x’e" = x°€"(3+X).
Observarie. Aplicind metoda inductiei matematice, se poate arata ca produsul
f,- f,-...- f, anfunctii derivabile peintervalul | este o functie derivabila pel si
(f, - f e £ )Y =6+ ) f o+ L

n

Teorema 16. Daca functiile f, g: | >R (I cR) sint derivabilen punctul x, e |
sl g(X,) # 0. atunci func;iaé este derivabila in x, si

Yy 00 90%) — £ (%) 9'(%)
(9 )(X°) 9°(%,) '

Demonstrarie

Cum functia g este continua si g(x,)#0, rezulta ca exista o vecinatate V(x,) n
care g(x)=0 pentru orice xeV(x,). Consideram AXx, astfel Tncit x, + Axe V(X,).
Atunci,

' (4 ]oe (oo
£ () = 1im .9 0 )% 100 006~ (g0 + A9
g Ax0 AX Ax0 9(X, + AX)g(x,)AX

1 Iim(f(xomx)—f(xo)
AX

=lim . . _
MO0+ A9 g0x) Ax 90%)

1 7 ’
- = . (f —f(x)- =
(%) (F7(%)9(%) = F(%)-9'(%))

/(%) 9(%) — T (%) 9'(%,)
9%(%)

(llrrg g(x, + Ax) = g(x,), deoarece functia g este continua in x,). p»

Corolare. 1. Daca functiile f, g sint derivabile pe intervalul 1 si g(x) =0 pentru

orice xe |, atunci funcgia% este derivabila pe si (iJ _fro-fg] (5)

g g’

2. Pentru f =1, aplicind formula (5), obtinem: (l) -_9 | (6)
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Exercitiu rezolvat

% Si se calculeze derivata functiei h: D — R, h(X) :Z—:.
Rezolvare:
N(x) = (e ] (x%)-e e2xX3 (€)' _3xe —x’- e _x€'(B-x) _x*(3-%) .

e2x e2x ex

4.2. Derivata functiilor tangenta, cotangenta

Teorema 17. Fie f: IR\{ +k7r|keZ}—>IR f (X) =tgx. Functia f este deriva-

bllapeIR\{ +kﬂ|keZ} i {%+kﬂ|keZ}.

Demonstrarie

£(3) = (tg %)’ (

sinx Y _ (sinx)’-cosx—sinx-(cosx)’ _ cos’ X+sin’x _
COSX cos® X cos’ X

= ‘v’erR\{ +kﬂ|kEZ}. S8

Refinefi: (tg%)'=— { +kr |ke z} @

Teorema 18. Fie f: R\{kr |ke Z} - R, f(x)=ctgx. Functia f este derivabila
pe R\{kr |ke Z} si f'(x)=-

©)

Rerineri: (ctgx)' =—

Exercifiu. Demonstrati teorema 18.

4.3. Derivarea functiei compuse

Teorema 19. Fie I, I, intervalesi functiile f: I, —»1,, g: 1, > R. Daca func-
tia f estederivabilain x; € |,, iar functiag estederivabila in punctul y, = f(x,) € 1,,
atunci functia compusa h=go f: I, >R este derivabila in Xx,el, si
h (%) =9'(f (%)) F(%,).

Retinem regula de derivare afunctiei compuse:

(Q(F ) =g’ (F () - F'(x), Vxel |. ©)
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Corolar. Daca functiile f: 1, —>1,, g:1,—1,;, h:l; >R sint derivabile, atunci
functiacompusa p(x): I, >R, p(X)=(hogo f)(x) estederivabila pe I, si

P'(x)=h(g(f (x))- g'(F(9)- f'(x) |- (10)

Exercitiu rezolvat
% Si se calculeze derivata functiei:
a) h:D—R, h(x)=2%;
| b) p:D—R, p(xX)=log,cos2x.

Rezolvare:
a) (2*)=2*-In2-(3x)’=In8- 2*.

'~ log Cog(2X)-(2X) =L (_sn2x).2=
b) (log, cos2x)” =log,(cos2x) - cos(2X) - (2x) = os2x.In? (-sin2x)-2=

_2sin2x__ 2tg2x
cos2xln2~ In2 °

4.4. Derivarea functiei inverse

Teorema 20. Fie f: | - J (I,J cR) ofunctie continua si bijectiva. Daca func-
tia f este derivabila in x,e | si f’(x,)#0, atunci functiainversa f™ J -1,

unde J = f (1), este derivabila in punctul y, = f(x,) si (f )(y,) :%XO).

Observarie. Fiefunctia f: 1 — J strict monotona, derivabila peintervalul I si f’(x) =0,
Vxe |. Prinurmare, functiainversi f ™ J — | este derivabila peintervalul Jsi

(F(y) =

Vye J, unde y=f(Xx) |. (1)

()

Exercitii rezolvate
% 1. Derivata funcfiei arcsinus
Fie functia f: [—% %]—)[—Ll], f(X)=sinx. Sa secalculeze (f ).
Rezolvare:
Tn orice punct xoe( X 2) avem (sin)’(x,) = cosx, # 0 si sint verificate conditiile

teoremei 20. Astfel, functia f ™ =arcsin este derivabila Tn orice punct y, e (-1, 1).
Notam y, =sinx,. Atunci arcsiny, = x,. Aplicind formula(11), obtinem:
1 1 1

(arcsin)’(y,) = = = , Yy, € (-1,2).
o’ cosx, \/1—sin2 X, x/l_ ¥ 0
Revenind lanotatiile uzuale, retinem formula:
(arcsinx)’ = L xe -39 |. (12)
1-x°




Modulul 4

% 2. Derivata funcfiei arccosinus
Fiefunctia f: [0, 7] —[-1 1], f(X)=cosx. Si secalculeze (f ™).

Rezolvare:
Rationind Th mod analog sau aplicind relatia arccosx + arcsin x = % obtinem formula:
(arccosx)” =— 1 , Vxe (1,1 |. (13)
V1-x?

% 3. Derivata funcriei arctangenta
Fie functia f: (
Rezolvare:

Tn orice punct xoe( > 2) avem (tg)’ (x,) =

teoremei 20. Astfel, functia f ' =arctg este derlvabllé in orice punct y,e R, unde
1 1 2 1 1

0

cos’ X,
Revenind lanotatiile uzuale, obtinem formula:

X 2)—>IR f(X)=tgx. S secaculeze (f.

# 0 si sint verificate conditiile

(arctgx)’ = +1 vxeR |. (14)

% 4. Derivata funcfiei arccotangenta
Fiefunctia f: (0,7) >R, f(X)=ctgx. Sa se calculeze (f‘l)'.
Rezolvare:
Rationind in mod similar, obtinem formula:

(arcctg x)” = —%, vxe R|. (15)
1+x

V(x)

4.5. Derivarea functiel detipul f(x) = u(x)™”, undeu(x) >0

Fie functia f: | >R, f(X)=u(x)"™, unde u(x)>0, Vxel, | cR. Aceasti
functie, Tn caz general, nefiind nici functie putere, nici functie exponentiala, nu poate
fi derivata aplicind formulele (3), (8) din 83, ci aplicind identitatea logaritmica funda-
mentalz f (x) = u(x)"® =e™" =g Fynctia f: DR, f(x)=e®", asfel
obtinuta, este o functie compusa. Derivind-o, obtinem:
F/(x) = (") =™ - (v(X) Inu(x)) = u(x)"* - (v( Inu(x))’ = f (x)-(In f (x))". (19

Deaici rezulta formulapentru derivatafunctiilor detipul f (x) =u(x)**, unde u(x) > 0:

(u“)’:uv-(v-lnu+v-%) . (17)
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Exercitiu rezolvat
% Si secalculeze derivata functiei:

a f:R. >R, f(x)=x; b) f:R. >R, f(x)=x"1g5x (asevedeaexercitiul
de lanceputul §3).

Rezolvare:

a) Conform formulei (16), f’'(x)= f (x)-(In f (x))".

Deci, (x*) =x*-(Inx*)" = x*(xInx)" = x*(Inx+1).

b) f/(x)=(x"*Ig5x)" = (x"*) -1g5x+ x* - (1g5x)". Si calculam ntii derivata func-
tie g: D >R, g(x) =x"*.

Aplicind formula(17) si formula (Inu)’ = (vinu)’ =V’ Inu+vo%, obtinem

X

(Inx™y = (™Y, sau (xPy = BN X7 g
X

24/x

e X
(2+1nx)-x771g5  _x =0,5(2+Inx)- x*°.1g5x+ x**lge.

2x xIn10

4.6. Derivate de ordin superior

f(x) =

Fie f: | - R ofunctiederivabila peintervalul 1. Vaorilelui f’(x) depind, in genera,
dex, adica derivatafunctiel f este, larindul sau, o functie de x. Prin urmare, poate fi pusa
problemaderivarii functiei f’.

Exercitiu rezolvat
% Si secalculeze derivata derivatei functiei f: R >R, f(x) = x%¢".

Rezolvare:

f/(X) = (x°€*) = 2xe* + x°¢".
Atunci (f’(X)) = (2xe* + x°€*)’ = 2e* + 2xe* + 2xe* + X’e* =" (X* + 4x+ 2).

Definitie. Fie f: 1| - R. Se spune ca functia f este derivabila de doua ori
intr-un punct x,e | daca functia f este derivabila Tntr-o vecinatate a lui X, si
functia f” este derivabilain x,.

Tn acest caz, derivatafunctiei f” in punctul x, se numeste derivata de ordinul doi
(sau derivata a doua) a funcriei f Tn punctul x, si se noteaza f”(x,).
Exemple

1. Pentru functia f: R >R, f(x)=x*-3x*+5, obtinem: f’(x)=3x*-6X,
f”(X)=6x—6.
2. Pentru functia g: R — R, g(x) =cosx, avem: g’(x)=-sinx, g”(x)=-cosx.

[

Asadar, £7(x,)=(1')(x)=1im F(x + AAX))(_ %)

Observarie. Daca functia f este derivabila de doua ori Tn orice punct al intervalului I,
atunci se spune ca functia f este derivabila de doua ori pe acest interval.
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Similar se defineste derivata de ordinul trei (sau derivata a treia) a funcriei f n

punctul x,. Se noteaza: f™(x,) .
Tn mod analog se defineste derivata de ordinul n, ne N, n>2, a funcfiei f n

n

ax"
Observarii. 1. Ordinul derivatei se scrie Intre paranteze, pentru a nu fi confundat cu
exponentul puterii (exclusiv cazurilein care ordinul derivatel se noteaza cu cifreromane).
2. S-aconvenit caderivata de ordinul zero afunctiei f safie considerata insasi func-
tia f,adica f@=f.
Exemple
1. Pentru functia f: R—> R, f(x)=sinx, obtinem: f’(x)=cosx, f”(x)=-sinx,
f”(x)=—cosx, f'"(X)=sinx. Aplicind metoda inductiei matematice, se poate de-

punctul x,. Senoteaza f™(x,)=(f ") (x,). Uneori, f(x) se noteaza

. . 7n
monstra formula: (smx)‘”):sm(x+7} neN |.

_ . mn
2. Similar obtinem formula: | (cosx ‘”):cos(x+7), neN|.

7”7

3. Pentrufunctia g: R—R, g(x)=€", obtinem: g'(x)=¢€*, g”(x)=¢€*, g”'(x)=¢€".

Refineri: (€)™ =¢*, VneN.

Exercitiu rezolvat
% S sededuci formulabinomului lui Newton folosind derivata functiei.
Rezolvare:
Ridicind binomul a+ x laputerean, ne N, obtinem identitatea:
@+x)"=A+Ax+AX+AX+...+ AX", XeR, (18)
unde A, A, A, A, ..., A, sint coeficientii care urmeaza afi determinati.
Substituim x=0 Tnidentitatea (18) si obtinem:
A =a". (19)
Pentru adetermina A, derivam ambii membri ai identitatii (18):
(@+X)") =(A + AX+AXC+AX +...+ AX"), sau
n@+x)"" = A +2AX+3AX* +...+nA X" (20)
Considerind x =0 7n (20), obtinem n-a"* = A. Atunci
n-a™!
A=——
Derivind ambii membri ai identitatii (20) si substituind x =0 Tn expresiile obtinute,
deducem formula pentru A, (verificati!):

'A\2 — n(n_l) an—z _ n(n_l) an—z'

2 1.2
Procedind similar, vom calculasi ceilalti coeficienti: A, A,, ..., A,. Derivind dek ori
(ke N', k<n) ambii membri ai identitatii (18) si substituind x =0 Tn expresiile respec-

2]
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tive, obtinem: n(n—-)(n-2)-...-(n—k+Da"* =1.2-...-k - A . Atunci
nn-H(n-2)-...-(n—-k+1) .

A= - 1-2?...-k( )a -
nin-H(n—-2)-...-(n—k+1)
1.2-..-k
din formulabinomului lui Newton si ca se noteaza CK.

nn-H(n-2)-....(n-k+H  n
1.2-..-k Kl(n—Kk)!"

(a+x)"=a"+Cla"'x+C2a" *x* +...+ Cfa" x“ +..+ X" (21)

Se stie ca numerele se numesc coeficiensi binomiali

Deci, A =Cka"*,unde C! = Prin urmare,

Astfel, aplicind derivatafunctiei, am dedus formulabinomului lui Newton (21).

Exercitii propuse |

1. Sisecdculeze f’ pentrufunctia f: D > R:
a) f(x)=5x% b) f(x)=ne"; c) f(x)=-05log, x;
d) f(x)=x*—5x; e f(X)=7x—3x+2 f) f(x)=2log, x+ 2010,

2. Sa sedetermine domeniul de definitie D, , sa secalculeze f’ si sa se determine domeniul de
derivabilitate D,. pentru functia f: D, - R:

a) f(X)=x+X; b) f(x)=log, x+x%; c) f(x)=xe";
@) (0 =~xInx & 1(9=3xlog, x N =2+
9 (=575 DRICEIn ) f(0=-2;
i) f() =252 —x; k) f(x)=-4log,2x.

3. Sasecaculeze f’ Tnpunctul x,, daca:
. x-=1 . .
a R >R, f()=25", x,=+2; b) f: (0, +0) >R, f(x)=+/xlog,2x, X, =0,25.

X

4. Dintr-un punct pleaca un mobil care efectueazd o miscare descrisi de ecuatia
s(t) = —%t"’ +3t* + 7t (sestedistantaexprimata in metri, iar t —timpul exprimat in secunde).
Sa sedetermine;

a) formulade calcul a vitezei mobilului; b) vitezamobilului Tn momentul t=2s;
C) peste cite secunde mobilul se va opri.

5. Dintr-un punct pleaci concomitent doua mobile ale ciror ecuatii de miscaresint s (t) = 6t* + 4t
si s, (t)=t%+3t* +6t, unde distanta s se exprima in metri si timpul t —n secunde.
a) Sa se determine momentel e de ntilnire aacestor mobile.
b) Sa sedetermineformulele vitezelor si e acceleratiilor celor doua mobile.
) Si sedetermine vitezelesi acceleratiile mobilelor in momenteledeintilnire.
d) Sa se determine momentelen care vitezele si respectiv acceleratiilelor sint egale.
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|_B_|

6.

10.

1n.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

Sa secalculeze f” pentrufunctia f: D > R:
a) f(x)=x®—x+cosx;, b) f(x)=sinx+log,,x-¥/x; 0) f(x)=5|nx+@—x—52;

d) f(x)=6\/§+7e*—%x’9; €) f(x):\/gcosx—7sinx—4lnx; f) f(x):5i/§~sinx;
g f(xX)=8x’Inx; h) f(x)=6-0,6x"log, X; i) f(x)=>5In(x*-3x);
i) £(x) =+2log tgx K) () =6%sin4x; ) f(x)=%’j2x‘l).

Sa se scrie ecuatiatangentel lagraficul functiei f: D - R:

a) f(x)=cos’2x, in xo=%; b) f(x)=1g?(3x-1), in xo=%; o) f(x)=x"2 inx, =1
€, daci Xxe (-0, 0)

ax’ +bx+c, daci xe[0, +oo).

Sa se determine valorile parametrilor reali a, b si ¢, astfel incit functia f sa fie derivabila Tn
punctul x, =0.

Seconsiderd functia f: R >R, f(x):{

Sa sescriecel putinofunctie f: R — R acarei derivata este:

a) f’(x)=2-cosx; b) f'(x)=-2e>; c) f’(x)=2sin2x.

Sa serezolven R ecuatia f'(x) =0, daca:

a) f(x)=2sin?x++/2x; b) f(x)=cos2x—+/3x.

Si serezolven R inecuatia f’(x) >0, daca:

a) f(X)=x>-6x"+3x; b) f(X)=3x+cos(6x—r).

Si secalculeze f” pentrufunctia f: D > R:

a) f(x)=2x>-5x>-6; b) f(x)=2sin3x; c) f(x)=5e",

d) f(x)=v3-x%; e f(x)=Inx; f) f(x):arccosg;
_X_—l_ _ 3 . ; _ x-1

9 f(=177; 0= ) 09 =(x

Sa secalculeze f”(x)—5f(x)+3f (x), stiindca f: R e(—%%) f () = arctgx.
Un mobil sedeplaseaza conform ecuatiel demiscare s(t) = Jt. Si sedemonstreze ci acceleratia
mobilului este proportionala cu cubul vitezei lui.

Sa sedflefortaF ceactioneaza in momentul t = 3 asupraunui mobil de masi m, care efectueaza
o miscare descrisi de ecuatia S(t) = 4t —t* (masam este exprimati Tn kilograme, distantas—
Tnmetri si timpul t—1in secunde).

Sia secalculeze f®(0), daca f(x)=e™-x’.

Folosind derivata, si secalculezesuma C; + 2C% +3C2 +...+nC/, unde C!, ke {L 2, ..., n},
sint coeficienti binomiali.

Sa sedemonstreze, aplicind metodainductiei matematice, formulalui Leibniz:

(f-g)” =COfMg® +CLf " Dgh 4 4+ CMfOgmD 4 CnfOg™,
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BEE Diferentiala unei functi

Fie f: I >R (I cR) ofunctie derivabila peintervalul | si x, € I. Atunci, conform
definitiel derivatei, avem

o i T (X +AX) = (X))
o) = lim—=p— ®
Din (1) si din definitialimitel unel functii Tntr-un punct rezulta ca
f (%, +Ax)—f ,
ot 20106 ) + a(aw), @

unde llxm o (Ax) =0. Folosind relatia(2), obtinem
f(x, +Ax)— f(X,) = f'(X,) AX+a(AX)-AX, sau
Af (%) = £/(X,) - AX+ a(AX) - AX. (3)

Din relatia (3) rezulta ca cresterea Af (x,) afunctiei f derivabile in punctul x, se
exprima ca 0 suma de doi termeni: termenul f’(x,)-Ax, care este direct proportio-
nal cu cresterea argumentului, si termenul a:(AXx) - Ax, unde o/(Ax) — 0 cind Ax — 0.

Definitie. Functialiniara g: R >R, g(Ax) = f’(x,)-Ax, se numeste diferentiala
functiel f in punctul x; si senoteaza df (x,).

Deci, | df (x,)=f'(x,)-Ax|. (4)

Exercitiu rezolvat
% Sa se calculeze diferentidafunctiel f: R - R, f(x)=x
Rezolvare:
Cum f’(x,)=1, obtinem dx=Ax. In bazarelatiei (4), df (x,) = f'(x,)-dx.
Consecinga. Daca functia f este derivabila Tn orice punct din |, obtinem formula:
df (x) = f'(x)-dx, Vxel |. (5)

Exemple
1. Pentru functia f: R—[-1 1], f(X)=sinx, obtinem:
df (x) =d(sinx) = (sinx)"dx = cosxdx.

2. Pentru functia g: (0, o) > R, g(x)=1log, X, avem:

dg(x) =d(log 9 =—Tdx=—S%_.

Interpretarea geometrica a diferentialei unei functii f derivabile intr-un punct x, este
reprezentata in figura4.11. Trasam tangentalagraficul G, in punctul A(x,, f(x,)). Avem
AXx=AB, tga=f'(x,) =% (asevedea AABC cu m(«£B)=90°).

Atunci BC = f’(x,)- AB, sau BC = f’(x,)Ax=df (x,).
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Deci, interpretarea geometrica a diferenvialel
unel funcrii f ntr-un punct x, este urmatoarea:
Af (x,) reprezinta cresterea ordonatei func-
fiei f inpunctul (x,, f(X,)), ce corespunde cres-
terii Ax aargumentului &, iar df (x,) — cresterea
ordonatei tangentei la graficul G, n punctul
(%,, T(x,)), care corespunde aceleiasi cresteri
Ax aargumentului functiel f (fig. 4.11).

Formulele (3) si (4) implica urmatoarearelatie
de aproximare:
F (%, +A%) - (%) =df (x,), (6)
sau BD = BC.
Dinrelatia (6) rezulta:
f (% +Ax) = f(x)+ f'(x) Ax (7)
Pentru Ax suficienti demici avem f (x, +Ax) = y. Cu alte cuvinte, in vecinatatea punctu-
lui A, pe o portiune suficient demica agraficului functiel f, arcul de curba este aproximat cu
un segment al tangentei lagraficul G, in punctul A.
Formula(7) seaplica deseori lacalculul aproximativ a valorii unei functii intr-un punct
indicat.
Exercitiu rezolvat

% Sa se calculeze cu aproximatie valoareafunctiei f definite prin formula
f (X) = 4x* —x—15 n punctul x=11.
Rezolvare:
x=11=1+01= X, + Ax. Atunci x,=1, Ax=01. Calculam f(1)si f’(2):
f()=41-1-15=-12; f'(x)=8x-1si f'()=8-1-1=7.
Substituind n (6), obtinem f (1) = f(1)+ f'(1)-01=-12+7-01=-113. Vaoarea
exacta afunctiei f in punctul 1,1 este f(11) =-11,26.
Observarii. Aplicind formula (7), se pot deduce formulele:

1. V1+AX z1+%Ax. (8)
2. (1+AX)" =1+n-Ax, neN". 9)

Exercifiu. Deduceti formulele (8) si (9).
Exercitiu rezolvat
% Si secalculeze cu aproximatie: @) /4,008; b) (1,003)'”.

Rezolvare:
a) Aplicind formula(8), obtinem:

/4,008 = ,/4(1+0,002) = 2,/1+0,002 = 2(1+ % : 0,002): 2-1,001=2,002.

Folosind calculatorul de buzunar, avem: /4,008 = 2,00199.
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b) Tn bazaformulei (9), obtinem: (1,003)*® = (1+0,003)'* ~1+100-0,003=1,3.
Folosind calculatorul de buzunar, avem: (1,003)'* = 1,3493.

Formula(7) poatefi aplicata lacalculul aproximativ a vaorilor oricaror functii derivabile
npunctul x,, inclusiv al valorilor functiilor trigonometrice. Mentionam ca in analizamate-
matica unghiurile se masoara numai in radiani.

I Observarie. Formulele (7)—9) pot fi aplicate doar pentru valori suficient de mici ae

lui Ax.
% S se calculeze cu aproximatie sin31°.

Exercitiu rezolvat

Rezolvare:
Fie f(X)=sinx. Avem sin31°=(sin30°+1°) = sm(€+180)
T _\_¢fl % U -
Astfel, sm(6 180)_f(6+180) Consideram X°_6’ jar AX 180"
T _\.fl™ L2
Atunci f(6+@)~ (6)+f(6) 180"
CinZ ol 00 —cos® =3 opiinem:
Cum f(xo)_smg_z, f (xo)_cose_ 5 obtinem:
sin 31° = 1+£L =+ “/_ =~0,52.

2 2 180 2 2-180

Din definitia diferentialei unel functii rezulta ca tabloul derivatelor functiilor ele-
mentare se poate transcrie in tabloul diferentialelor functiilor respective:
d(c) =0, ceR: do)=ax“idx, aeR;  d(/x) =2
2Jx
d(e’) =e'dx, d(@)=a*Inadx; d(inx) ===
1) dx. _ ) N )
d(;)— x d(log, X) = xlna d(sinx) = cosxdx;
. dx
d(cosx) = —sin xdx; d(tg xX) = : d(ctg x) =— :
(cosx) (g)COSX (Ccgx)=—< 5
. dx dx
d(arcsinx) = ; d(arccosx) =— ;
VJ1-x? 1-x°
dx dx
d(arctgx) = ; d(arcctgx) =— :
(arctg) 1+ x* (arectgx) 1+ x?

Regulilor de derivare (harta notionala a modulului 4) le corespund reguli similare de
diferentiere.

Exemple

1. d(e*-x®) =€ x*-dx+3x* - e -dx= x’e" (x+ 3)dx.

2. d(sin3x) = 3cos3xdx.
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" Exercitii propuse__|

LB |
1. Aplicindformula(6), si secalculeze cu aproximatievalorilefunctiei f: R > R:

a) f(x)=x’-2x,n x =104, x,=0.98; b) f(x)=x*+5x-11n x, =25,04, x,=0,98.
2. Aplicind formulele(7), (8) si (9), sa secalculeze cu aproximatie:

a) (1L0008)*;  b) (0996)";  c) /36,011  d),/0998; € In(L05).
3. Sisecdculezediferentidafunctiel f: D > R:

a f(X)=x+2x; b) f(X) =1TXX; 0 f(x)=sin(x+1); d) f(x)=2; € f(x)=cos2x.

4. Sasecdculezediferentialafunctiei f: D - R:

a) f(x)=x-log, X; b) f(x)=x*-e";
c) f(x)=x-ctg(x+5)—In5x; d) f(x)=3|n§+5.

5. Sasecaculezediferentialafunctiei f: D - R:
a) f(X)=vx*+5, In x,=-2 b) f(x)=sinx—cosx, in x0=%;
c) f(X)=log,(x*+3), In x, =1.
6. Sasecalculezediferentialafunctiei f: D - R:
a) f(X)=vx+5x'=x7;  b) f(X)=2-3*=In(06¢-1+7,  ©) f(X)=tg’x—3/x* —x.

7. Sasecaculezediferentialafunctiel f: D - R:

a) f(x)=sin2x-cos’x+5, in X, =%; b) f(x)=arctg3x+5arccosx, n x, =1
0 f(x)=—5-77 +arcsin§, n x,=0; d) f(x)=x%", n x,=2.

8. Aplicindformula(7), sa se cal culeze cu aproximatie:
a) Ccos46°; b) Igll2 ¢ &% d) sin(% - 0,004); e J,TLZO'

m| Proprietati generale ale functiilor derivabile

Tn continuare vom punein evidenta unele proprietati generale ae functiilor derivabile.
Teoremele ce urmeazia sint teoreme fundamentale ale analizei matematice.

6.1. Teorema lui Fermat

Reamintim!
Punctele demaxim (minim) local aleunel functii se numesc
puncte de extrem local ale acestei functii.

Teorema 21 (teorema lui Fermat?'). Fie f: 1 >R o
functie derivabila pe intervalul | si x,e |. Daca x, este un
punct de extrem local al functiel f, atunci f’(x,) =0.

(Z

Pierre de Fermat

1 Pierre de Fermat (1601-1665) —matematician francez.
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Demonstrarie

Presupunem ca x, este un punct de maxim local al functiei f. Atunci exista o vecina-
tate V(x,) alui x, (V(x,) c 1), astfelincit f(x) < f(x,), VxeV(X,). Pentru xe V(x,),
F ()= (%) F)- (%) _,

X=X, X T

X< X,, avem >0, iar pentru xe V(X,), X> X,, obtinem

Deoarece functia f este derivabila in x,, rezultda ca f’(x,)= f/(x,)= f;(x,), unde
, o f(x)-f , . f(x)-f . , .
fs(xo)=lgrg—( ))(_XO(X‘))zo, fd%)ﬂlﬁ@%ﬁs& Deci, f'(x,)20 si

x<0 x>0

f’(x,) <0, deunderezulta ca f’(x,)=0.

Teoremase demonstreaza similar si Tn cazul in care x, este un punct de minimlocal a
functiel f. Pentru acest caz teoremamai poate fi demonstrata substituind in demonstratia
demai sus f cu —f. p

Inter pretare geometrica. Tn conditiile teoreme
lui Fermat, tangentalagraficul functiei f Tn punc-
tul (X,, f(X,)) este paralela cu axa Ox (fig. 4.12). v 4

Observarie. Teorema lui Fermat exprima doar condifia
necesara pentru cafunctia derivabila f sa aiba in punctul X,
extrem local. Din faptul ci derivatafunctiel f se anuleaza in y=x
X, Tnca nu rezulta, in mod obligatoriu, ca aceasta functie are 1
n x, extrem local. 1

De exemplu, derivatafunctiei f: R - R, f(x)=x’, seanu- -1
leaza in x, =0, Insi X, =0 nu este punct de extrem local pentru
functia f (fig. 4.13).

Acest exemplu demonstreaza ca reciprocateoremei lui Fermat Fig. 4.13
este falsi.

6.2. Teorema lui Rolle

Urmatoareateorema, foarte utila n aplicatii, este 0 consecinta aproprietatilor functiilor
continue si ateoremel lui Fermat.

Teorema 22 (teorema lui Rolle'). Daca functia f: [a,b] >R
1) este continua pe [a, b],

2) este derivabila pe (a, b) si

3) f(a)="f(b),

atunci exista cel putin un punct ce (a, b), astfel incit f’(c)=0.

! Michel Rolle(1652—1719) —matematician francez.
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Demonstrarie

Functia f, fiind continua pe [a, b], conform teoremei Il Weierstrass (modulul 3,
secventa 3.1), este marginita si isi atinge marginile pe acest interval.

Fie mzxi[r;fb] f(xX), M = sup f(x), m, M e R. Sintposibilecazurile: m=M; m< M.

xe[a, b]

1) Daca m=M, atunci functia f este constanta pe [a, b].

Prin urmare, f’(c)=0 pentru orice ce (a, b).

2) Daca m< M, atunci f nuesteo functie constanta pe [a, b]. Dinconditia f (a) = f (b)
rezulta ca functia f nu-si atinge cel putin una din margini, m sau M, in extremitatile seg-
mentului [a, b]. Adica, exista un punct ce (a, b), astfel incit f(c)=m sau f(c)=M.
Cum c este un punct de extrem local, conform teoremei lui Fermat, f'(c)=0. P

Il Observarie. Orice functie cu proprietatile 1) si 2) se numeste funcrie Rolle.

Interpretare geometrica. Daca segmentul
determinat de punctele (a, f(a)), (b, f (b))
este paralel cu axa Ox, atunci exista cel putin
un punct ce (a, b), astfel Tncit tangenta n
punctul (c, f (c)) a graficului functiei deriva-
bile f este paraela cu axa Ox (fig.4.14).

Exemplu

Functia f: [-1, 0] = R, f(x)=2x*>-2x+1, verifica urmatoarele conditii:

1) este continua pe [-1, 0],
2) este derivabila pe (-1, 0),
3) f(-)=1"f(0)=1

Conformteoremei lui Rolle, exista cel putinun punct ce (-1, 0), astfel incit f’(c) =0.

Sa determinam acest punct c.

Fig. 4.14

Avem f'(x)=6x*-2=0cu X =§¢ (-10), x, =-§e (-1, 0). Asadar, c=—§'
Observarii. 1. Punctul ¢ din teorema lui Rolle nu intotdeauna este unic pentru functia
data.

2. Daca serenunta lacel putin unadintreipotezele teoremel lui Rolle, atunci concluzia
teoremel este falsa.

Exerciriu. Fie functia f: | ->R:

D 1095 ot X O 1oy, b) £(9=2x, 1 =[0,1;

o) f()=|x| I =[-11].

Determinati care dintre conditiile teoremei lui Rolle nu severifica si convingeti-va ca,
Tn acest caz, concluzia teoremei lui Rolle este falsa.
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Corolare ale teoremei lui Rolle

1. Tntre doua zerouri ale unei
functii derivabile pe un interval se
afla cel putin un zerou a derivatel
acestel functii (fig.4.15).

2. Tntre doua zerouri consecutive
ale derivatel unel functii derivabile
pe un interval se afla cel mult un

zerou al acestel functii (fig. 4.16).

6.3. Teoremalui Lagrange

Teorema 23 (teorema lui Lagrange?). Fie f:[a, b]—>R.
Daca functia f este continua pe [a, b] si derivabila pe (a, b),
atunci exista cel putin un punct ce (a, b), astfel Tncit
f(b)—f(a)=f'(c)-(b-a).

Demonstrarie

Consderamfunctiaauxiliara F: [a, b] > R, F(x) = f (x) —mx,
me R. Functia F este continua pe [a, b] si derivabila pe (a, b). Determinam constanta
f(b)—f(a)

b-a
conditiile teoremei Iui Rolle, rezulta ca exista cel putin un punct ce (a, b), astfel Incit
F’(c)=0.

Din relatiile F'(x)= f'(x)—m si F’(c)=0 rezultici f’(c)=m.

Joseph Louis Lagrange

me R, astfel incit F(a)=F(b), adici m= . Cum functia F satisface

Prin urmare, f’(c)=w,$\u f(b)-f(a)=f'(c)-(b—a) (1). p»

Interpretare geometrica. Graficul functiel f ad-
mite tangenta in orice punct Xe (a, b). Dreapta care
trece prin punctele A(a, f(a)) si B(b, f (b)) are panta

f(b)—f(a)

b-a
punctul (c, f (c)) are panta f’(c)=m,. Cum m =m,,
rezulta ca aceste drepte sint paraele.

Asadar, in conditiile teoremei lui Lagrange, exista
cel putin un punct a graficului G; 1n care tangenta
este paralela cu secanta AB (fig. 4.17).

=m, iartangentalagraficul functiei f in

Fig.4.17

1 Joseph LouisLagrange (1736-1813) —matematician si mecanician francez.




Modulul 4

Exercitiu rezolvat

% Si seaplice teoremalui Lagrange functiel f: [0, 2] - R, f(X)=
si sa se determine efectiv c.

Rezolvare:

Functia f este continua si derivabila pe fiecare dintre intervalele [0,1) si (1, 2].
Deoarece f(1-0)=f(1) = f(1+0)=4, rezulta ca functia f este continua n punctul
X, =1 si deci continua pe [0, 2].

—4x, daca xe[0,1)

Avem f'(X)={_i daci xe (1, 2]
X2 .

{6—2x2, xe [0, 1]

;, xe (1 2]

Tn bazadefinitiilor derivatelor laterale, f/(1) = f/(1) =—4. Rezultica f’(1) = —4. Dedi,
functia f este derivabila pe (0, 2). Atunci, conform teoremei |ui Lagrange, exista cel
putinun punct ce (0, 2), astfel incit f (2) - f (0)= f’(c)-(2-0), adicd f’(c) =-2. Tinind
cont de derivata functiei f pe intervalele indicate, obtinem ecuatia —4c=-2 pentru
ce (0,1 si ecua;ia—cigz—z pentru ce (1, 2), cusolutiile ¢, =0,5 si respectiv c, =4/2.
Asadar, am obtinut doua puncte: ¢, si C,.

Raspuns: ¢, =05; ¢, =~/2.

Observarii. 1. Formula (1) se numeste formula lui Lagrange sau formula cregterilor
finite.

2. Casi in cazul teoremei lui Rolle, punctul ¢ nu Tntotdeauna este unic pentru functia
data.

3. Teorema lui Lagrange este o generalizare ateoremel lui Rolle.

Intr-adevar, daca Tn teorema lui Lagrange se verifici si conditia f (a) = f (b), atunci
din formula (1) rezulta ca f’(c) =0, adici obtinem concluziadin teoremalui Rolle.

4. Corolarul referitor lamonotoniafunctiel se va studiain modulul 5 (teorema 2, §1,
secventa 1.1).

Corolare ale teoremei lui Lagrange

1.Daci f: | - R estederivabilasi f'(x)=0, Vxe I, atunci f este constanti pel.

2.Dacid f, g: 1 =R sint derivabile peintervalul | si f’=g’, atunci functia g— f
este constanta pe |.

3. Fie f ofunctie definita Tntr-o vecinatate V apunctului x,, derivabila pe V \{x,} si
continua in x,. Daca exista l:lim f'(x,), Ae R, atunci exista f’(x,) si f'(x,)=A.
Observarie. Corolarul 3 impune o conditie suficienta ca f sa fie derivabila in x;.
Aceasta conditie nu este Thsa si necesara.

_ xzosinl, daci x#0 _ L
Deexempluy, functia f: R—>R, f(x)= X este continua si deri-
0, daca x=0,

vabilain x, =0, dar Iino1f’(x) nu exista.
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6.4. Regulile lui I'Hospital

Unele limite de functii pot fi calculate cu agjutorul derivatelor.
Aplicarea urmatoarelor doua teoreme, numite regulile lui

I"'Hospital &, fac posibil calculul unor limitedeforma lim——= ( )

X—Xo ( )

cazurile in care lim f(x)=1limg(x)=0 sau daca aceste limite
X—Xg X—Xg
sintinfinite.

Glillaurme de P Hospita
6.4.1. Regula lui I"Hospital pentru cazul exceptat 0

0
Teorema24. Fiel uninterval (I cR), x,€ | sifunctiile f, g: I \{x} > R. Daca
1) lim f(xX)=1limg(x)=0, 2) functiile f si g sint derivabile pe | \{xo}
X—Xg X—Xg
3) g'(x) %0, VxeV(x,)NI, 4) exista limita (finita sau infinitd) lim EX;
xaxo
atunci exista limita lim ( ), si | lim——= 09 =lim ) .

=% g(X) =% g(x) % g'(X)

6.4.2. Regula lui I’'Hospital pentru cazul exceptat z

Teorema 25. Fie | uninterval, X, | si functiile f, g: I \{x} > R. Daca
1) lim f(x) =limg(x) =, 2) functiilef si g sint derivabile pe | \{xo}
X—Xg X—Xg

3) g'(X)#0, VxeV(x,)NI, 4) exista limita (finita sau infinita) lim—_—= L6

X—Xg ( )
atunci exista limita lim ——= ()

=% g(X)

f00_
A0 TR g

Observarii. 1. Teoremele 24 si 25 sint adevarate si pentru limite laterale in punctul
indicat.

2. Regulile lui I'Hospital sint adevarate si Tn cazul Tn care X — oo,

3. Teoremele 24 si 25 reprezinta conditii suficiente pentru rezolvarea cazurilor

exceptate % sau f.

4. Daca nedetermlnareag sau = esteprezentaatltm lim E ; Citsi in I|m f Exg
si daca functiile f, g, f’, g, precumsi ambele acestelimite verifica conditiile regulii

F0 1)
900 "0

s-aaplicat succesiv de doua ori regulalui I'Hospital.

respective a lui I'Hospital, atunci I|m

in acest caz se spune ca

1 Guillaumedel’ Hospital (1661-1704) — matematician francez.




Modulul 4

Exercitiu rezolvat
% Si secaculeze: 1. I|m

Rezolvare:
. sin3x _(0)_,;(sin3x)" . 3cos3x _ 3
1. lem oy _( )_Ilm 2 _lem—z =5
2 lim & (i)= im {29 _ jim 2 —o,
X—>+oo (e)

X—>-oo ex X—> oo eX

sm3x 2. lim2X,

X X—>+00 ex

Observarie. Tn unele cazuri apare necesitatea de aaplicasuccesiv regulilelui 1’Hospital
detrei sau de mai multe ori.

6.4.3. Cazurile exceptate 0-oco, 0o —o0, 17, 00, 0°
Cazurile exceptate 0- oo, co—o0, 17, 0, 0° pot fi reduse la cazul exceptat 9 sula

oo 0
cazul exceptat — prin metodele propuse in modulul 2.
Exercitii rezolvate
% 1. S se calculeze:
2 limee-nx; by liml -2 -1} o himxe o) tim{X=2)

X—+0 ! x—0 th X | x40 X—>+oo X—|—1
Rezolvare: In 1
a) Sintemn cazul exceptat 0- . Avem x2~lnx=TX.Atunci f(X)=Inx, g(x):F,

X
si T,09:(0, +) >R, IimInx:—oo |”T})X—12‘+°° Functiile f si g sint derivabile:
f'(x)= —7&0 si g'(X) = —X£¢O, Vxe (0, +oo).
2
Asad e £00 00 im0
sadar, I|m(x Inx) = llm ax) lm 7 1Lr110_£ 1% 5 0
3
Rdspuns: Iimo(x2~lnx):0. X
_ 1 1 Xx-tgx , 0
b) Avem cazul exceptat . Cum WX X Xgx ' obtinem cazul exceptat 0
Deci, (1_ 1 )
2 2
| Cos™ X —lim-_cos x-1

. 1 (x—tgx)” _(0)_,.
i gk ==~ =) =i g =(6 ) um

0 2 -
tg X+ X2 x=0 COS” Xtg X+ X
Cos” X

_lim cos’ x—1 _lim cos’ x—1 _(9):“ (cos’ x-1)’ 0 —2c0SXsinX _
x—>OCOSX SinX4+ X Xﬁo%sn2x+x 0 Xﬁo(%sian%—X) x>0  COS2X+1
1 1
Ri 2 _=|=o0.
Spuns. “m(tgx XJ 0

I| Observarie. Tn exemplul b) am aplicat regula lui I’Hospital succesiv de doua ori,

deoarece, aplicind-o prima data, am obtinut iarasi cazul exceptat %
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c) Avem cazul exceptat 0°. Fie f(x)=x". Atunci Inf(x)=x-Inx.

eci, f(x)=e"". 1
Inx . (Inx %
Deoarece lim(xInx) = lim=-"= = )z tim < ) = lim—%—=0, obtinem:
x—+0 x—+0 ; (o) x—+0 1 xa+0_i
X X NG
| lim (xInx) 0
[im x* —I|mf(x)—I|meX”X:e”*0 =e =1
X—+0 X—+0 X—+0

Raspuns: lim x* =1.

x—+0

d) Sintem Tn cazul exceptat 1”.

x-1 x-1

Fie f: D>R, f(X)= ( +1) atunci In f (x) = 2x- Inﬁ1
InX= -1 2

Prin urmare, limInf (x)=lim—X*+1_ 8 =limX=log
2X 2

Reaspuns: Ilm( XJ&) =e™.
vlnu

Exercitiul d) poate fi rezolvat si cu gjutorul formulei u* =e

Il Observarie. Regulilelui I"Hospital sefolosesc si lacalculul unor limite de siruri.

% 2. Si secaculeze limi/n.
Rezolvare: o .
Consideram functia f: R, > R, f(x)=x*, si calculam lim f (X).
Sintem n cazul exceptat °. o
Logaritmind f(X), avem cazul exceptat i:

Inf(x)= —Inx jar lim 1N _ (ﬁ)_“m(lnx) —limLi=o,

X—too X
Inn

Prin urmare, IImIn—X—O Atunci lim Yn=lime" =’ =1.

X—+o0 X N—>+oo N—>+oo

Raspuns: lim Vn=1.

N—+oo

% 3. S se calculeze lim—- Inn
N—+e N
Rezolvare:

Inn Inx . (nx)Y .. 1
lim—r=lim—2=[Z |= Im%: lim—==0.
n—+e N X—4oo X oo X—>+oo (X ) x4 DX

. Inn
Raspuns: lim —-=0.

n—+e N

Observarie. In calculul limitelor de functii se recomanda combinarea metodelor
elementare cu regulile [ui I'Hospital.
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Modulul 4

Exercitii propuse |

1. S sedetermine in care dintre punctele indicate sint verificate conditiile teoremei lui Fermat

pentru functia f definita grafic:
y

Gf\\r/i

O>I<o>l<1x
) b)

o/% % % X

7]
d) e)
. Fiefunctia f: R—>R:
a) f(X)=2x>-x+3; b) f(X)=—x*+2x-3.

1) Si serezolveecuatia f'(x) =0 si si sedetermine daca sint verificate conditiile teoremei lui
Fermat Tn punctul x,, unde x, este solutia acestel ecuatii.

2) Sa sereprezinte graficul functiel f si s se interpreteze geometric teorema lui Fermat n
punctul x;.

. S4 se determine daca in punctul x, =1 sint verificate conditiile teoremel lui Fermat pentru
functia f: R—>R:

a f(x)=(x-1?% b) f(x)=(x-1>

. Sa setraseze graficul unei functii, astfel ncit in punctele x, =-1, x, =2 sd severifice condi-
tilleteoremei lui Fermat.

__B_|

. Sa sedeaexempledefunctii pentru care un numar finit de puncte aleintervalului respectiv sint
puncte de extrem local, dar Tn aceste puncte nu se verifica teoremalui Fermat.

. Sa sestudieze aplicabilitateateoremei lui Rollefunctiel f si, Tn caz afirmativ, si se determine
efectiv punctul c:

a) f:[-1L 3] >R, f(X)=(X+)(x-3); b) f:[0,4] >R, f(xX)=|x-2|;

o f: ’r—%,%‘l%ﬂ?, f(X)=sinx; d) f:[0, 7] >R, f(x)=cos x

ax’ +3x-1, daci xe[-1,0)

x> —bx+d, daca xe[0,1].

a) Si sedetermine parametrii reali a, b, d, astfel incit functia f sa satisfaca conditiile teoremei lui
Rollepe [-1, 1].

b) Sa se apliceteoremalui Rollefunctiei f cu parametrii a, b, d determinati in ) si sa se afle
efectiv punctul c.

. Fiefunctia f: [-11] =R, f(x)={
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8. Fiefunctia
a) f:R->R, f(X)=(x+1)(x+2)(x+3); b) g0 R >R, g(x)=(x*-9)(x* -16).
Sa searate ca derivatafunctiei are numai zerouri reale.
9. Si sedemonstreze ci ecuatia 2*(1+ xIn2) — 20x° =0 are cel putin o solutie pe (0, 1).
10. Fie f: [0, 2r] >R, f(X)=xsinx—cosx—1. Sa se arate ca exista cel putin un punct
ce (0, 2r), astfel incit f”(c) =0.
11. Saseapliceteoremalui Lagrangefunctiei f si sa se determine efectiv punctul c:
a f:[-3, 2] >R, f(X)=3x"—x+2 b) f:[43—R, f(X)=xInx;
2x%, daci xe[0, 2]
5x—2, daci xe (2, 3);
12. Sa sedeaexempludeo functie f: [0, 8] - R ce satisface conditiile teoremei [ui Lagrange,
pentru care punctul intermediar ce (0, 8) nu este unic.

c) f:[0,3 >R, f(x):{ d) f:[-L 4 >R, f(X)=x+¢€"

23 +x, daci x<1

4lnx+3x, daca x>1. Sisedfle (D).

13. Fefunctia f: R >R, f(x)={

14. Aplicind regulilelui I’'Hospital, sa se calculeze limita:
a) lim 3 —-2x . b) lim VX+1 )“ Vi+2x -1, d) ”mln(fx—xl);

’HOX 2X2+X' xa—l3x2 3)(' X —X ’ x-1 X° —
1
Inx (P41 1+cosx
€ SA f) lim—=, n N; | ; h) lim——=
) >!I—>rp ! nEN ) X300 X € g) erIl( X ) ) X—T S|n2
15. Aplicind regularespectiva alui I’ Hospital, sa se calculeze limitasirului:
3
a) lim—: Jn . b) lim In® onn. c) li .
note N+1’ N—>+oo SU\/E nﬂ+w1’01”

16. Sd seformuleze si sa serezolve exercitii asemanatoare cu ex. 6, 7, 11, 14.

Exercitii si probleme recapitulative |

Tn exercifiile 1 si 2 determinari litera corespunzitoare variantei corecte.
1. Derivatafunctiei f: R—R, f(x)=2x*-x*+3, este

A f/(X)=2x"-2x B f'(x)=6x"—2x
C f(x)=6x*—-2x+3. D f(x)=3x*-2x
2. Fiefunctia f: D —>R, f(x)=+/2x-2. Atunci
A f/(1)=0. B f()=2 C f’(1)=%. D f/(1) nuexisti.

3. Fiefunctiile f: R—>R, f(X)=x*, si :R—>R, g(X)=x>+x*+1.
a) Si se determine valoarea de adevir apropozitiei , D, < D,".
b) Sa se scrie ecuatia tangentei lagraficul G, Tn punctul x, =1.
c) Sa serezolvein R inecuatia f’(x) < g’(x).
d) Si setraseze in acelasi sistem de axe ortogonale graficele functiilor " si g”.
€) Si se determine coordonatel e punctelor de intersectie agraficelor functiilor f” si g”.
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4.

Si serezolvein R ecuatia f’(x) =0, unde f este functiadefinita prin formula
a) f(x)=x>-2x% b) f(x)=2xInx; c) f(x)=(x-De".

2

Siserezolvein R inecuatia f’(x) >0, unde f estefunctiadefinita prinformula f (x) = ;(2 ;i
Dintr-un punct pornesc concomitent doua maobile: primul cu vitezainitiala de 8 m/ssi acceleratia
de4 m/<, iar a doilea—Tntr-o miscare uniforma cu vitezade 16 m/s.
a) Sa se afle momentul de timp Tn care mobilele se vor intilni, daca se stie ca ecuatia miscarii
at’
2
b) Sa se determine momentul detimp t Tn care viteza primului mobil vafi de doua ori mai mare
decit viteza celui deal doilea.

uniform accelerate este x(t) = vt +—-, iar ecuatiamiscarii uniformeeste x(t) = vt.

_B_|

10.

12.

13.

14.

15.

16.

Sa secaculezediferentialafunctiel f definita prin formula:
a) f(x)=cos(sinx); b) f(x)=sin(cosx); c) f(x)=In(Inx).

Si serezolvein R ecuatia f’(x) =0, unde f estefunctiadefinita prin formula

a) f(x)=sinx+cosx; b) f(x)=+/2sinx—~/2cosx; c) f(x)=e>+e.
a) Sa secalculeze derivatelelaterale defunctiei f: R — R in puncteleindicate:

D FM=X+X X} % =0 2 F)=x+|x=3] x,=3 3 f(x):{)z(i‘: )’(‘fg,
b) Sa setraseze graficul fiecareiadintrefunctiile f.

Fiefunctia f: R—>R, f(x)=¢*.

a) Sa se demonstreze ca functia f este continua Tn punctul x, =3, dar nu este derivabila in
acest punct.

b) Sa setraseze graficul functiel f.

%, =0.

Fie P: R >R ofunctie polinomiala. Sa se demonstreze ca daca toate radacinile polinomu-
lui P sint realesi distincte, atunci P’ are aceeasi proprietate.

Sa se studieze continuitatea si derivabilitateafunctiel f: [1, +) >R,

f(x)=\/x—2«/x—1+\/x+ 24/ x-1.

- < s X—SINX
Si sedemonstrezeca desi lim X=SnXx
x>+ X+ COSX

exista, nu pot fi aplicate direct regulilelui I" Hospital.

Si severificedaci formulalui Lagrange este adevarati pentru functia f: R—R, f(X)=2x—x?,
peintervalul [0,1] si si se determine efectiv c.

Sa severificejusteteateoremel lui Rolle pentru functia f: D — R peintervalul indicat:

a) f(x)=cosx, [—%,%]; b) f(x)=sin’x, [0, 7];

) f(x)=(x=-3)(x-4)(x-5), [3 9]
In(1+€*)

Utilizind regulilelui I’ Hospital, si secalculezelimita lim ———=.
& * x>+ In(L+ %)
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Probi deevaluare |

Timp efectiy delucry:
| 45 de minute

1. Fiefunctile f:R >R, f(X)=2x°+1 g:R—R, g(X)=3+x-x°.
a) Completati cu unul dintre semnele <, =, >, astfel incit propozitia obtinuta sa fie
adevarata: BYENEROR
b) Rezolvati in R inecuatia f’(x) > g’(x).

c) Rezolvati In R ecuatia f’(x) + f (x) = g’(x).
2. Fiefunctia f: D, - R, f(x)=3x-In2x.
a) Completati, astfel Incit propozitiaobtinuta si fieadevarata: , D, = [ ]”.
b) Determinati val oareade adevar apropozitiei:
,D;=D.".
c) Scrieti ecuatiatangentei lagraficul functiei f Tn punctul de abscisa x, :1.

2
3. Calculati derivatafunctiei f: D -> R:
a) f(x)=x 5% b) £()=2%X2.

4. Un mobil se deplaseazi rectiliniu conform legii s(t) =3t* +9Int +18 (distanta s este
exprimata Tn centimetri, iar timpul t —n secunde). Aflati momentul de timp t Tn care
acceleratia este de 2 cm/s2.

@

©)

Timp efectiy delucry;
“l 90 de minyte

T
4
a) Determinati val oareade adevar apropozitiei:

»DpcD,”.
b) Rezolvati in R ecuatia f’(x) = g'(x).
c) Scrieti ecuatiatangentei lagraficul functiei f Tn punctul de abscisa x, =7.

1. Fiefunctiile f: D, - R, f(x)=tg(3x— ); g: D, =R, g(x)=6x+1.

2. Fiefunctia f: D, >R, f(x)=log;,6x.
a) Completati, astfel incit propozitiaobtinuta si fieadevarata: , D, = ]”.

b) Calculati diferentialafunctiei f . c) Aflati f”.
3. Fiefunctia f: D, »R, f(x):4cosz(§+5 —/3x. Rezolvati in R:
a) ecuatia f'(x)=0; b) inecuatiile f’(x) >0, f’(x)<O.
1

4. Utilizind regulilelui I'Hospital, calculati limita Iing(cosx)?.

ax’ +bx+d, daci xe[-1, Q]

1+In(x* +1), daci xe (0,1].

a) Aflati a, b, de R, astfel incit teoremalui Rolle si poata fi aplicata functiei f.
b) Aplicati teoremalui Rollefunctiel f, cu parametrii a, b, d determinati in a).

t3

6. Un mobil se deplaseaza rectiliniu conform legii s(t)=m+6logst+20t (distanta s

este exprimata Tn centimetri, iar timpul t —1n secunde). Determinati momentul detimptin
care acceleratia este de 0 cm/s.

5. Fiefunctia f: [-1 1] - R, f(x)={

@
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5 Aplicatii ale derivatelor

Objective

aplicareaderivatel ladeterminareaintervalelor de monotoniesi aextremelor functiei;
recunoasterea si utilizarea Tn diverse contexte a notiunilor punct critic, punct de extrem,
extremele funcriei;

"determinareacu gjutorul derivatel apunctelor deinflexiune, aintervalelor de concavitatesi de
convexitate ale graficului unei functii;

“recunoasterea si determinarea asimptotelor graficului functiel elementare studiate sau date;
“aplicareanotiunii limita funcriei la determinareaasimptotelor graficului functiel;

utilizarea metodelor ce tin de aplicatiile derivatei ca metode noi de studiere a functiei, de
rezolvare aproblemelor teoreticesi practice;

aplicarea derivatelor la rezolvarea unor probleme de maxim si minim din geometrie, fizica,
economie.

g 8000 0 0¢Q

Tn acest modul vom aplica derivatele de ordinul intii si *derivatele de ordinul doi la
studiul variatiei functiilor, vom rezolva diverse probleme de geometrie, fizica si din ate
domenii, probleme care, Tn majoritatea cazurilor, nu pot fi rezolvate folosind metode
elementare.

Rolul derivatei intii in studiul functiilor
1.1. Intervaleledemonotonie ale unei functii

Tn studiul variatiei unei functii esteimportant si cunoastem in ce conditii functia este
constanta sau monotona pe un interval dat. Am stabilit deja ca derivata unei functii con-
stante pe un interval dat este egala cu zero. Vafi utila si reciproca acestei afirmatii.

Teorema 1. Fie f: E—>R (EcR) o functie derivabila. Daca derivata functiel f
este egala cu zero pe un interval | € E, atunci functia f este constanta pe acest
interval.

Demonstrarie

Fie f'(x)=0, Vxe I. Fixam peintervalul | unpunct x, si fiepunctul xe I, x# Xx,.
Peintervalul [x,, x] (saupe[x, x,]) functia f satisface conditiile teoremei lui Lagrange
(modulul 4, §6, secventa 6.3). Conform acestei teoreme, exista un punct ¢ situat intre x,
si x, astfel incit f (x) — f (x,) = f’(c)(x—x,). Deoarece f’(c) =0, dinipoteza, rezulta ca
f(x)=f(x,). Prin urmare, in orice punct xe | functia f iavaloarea f(x,), adica
functia f este constantd pel. P
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Corolar. Daca f si gsint functii derivabilesi f’=g” peuninterva |, atunci func-
tille f si g difera pel printr-o constanta: f(x)=g(x)+C, Vxel, CeR.

Demonstrarie

Consideramfunctia @ = f —g. Atunci ¢’(x) = f'(X)—g’(x) =0, Vxe |. Astfd, func-
tia @ este constanta pel si, prinurmare, f(x)=g(x)+C, Vxel, CeR. p»

Exercitiu rezolvat
% Si se determine intervalele pe care functiile f si g difera printr-o constanta si si se
afle aceasta constanta:

a) f,g: R—>R, f(X)=c0s2x, g(X)=Ccos’Xx—sin’x+1;

b) f:R>R, f(x)=acgx g R\{-1 T >R, g(x)=%arctg

Rezolvare:

a) f’(x)=-29n2x si g'(x)=-2cosxsinx—2sinxcosx=-2sin2x. Deci, func-
tia f difera defunctiag printr-o constanta: f (x)=g(x)+C. Cum f(0)=1si g(0)=2,
rezulti ci C =—1 si obtinem: cos2x = cos’x—sin’x, Vxe R

2X
1-x*°

b) Pefiecaredintreintervalele I, =(—, 1), I,=(-1 1 si |, = (1, +°), functiile f si
1
1+ X
functiile date diferd printr-o constanta: f(x)—g(x)=C,, Vxel; f(x)—g(x)=C,,
vxe l,; f(X)—g(x)=C,, Vxe |,. Pentruintervalul |, obtinem C, =0 (neconvingem
luind x=0), iar pentru intervalelel, si 1, avem Clz—% si respectiv C, :%, daca, de

exemplu, xtindela —eo si respectiv la +co.

g au derivatele egde: f'(xX)=g'(x) = Asadar, pe fiecare dintre aceste intervale,

inut: _1 2x_ —co, 1) _1 2x
Astfel, am obtinut: arctgx_zarctgl_x2 5 VXeE (—eo, —1); arctgx—zarctgl_xz,
Vxe (-1, 1); arctgx=1arctg 2% +Z xe (&, +<0).
2 1-x*> 2

Relatiile obtinute pot fi demonstrate si prin metode elementare, fara aplicareaderivatel.

Observarie. Tn baza exercitiului b), tragem concluzia ci din faptul ca functia f este
definita pe reuniuneaadoua (sau mai multe) intervalediguncte, |, 1, I,N1,=3,si
f’(x)=0, Vxel,Ul,, Inca nu rezulta ca ea este constantd pe multimea |, U1,.

-1, daci xe (—,0)

1, daca xe (0, +o), arederivatanula Tn

Deexemplu, functia f: R\{G} ->R, f(x)z{

fiecare punct a multimii A= (-, 0) U (0, +e°), Tnsi ea nu este constanta pe A.

Vom stabili acum un criteriu important si eficient de determinare a intervalelor de
monotonie ale unei funcrii derivabile.

Teorema 2. Fie f: 1| - R o functie derivabila pe intervalul |. Functia f este cres-
catoare (descrescitoare) pe | daca si numai daca f'(x)>0 ( f'(x)<0), Vxel.
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Demonstrarie
. : . - f
Necesitatea. Presupunem ca functia f este crescatoare pe |. Atunci F9=1x) =0,

VX, %, € |, X#x,. Fixind x, € | si trecind in acest rgport lalimita cind x — x,, obtinem
ca f'(x,)=0, Vx,el.

Rationament similar se face si Tn cazul n care f este o functie descrescatoare pe
intervalul |.

Suficiensa. Sa consideram punctele arbitrare x, x,e 1, x <x,, si fie f'(x)>0
pe |. Aplicind functiei f teorema lui Lagrange pe intervalul [x,, x,], obtinem ca
f(x,)- f(x)=f'(c)(x,—x), unde ce (x, x,) si f’(c)=>0. Cum x,—x, >0, rezulta
ca f(x,)— f(x)=0, adica f(x,)> f(x). Deci, functia f este crescatoare pe I.

Analog, daca f’(x)<0, Vxe |, obtinem ca functia f este descrescatoarepel. P

Observarii. 1. Daca f’(x)>0, Vxe I, aunci functia f este strict crescitoare pe |.

2. Daca f’(x)<0, Vxel, atunci functia f este strict descrescitoare pe |.

3. Din faptul ca functia f este strict crescatoare (strict descrescatoare) pe | nu rezulta
ca f’ nuseanuleaza innici unpunctdinl. Deexemply, functia f: R— R, f(x)= X3,
este strict crescatoare pe R, insi f’(0) =0.

Concluzie. O functie derivabila este strict monotona pe intervalele pe care derivata
safsi pastreaza semnul. Prin urmare, pentru a stabili intervalele de monotonie ae unei
functii derivabile, determinam intervalele pe care derivata safsi pastreaza semnul.

Exemple

1. Functia f: R— R, f(x)=x®+2x, este strict crescitoare pe R, deoarece
f(X)=3x*+2>0, VxeR.

2. Functia f: R >R, f(X)=x?—x+1, este strict descrescitoare pe (—oo, %] si

strict crescatoare pe [% +c>o} intrucit f’(x)=2x-1<0, Vxe (—oo, %) si f/(x)>0,
Vxe (% +oo).

1.2. Punctedeextrem aleunei functii
Reamintim!
Definitii. Fie functia f: 1 >R (I cR).
* Punctul x,€ | se numeste punct de maxim local al functiei f daca exista o
vecinitate V (x,) alui x,, astfel incit f(x)< f(x,), VxeV(x,)NI. Inacest caz,
valoarea f(x,) senumeste maxim local a functiei f Tn punctul Xx,.
* Punctul x,€ | se numeste punct de minim local al functiei f daci exista o
vecinatate V (x,) alui x,, astfel incit f(x,)< f(x), VxeV(x,)NI. In acest
caz, valoarea f(X,) senumeste minim local a functiei f Tn punctul x,.
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* Punctele de maxim local si de minim local ale functiei f se numesc puncte de
extrem local ale acestei functii.

* Vaorilefunctiel f in punctele ei de extrem local se numesc extremele locale
ale acestel functii.

Definitii. Fiefunctia f: 1 >R (I <R).

* Punctul x,€ 1 se numeste punct de maxim global al functiei f pe | daca
f(X)< f(x,), Vxel, iar vdoarea f(x,) se numeste maximul global a functie f
pe l.

* Punctul x,e1 se numeste punct de minim global a functiei f pe | daca
f(x)< f(x), Vxel, iar valoarea f(x,) se numeste minimul global a functiei f
pe l.

* Punctele de maxim global si de minim global ale unel functii se numesc puncte
de extrem global ale acestel functii.

 Valorilefunctiel f Tn punctele ei de extrem globa se numesc extremele globale
ale acestel functii.

Observarii. 1. Un punct de maxim (minim) local nu este in mod necesar un punct de

maxim (minim) global. Un punct de maxim (minim) global estetotodata si un punct de

maxim (minim) local.

2. Esteposibil caun minimlocal a unei functii i fie

mai mare decit un maxim local al aceleiasi functii. y
Deexemplu, functia f: [a,b] > R (fig. 5.1) are G

npunctul x, unminimlocal mai mare decit maximul

local din punctul x,.

3. Daca functia f:[a, b] >R este continua pe

intervalul [a, b], atunci, conform teoremel lui Weier-

>< - ————

2

R
=

o

x

strass, functia f Tsi atinge pe acest interval margi-
nile M = sup f(x) si m:xl[rg"b]f(x), care sint Fig.5.1

xe[a, b]

extremele globale adefunctiei f peintervalul [a,b].

Fie f: I =R o functie derivabila pe intervalul deschis |. Din teorema lui Fermat
rezulti ci daci x,e| este un punct de extrem loca a functiei f, atunci f’(x,)=0.
Astfel, teorema lui Fermat pune n evidenta faptul ca derivata unei funcrii se anuleazi
n orice punct de extrem local al intervalului deschis I.

Concluzi. Fiefunctia f: | - R derivabila peintervalul deschis | si f'(x)=0, €.

1. Daca f'(x)>0, Wxel, x<X,, si f'(X)<0, Vxel, x>x,, aunci x, este punct
demaxim local al functiei f.Senoteaza: .~ f (x,) . Semnul .~ (™) semnifica
faptul ca functia este monoton crescatoare (descrescatoare) pe intervalul respectiv.

2. Daci f'(x)<0, Vxel, x<X,si f'(x)>0, Vxel,x>x,, aunci X, estepunct
deminim local al functiei . Senoteaza: >\ f(x,) ..
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3. Daca derivatafunctiei f are acelasi semn lastingasi ladreaptalui x,, atunci X,
nu este punct de extrem local al acestei functii.

Definitie. Fie functia f: | - R derivabila pe intervalul deschis |. Punctele din
intervalul | Tn care f’ iavaloarea zero se numesc puncte critice (sau stationare)
aefunctiel f.

Observarie. Concluziile 1-3 ramin adevarate si in cazul in care functia f fiind continua
in punctul x, nu este derivabila in x,. Astfel de puncte de asemenea se numesc puncte
critice (starionare) ale functiel f.

De exemplu, functia f: R—>R, f(x)=|x]|, nu este derivabila in punctul x, =0,
insa 0 este punct de minim local a acestei functii.

~ . , _ _:L da:é Xe (_001 0)
Intr-adevar, f'(x) _{1, daci xe (0, +)
semnul din,,— in ,+".

si Tn punctul x, =0 derivataisi schimba
Intervalele de monotonie, punctele de extrem local si extremele locale ale unei functii
derivabile pe un interval deschis sau pe o reuniune de intervale deschise pot fi determi-
nate aplicind urmatorul algoritm:
® Secdculeaza f’.
® Serezolva ecuatia f’(x) =0; solutiileacestei ecuatii (zerourilefunctiel f’, precum
si punctelein care f nu este derivabila) sint eventual el e puncte de extrem local ale
functiel f.
® Se determind semnul functiei f’ pe intervalele pe care ea nu se anuleaza.
@ Se stabilesc intervalele pe care functia f’ Tsi pastreaza semnul, acestea fiind inter-
valele de monotonie ae functiel f.
® Sedetermina punctele de extrem local si extremele locale ade functiel f.

Exercitii rezolvate
% 1. S se studieze monotoniafunctiei f: R >R, f(X)=x+2x>+x.

Rezolvare:

f’(X) =5x* + 6x* +1. Observam ci derivata functiei f este pozitiva pentru orice
xe R. Prinurmare, f este strict crescatoare pe tot domeniul e de definitie R.

% 2. Sa sedetermineintervalele de monotoniealefunctiel f: R >R, f(x)=x%+9x°.
Rezolvare:
f’(x) = 3x* +18x = 3x(x+ 6). Punctele critice e functiei f sint —6 si O.
Constatam ca:

+  f’(x)>0 peintervaele (—e, —6), (0, +o0), prin urmare, in bazaobservatiel 1 (secven-
tal.l), functia f este strict crescatoare pe intervalele (—eo, —6], [0, +<o).

+ f’(x)<0 peintervalul (-6, 0), deci functia f este strict descrescatoare pe inter-
vaul [-6, 0].
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Rezultatele acestui studiu pot fi trecute in asa-numitul tablou (tabel) de variarie al
funcriei. Peliniaintii aacestui tablou seindica domeniul de definitieal functiei si punctele
n care derivata @ se anuleazi sau nu exista. Pelinia a doua se scriu semnele functiei '
pe intervalele unde ea nu se anuleazi. Pe ultima linie se indica cresterea (.7),
descresterea (>\.) functiei, precum si extremele el locale.

Obtinem tabloul de variatiea functiei f: X | —oo 6 0 +oo

Asadar, —6 este punct de maxim local al §/ + 0 - o0 +
functiel f si f(—6) =108 este maximul &i lo-
cal, iar 0 este punct deminim local a functiei f
si T(0)=0 esteminimul & local.

7108 0 7

% 3. Fefunctia f: R—>R, f(x)=e"—x Si se stabileasci intervalele de monotonie,
punctele de extrem local si extremele locale ale functiei f.

Rezolvare:

f’(X)=€"-1=0« x=0. Derivatafunctiel f nu seanuleazi peintervaele (—o, 0)
si (O, +0). Pe primul interval f’(x)<O0, iar pe a doilea f’(x)>0. Deci, pe (—c°, 0]
functia f este strict descrescatoare, iar pe [0, +e) — strict

crescitoare. Punctul x, =0 este punct de minim local al —* |~ 0 oo
functiei f si f(0)=€’=1 esteminimul &i local. f - 0+
Tabloul devariatiea functiei f este: f ~ 1

% 4. Sa se studieze monotonia functiel f: (0, +<) - R, f(Xx)=Inx-x.
Rezolvare:

f/(x) =%—1= 0 < x=1. Derivatafunctiel f nu se anuleaza pe intervalele (0, 1) si

(L, +o°). Avem f’(x)>0, Vxe (0,2), si f'(x)<0, Vxe (1, +o0).
Alcatuim tabloul de variatie a functiei f: X |0 1 +oo
Pe intervalul (0, 1] functia f este strict crescatoare, £/ + 0
iar pe intervalul [1, +e0) — strict descrescatoare. Prin
urmare, 1 este punct de maxim local a functiei f si
f (1) =-1 este maximul ei local.
Observarie. Cunoscind tabloul de variatie al unei functii, pot fi stabilite inegalitati de
tipul f,(x)> f,(x), xe E. Pentruaceasta, studiem variatiasi semnul functiei diferenta
f:E->R, f(X)=f,(x) - f,(X).

Exercitiu rezolvat

% Si se arate ci pentru orice x >—1 este adevarata inegalitatea In(1+ x) < x.
Rezolvare:
Consideram functia f definita prin diferentaexpresiilor din cei doi membri:

f: (-1 +) >R, f(x)=In(l+x)—x. Studiem variatia acestei functii cu gjutorul deri-

vatei. Avem f’(x) :%—1:%.
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Tabloul devariatiea functiei f este: X |-1 0 +oo
Deoarece maximul functiei este 0, rezulta ca functia 7 : + 0 -

este negativa pe (=1, + o), adica In(l+ x)—x<0. f : 0 -
Asadar, In(1+ X) < x si egalitateaareloc numai pentru

x=0.

1.3. Determinar ea extremelor globale

Fie functia f: [a, b] » R derivabila pe (a, b) si continui pe [a, b]. Tn baza teore-
mel Welerstrass, functia f T1si atinge marginile sale pe [a, b], adica exista punctele
X, X, € [a, b], astfel incit f(xl)_ |nf f(x) m, f(x,)= sup f (x) =M. Daca punctul

X, (x,) estesituat ininteriorul |ntervaIuIU| [a, b], atunciin acest punct, conform teoremel
|UI Fermat, functia f are un minim (maxim) local, si deci f’(x)=0 (f’(x,)=0). Insi
marginilemsi M pot fi atinse de functia f si laextremitatileintervalului [a, b].

Deexemplu, functia f: |0, %] — R, f(X)=cosx, Tsi atinge ceama marevaoarea

sa, M =1, in punctul O.
Extremele globaleaeunei functii continue f: [a, b] - R si derivabilepe (a, b) potfi
determinate aplicind urmatorul algoritm:
® Seadflavalorilefunctiel f lacapeteleintervaului [a, b], f(a)si f(b).
® Sedfla punctele critice ale functiei f, adica serezolva ecuatia f’(x) =0, xe (a, b).
® Secalculeaza vaorilefunctiei f Tn punctele critice deja determinate si se compara
cuvalorile acesteialacapeteleintervalului: ceamai mica (mare) dintre acestevalori
vafi minimul (maximul) global a functiei f pe[a, b].
Exercitiu rezolvat
% Sa sedetermine, peintervalul indicat, extremele locale si extremele globale ale func-
tie f: 1 ->R:
a) f(x)=x>+2x-10, | =[-1,5]; b) f(x)=x*-4x+6, | =[-3,10].
Rezolvare:
a) f'(x)=3x*+2>0, Vxe[-1, 5. Adtfel, functia f este strict crescitoare pe inter-
valul [-1, 5]. Tnacest caz, m= f(-1)=-13, M = f(5)=5°+2-5-10=125.
b) f’'(x)=2x-4, Vxe[-3,10]. Rezolvamecuatia f’(x) =0 si aflam punctelecritice
defunctiel f: 2x—4=0«< x=2. Inpunctul 2, functia f areunminimlocal si f(2)=2.
Deci, m=min[ f (-3), f(2), f(10)]=min[27, 2, 66] =2,
M =max[ f (-3), f(2), f(10)] = max[27, 2, 66] = 66 sint extremeleglobaeale
functiel f.
Observarie. Daca functia derivabila f este definita pe intervalul | =(a, b), finit sau
infinit, atunci Tn algoritmul anterior valorile f(a) si f(b) sevor inlocui cu Iim f(X) si
respectiv I|m f(X). Se caculeaza marginile m_|nf f(x) si M= supf(x) care in

xel

generdl, nu smt atinse de functia f.
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Exercitiu rezolvat
% S sedetermine marginile functiei:
a) f: (-, 00 >R, f(X)=€"—X; b) :R>R, f(x)=
Rezolvare:
a) f'(x)=€e*-1<0, Vxe (-, 0). XILTQf(X):J“"‘” Iximf(x):l.

X+1
X +3

Prinurmare, m= i(pf ) f(X)=1, M = sup f(X)=+ si acestevalori nusint atinse

de functia f. =0
2
b f(x)=""X"2X_0cx=-3 su x=1.
X +3
f(—3)=—%, f(l):%, lim £() =0 si lim (x)=0.

P mei —mind—L o Ll__1 p= _ S S G
D&l,m_lxglgf(x)_mln{ 6,0, 2}_ 5 M_sxlejgf(x)_max{ 6,O, }_ si

aceste valori sint atinse de functia f.
Exercitii propuse |

1. Si sedetermine intervalele de monotonie, punctele de extrem local, extremele locale si si se
alcatuiasca tabloul devariatiea functiel f: R > R:

8 f(x=x"-3x b) f(x)=x"-3 0 f(x)=x*—4x
d) f(x)=x*-12x; e f(X)=(x-D*2x+3)?% f) f(X)=2+x-X"

2. Sasedflepuncteledeextremlocd si extremelelocaleaefunctiel f: R —» R:
a f(x)=x'-8x*+12  b) f(X)=x"-4x’+6x*-4x+5 ¢ f(x)=(x*-10)(x+5)%
d) f(x)=x*-6x; e) f(X)=(x-2)>*(x+2); f) f(x)=2x*+2x-5.

3. Sasedetermine, peintervalul indicat, extremeleglobalealefunctiel f: | - R:
a f(x)=x>-6x>+9, | =[-12]; b) f(x)=x-x, | =[0,5].

__B_|

4. Aplicind derivata, si se arate ca functiile f, g difera printr-o constanta si si se determine
constanta respectiva:
a) f,g: R>R, f(X)=sin2x, g(x)=1+2sinXcosx;

X+1.

1-x

o f,0: (<L) >R, f(x)=arcsinx, g(X)=—arccosx.

b) f,g: (—,1) >R, f(x)=arctgx, g(x)=arctg

5. $a sedetermine intervalele de monotonie, punctele de extrem local, extremele locale si si se
completezetabloul devariatieal functiei f: D - R: )
a) f(x)=x"—5x" +5x° -1, b) f(x)=x*Inx; 0 f(x)=e";
3

XX2§ f) f(x)=(x+D)Vx* -1

d) f(x)=arctgx—Inx; €) f(x):3_
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6. Pentru carevalori ale parametrului rea afunctia f: R —R este crescatoare pe R:
a) f(x)=ax—Inl+x?); b) f(x)=arctgax+x; ¢) f(x)=ax—sinx?
7. Sasedflepuncteledeextremlocal si extremelelocaleaefunctiei f: D - R:
(2-%)°.
f(x)= ;
B 100= 5,
d) f(x)=(x-1e>; e f(x)=x"e"; f) f(x) =
9 100=Ix-13Z ) 1=
8. Sisedetermine, peintervaul indicat, extremelelocaesi extremeleglobaeadefunctiel f: | - R:
a f(x)=x"-8x*+3, | =[-1,2]; b) f(x)=sinx+cos’x, | =[0,x];
c) f(X)=x-2Inx, I =(0,€¢].

b) f(x)=sin’x+cos’x; ) f(x)=x-2arctgx;

In*x.
x ' .
X daciX<0 © iy £ () = (x+ 2)e".

xInx, dacid x> 0;

9. Sa sedemonstreze inegalitatea:
a) (+X)” 21+ox, Vx=-1 Va>1; b) In(l+Xx)* < X, Vx>0.

Rolul derivatei adouain studiul functiilor. Asimptote

Am stabilit deja ce informatii pot fi obtinute despre
comportarea unei functii derivabile cunoscind derivata
el, mai precis, zerourilesi semnul derivatei. Tnsi smpla y
cunoastere a faptului ca o functie f este, de exemplu,
strict crescatoare pe un interval | nu este suficienta
pentru a stabili forma graficului acesteia. De exemplu,
functia f, definita pe [0, +e0) prinformula f (x) =/x,
este strict crescatoare pe acest interval, Tnsa aceasta
informatie esteinsuficienta pentru adecide daca graficul 0] X
functiei f areformacurbei color sau acurbei de culoare
neagra (fig. 5.2). Fig.5.2
Formagraficului unei functii poatefi determinata cu
gjutorul derivatei adoua.

2.1. Convexitate si concavitate

Fie f: I >R (I cR) o functie derivabila Y g
peintervalul deschis|. Presupunem ca tangenta
Tn orice punct a graficului functiel f se afla sub
grafic (fig. 5.3@)) sau deasupra lui (fig. 5.3b)).

In cazul &) se spune ca graficul functiei f O x O X
este 0 curba convexd, iar in cazul b) — o curba 3 b)
concavd. Fig.5.3
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Vom formulao definitie riguroasa aconvexitatii (concavitatii) si vom arataca derivata
adoua, daca exista, furnizeaza informatii concrete in aceasta privinta.

Fie functia f: 1 - R derivabila pe intervalul des- y -
chislsi x, e |. Tangentalagraficul functiei f n punc-
tul M, (x,, f(x,)) este dreapta de ecuatie o)
y=f(%)+ F/(%)(X= %)
Fiefunctia F: R >R, F(X) = f(x,)+ (%) (X—X,)- X
Graficul functiel F este tangenta M,T (fig. 5.4). o | & X
Se spune ca tangenta M, T se afla sub graficul funcfiei f daca Fig.54
F(x)< f(X) Vxel. Q)
Se spune ca tangenta M, T se afla deasupra graficului funcriei f daca
F(X)> f(x) Vxel. 2

Daca inegdlitatea (1) (inegalitatea (2)) este stricta pentru orice xe | \{x,}, se spune ca
tangenta M, T se &fla strict sub graficul funcriel f (strict deasupra graficului lui f).

Definitii. « Functia f: 1 >R (I cR) se numeste convexa (strict convexa) pe
intervalul | daca tangenta in orice punct al graficului functiei f se afla sub (strict
sub) acest grafic.

e Functia f: 1| >R (I cR) se numeste concava (strict concava) pe intervalul |
daca tangentain orice punct al graficului functiel f seafla deasupra (strict deasupra)
acestui grafic.

» Vom spune ca graficul functiel f este o curba convexa (strict convexa) sau o
curba concava (strict concava) peintervalul | daca functia f poseda proprietatea
respectiva pe acest interval.

Observarii. 1. Definitiaconvexitatii graficului unel func- B/

tii poate fi formulata si astfel: pentru orice coarda AB i/

cu abscisele apartinind intervalului I, portiuneagraficu- ! |

lui care uneste punctele A si B este situata sub aceasta | !

coarda (fig. 5.5). o ————%

2. Functia f este concava peintervalul | daca si numai Fig. 5'_5

daca functia - este convexa pe .

3. Uneori semai spune ca func-

tiile convexe au , concavitatea a8y b) Y

nsus’ (graficul lor ,tine apa’, t /\

fig. 5.6a)), iar functiile concave \/ |

au ,concavitatean jos’ (grafi- _ .

cul lor ,nutineapa’, fig. 5.6b)). o] x O] X
Fig.5.6
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Studiul concavitatii/convexitatii in baza definitiel este dificil chiar Tn cazul functiilor
elementare. Pentru functiile derivabile de doua ori, determinarea intervalelor de conca-
vitate/convexitate se reduce la studiul semnului derivatel a doua.

Teorema 3. Daca functia f: (a, b) >R este de doua ori derivabila pe (a, b) si
f”(x)=0 pentru orice xe (a,b), atunci aceasta functie este convexa pe acest
interval.

Tnlocuind f cu —f i tinind cont de observatia 2, obtinem urmatorul

Corolar. Fie f: (a, b) >R ofunctiededoua ori derivabila pe(a, b). Daca f”(x)<0
pentru orice xe (a, b), atunci functia f este concava pe (a, b).

I Observarie. Daca f”(x)>0 (f”(x)<0), Vxe (a, b), atunci functia f este strict

convexa (strict concava) pe (a, b).
% Si sedetermineintervalele de concavitate si de convexitate ale functiei f: R —» R:

a) f(x)=ax*+bx+c, a,b,ceR, az0; b) f(x)=x

Rezolvare:

a) Functia f satisface conditiile teoremei 3 si f”(x) =2a. Asadar, functia f este
strict convexa pe R, daca a>0, si strict concava pe R, daca a<0.

b) f”(x)=6x. Prinurmare, functia f este strict concava pe (-, 0) si strict convexa
pe (O, +o0).

Exercitiu rezolvat

2.2. Determinareaintervalelor deconcavitate, convexitate.
Punctedeinflexiune

Fie functia f: | - R derivabila pe intervalul deschis| si X,€ | un punct critic d
functiel f, adica f’(x,)=0. Am dtabilit dgja ca daca functia f’ are semne diferite la
stingasi ladreaptapunctului X,, atunci x, este punct de extrem local al functiei f. Exista
Thsa cazuri Tn care este dificil de a stabili semnul derivatel la stinga si 1a dreapta punctelor
critice. Tn aceste situatii vom aplica urmatorul criteriu suficient pentru extrem, fara a mai
studiasemnul functiel f’, cu conditiaca functia f este de doua ori derivabila pe I.

Teorema 4. Daca x,€ (a,b) este un punct critic a functiei f: (a,b) >R de
doua ori derivabild pe (a, b) si dacd f”(x,)>0 (f”(x,)<0), atunci x, este un
punct de minim local (maxim local) al functiei f.

Exercitiu rezolvat
%S4 se determine punctele de extrem local si extremele locale ale functiei definite prin
expresia f(x)=x>+6x"+9x.

Rezolvare:

Calculam derivatele de ordindle unu si doi: f'(x) =3x*+12x+9 si f”(x) =6x+12.
Functia f” se anuleaza in punctele x, =-3 si x,=-1. Cum f”(-3)=-6<0 si
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f”(-)=6>0, n baza teoremei 4 deducem ci x, =-3 este punct de maxim local a
functiel f si f(—3)=0 estemaximul & local, iar x, =—1 este punct de minim local a
functiel f si f(—1)=—-4 esteminimul ei local.

Daca functia f estededous ori derivabila in vecinatateapunctului x, Tncare f”(x,) =0
si daca functia f” are semne diferite la stingasi la dreapta punctului x,, atunci func-
tia f Tsi schimba concavitatean acest punct. De exemplu, daca f”(x) >0 pentru x< x,
si f7(X)<0 pentru x> X, (x apartine unel vecinatati a punctului x,), atunci functia f
este convexa lastingalui X, si concava ladreaptalui x,.

Definitie. Fie f: (a,b) R o functie derivabila pe (a, b). Punctul x,< (a,b) se
numeste punct deinflexiuneal functiei f daca exista o vecinatate (x, —J, X, +90),
astfel Tncit functia f este convexa pe (x, -6, X,) si concava pe (x,, X, +0) sau
invers (fig. 5.7).

a Y G,

o xO—IS X X8 X

Fig.5.7

Observarie. Daca x, este un punct de inflexiune al functiei f, atunci M, (x,, f(X,))
se numeste punct de inflexiune pentru graficul acestei functii.

Teorema 5. Fie f: (a,b) > R o functie de doua ori derivabila intr-o vecinatate
V(x,) apunctului x,e€ (a, b) si f”(x,)=0.Daca f”(x)<0, VxeV(X,), X<X,,
si 7(X)>0, VxeV(x,), x> X, sauinvers(dacd f”(x)>0, VxeV(x,), X< X,
si T7(x)<0, VxeV(X,), x> X,), aunci x, este punct deinflexiuneal functiei f.

Remarcam: conditia f”(x,)=0 nuimplica faptul ca x, este punct de inflexiune al
functiei f, dupa cum conditia f’(x,) =0 nuimplica faptul ca x, este punct de extrem
local a functiei f.

Intervalele de convexitate, de concavitate si punctele de inflexiune ale unei functii f
de doua ori derivabila pe uninterval pot fi determinate aplicind urmatorul algoritm:

® Secalculeaza f” si serezolva ecuatia f”(x)=0 (unele dintre solutiile acestei
ecuatii pot fi puncte de inflexiune ale functiel f).

© Se dabilescintervalele pe care functia f” are semn constant, acestea fiind inter-
valele de convexitate sau de concavitate ale functiei f .
® Sedetermina punctele de inflexiune ale functiei f .

Observarie. Daca Tn punctul x, nuexista f” sau f” esteinfinita, atunci acest punct
de asemenea este un eventual punct de inflexiune a functiei f.
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Exercitiu rezolvat
% S sedetermine extremele locale, punctele de inflexiune, intervalele de concavitate si
de convexitate defunctiei: a) f:R—R, f(x)=x-3x"-4;
b) f:R—-R, f(x)=(x’+4x+6)e™";
c) f:R—->R, f(x)=x]|x]
Rezolvare:
a) f’(x)=3x(x—2), deci functia f are doua puncte critice: x, =0 si x, =2. Cum
f”(x)=6(x-1), rezulta ca f”(0)=-6<0, f”(2)=6>0. Astfel, x, =0 este punct de
maxim local, iar x, =2 este punct de minim local al

functiei f. Semnul functiei f” esteindicat in tabloul de X | 1 oo
variatie a functiei f: f” -0 +
Asadar, functia f este concava pe (—e, 1) si convexa f — <

pe (1, +ee), iar 1 este un punct de inflexiune.

b) f'(x)=—(x*+2x+2)e* si f”(X)=x’e€*, VxeR. Ecuatia f’(x)=0 nu are so-
lutii Tn R. Cum functia f” estecontinua peRsi f’(0)=-2, rezultica f’(x)<0, VxeR.
Astfel, functia f este strict descrescatoare pe R. Ecuatia f”(x) =0 are solutia x, =0.
Punctul 0 nu este punct deinflexiune al functiei f, decarece f”(x)>0, Vxe R\{0}.

Prin urmare, graficul functiel f este convex pe R.

c) f'(x)=2]|x|, f'(x)>0, Vx=0, deci functia f este strict crescatoare. f”(x)=-2
pentru x<0, f”(x)=2 pentru x>0 si f” nuexista inpunctul x=0. Astfel, functia f
este concava pe (—oo, 0) si convexa pe (0, +<), iar punctul x=0 este punct de
inflexiune.

2.3. Asmptote

Fie f o functie definita pe multimeaE, care este un interval sau o reuniune (finita sau
infinitd) de intervale. Daca multimea E este nemarginita sau functia f este nemarginita,
atunci graficul e este o multime nemarginita de puncte din plan (in sensul ¢ nu exista nici
un dreptunghi care si contina integral acest grafic). Tn acest caz, vom spune ca graficul
functiei f are ramuri nemarginite.

Daca o ramura nemarginita agraficului functiel f seapropie oricit de mult de o dreap-
td data, se spune ca aceasta dreapta este 0 asimptota a graficului (pentru graficul)
funcriei f. Graficul unel functii poate avea asimptote orizontale, oblice, verticale.

2.3.1. Asimptote orizontale

Consideram o functie f: E — R, unde multimeaE contine
uninterval deforma (a, +eo) sau +e este punct deacumulare
pentru E. Tn acest caz, graficul functiei f are o ramura nemar- Q
ginita. Fie | (I e R) unnumar si consideram dreapta de ecuatie
y=1| (paraela cu axa Ox). Pentru orice numar Xe (a, +), P =|

notam prin P (prin Q) punctul de abscisi x Situat pe dreaptade O X X
ecuatie y =1 (respectiv pe graficul functiel f) (fig. 5.8). Fig.5.8
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Definitie. Dreapta de ecuatie y=I| se numeste asimptota orizontala la 4+ a
graficului functiel f (afunctiei f) daca lungimeasegmentului PQ=| f (x)—I | tinde
lazero cind x — +oo, adica lim|f(x)—1]=0.

Aceasti conditie este echivaenta cu faptul ca lim f(x)

y
exista si ca lim f(x) =I.
O definitie similara poate fi formulata si pentru asimp- Q
tota orizontala la — a graficului functiei f Tn cazul in y=f(X) P
care multimea E contine un interval de forma (—e, a) y=1 :
sau —o este punct de acumulare pentru E (fig. 5.9). X 0 X
Daca limita lim f(X) (lim (X)) nu exista sau este Fig.5.9
infinita, atunci graficul functiel f nu are asmptota orizon-
tald la +e (respectiv la —oo).
Exercitiu rezolvat
% S3 se determine asimptotele orizontale ale graficului functiel f: R - R:
2
8 f(0=—"—; b) f(x)=2"
1+x
0 f(x)=¢€; d) f(x)=xsinx.
Rezolvare:
2
a) Iim1 X >=1. Prin urmare, dreapta de ecuatiey =1 este asimptota orizontaa la
o 14 X

400 sl la —o agraficului functiei f.

b) lim2*=0. Deci, dreapta de ecuatie y=0 (axa Ox) este asimptota orizontala la

X—>—c0

— agraficului functiei f. Deoarece lim 2" =+, rezulta ca graficul functiei f nu are

X—>-+oo

asimptota orizontala la +oo.

¢) Cum lime =+, rezulti ca graficul functiel f nu are asimptote orizontale.

X—>o0

d*) Graficul functiei f nu are asimptote orizontale nici la +eo, nici la —e, deocarece
nu exista limitele lim xsinx, lim xsinx.

X—>oo X—>—00

2.3.2. Asimptote oblice

Fiefunctia f: E — R, unde multimeaE contineunin-
terval deforma (a, +e°) (Sau +-o estepunct deacumulare
pentru E), si dreaptade ecuatie y=mx+n, m=0. Pentru
orice xe (a, +e) notam prin P (prin Q) punctul de absci-
si X Situat pe dreapta de ecuatie y=mx+n, m=0 (res-
pectiv pe graficul functiei ) (fig. 5.10).
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Definitie. Dreapta de ecuatie y=mx+n, m=0, se numeste asimptota oblica
la +e a graficului functiei f (a functiei f) daca lungimea segmentului
PQ=|f(x)— (mx+n)| tindelazerocind x — +eo, adica XILrIJc(f(x)—(mx+ n))=0.

Teorema 6. Dreapta de ecuatie y=mx+n, m=0, este asimpto;[é oblica la +e
a graficului functiei f: E—R daca si numa daca m:XILrpN¥ (m=0) si
n=lim(f(x)—mx).

FiemultimeaE contineun interval deforma (—ee, a) sau —« este punct deacumulare
pentru E. Tn mod similar se defineste notiunea asimptota oblici la —e a graficului
functiel f si se formuleaza teorema 6 pentru astfel de asimptote.

Exercitiu rezolvat

% S sedetermine asimptota oblica agraficului functiei:
2

a) f: R\{-} >R, f()=X"*1

x+1’
c) f:R->R, f(xX)=sinx

2

b) f:R\{T >R, f(x):ﬁ;

Rezolvare:
PO 0 I G = (X +1 B
g m=lim X _lemx(x+1)_1$I n=lim(f (x)-mx)=lim xi1
o X1 =X A : .
_IlmT_—l. Asadar, dreapta de ecuatie y=x—1 este asimptota oblica la
400 si la —o agraficului functiei f.
T O x> T X _
) m=fim == fim gy =51 =m0 -9 = Jim| g% )=
e X=X X . . . e
_XllrpoT—l. Prin urmare, dreapta de ecuatie y = x+1 este asimptota oblica la

+oo agraficului functiei f.1nmod similar, daci x — —eo, Obtinem ca dreapta de ecuatie
y=—x-1 este asimptota oblica la — agraficului functiei f.

¢) Graficul functiei f nu are asimptote oblice nici la +e, nici la —, deoarece
lim31X o si |im@:o, insa nu exista limitele limsinx si limsinx.
X—oo X X—eo X X—>+o0 X—y—c0

2.3.3. Asimptote verticale
Exemple

\y

1. Considerdam functia f: (0, +e0) - R, f(X) :%
(fig. 5.11). Observam ca lim f(xX)=0 si, prin urmare,

dreapta de ecuatie y =0 este asimptota orizontala pen-
tru graficul functiei f. Din lectura graficului functiei f

rezulta ca daci x tinde la zero, punctul M (x, ;l() x>0,
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a graficului, de abscisi x, se apropie de axa Oy. Tn acest caz spunem ca graficul func-
tiel f are asimptota verticala axa Oy, adica dreapta de ecuatie x=0.

. . 1 . YA
2. : = .92.12).
Fiefunctia f: (0,) -R, f(X) XA-%) (fig. 5.12)
: L | e
Avem leigf(x)_lxlmm_+ si ULT}f(X)—J’ .
Drepteledeecuatii x=0 si x=1 sint asimptote verti-
caleadegraficului functiel f.
Vom formula riguros termenul asimptota verticala. ) 1 1 x
Fie functia f: E—>R si a un punct de acumulare 2
pentru multimea E. Fig.5.12

Definitii. » Daca limita la stinga Iimof(x) este +e sau —eo, Sespune ca dreap-
ta de ecuatie x=a este asimptota verticala la stinga pentru graficul functiei f
(pentru functia f).

* Daca limitaladreapta lim f(x) este +- sau —ee, Sespune ca dreapta de ecua-

x—a+0

tie x=a este asimptoti verticala la dreapta pentru graficul functiei f.

* Dreapta de ecuatie x=a este asimptota verticala pentru graficul functiei f
daca ea este asimptota verticala la stinga, |a dreapta sau de ambele parti.

Daca dreaptade ecuatie x = a este
asimptota verticala la stinga pentru
graficul functiei f, atunci lungimea
segmentului PQ tinde la zero cind
x—a-0, iar ordonata punctului Q
tinde la —~ (fig. 5.13 @)) sau la +
(fig. 5.13 b)). 5

O interpretare geometrica similara
se obtine si pentru asimptota verticala b)
la dreapta pentru graficul functiel f. Fig.5.13
(Hustrati!)

£(x)

x<|---
<8}
x

Observarie. Din definitie conchidem ca asimptotel e verticale e graficului unei functii

f: E—>R sevor cauta printre dreptele de ecuatii x=x, unde x; sint punctele de
discontinuitate de speta a doua si/sau punctele de acumulare finite pentru multimea E
care nu gpartin lui E.

In particular, daci E =(a, b) si functia f este continua pe (a, b), atunci dreapta de
ecuatie x=a (x=Db) este asimptota verticala la graficul functiel f daca si numai daca
limf (X) = (respectiv Iirrbl f (X) = o0).
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Exercitiu rezolvat
% Si se determine asimptotele verticale ale graficului functiei:

8 f:(-11)—R, f(x)=X21_1; b) f( z 2)—>IR f(X) =tgx.

Rezolvare:
a) Cum functia f este continua pe (-1, 1), eventualele asimptote verticale pentru
graficul functiel f sint dreptele de ecuatii x=1 si x=-1.

Calculam: 1,(1) = lim —t— =, I,(-1)= lim

x=1-0 X 1 X—-1+0 X

deecuatii x=1 si x=-1 sint asimptote verticale ae graficului functiei f.

1 = —oo, Prin urmare, dreptele

b) Am stabilit (modulul 2) ca IS(Z)— [im tgX=4oo si | (—E): lim tgx=—o

x—>§—0 2 x—>—%+0

Deci, dreptele de ecuatii x:% si x:—% sint asimptote verticale pentru graficul
functie f.

Exercitii propuse |

__B_|

1. Sasedetermineasmptotele (orizontale, oblice, verticale) degraficului functiei f: (0, +) > R:

y b) vy oy
//+ \
3 3
G 2 G "\Gf /-
! 1 1
e} X o0 /] X 0

2. Si sedetermine asimptotele (orizontale, oblice, verticale) alegraficului functiei:

3
a) f:(0,+0) >R, f(X)=q/%: b) f: (-2,2) >R, f(x)=—X—;
X’ X =4
9 1: (0+) >R, (0= L. d) f:R-R, f(x)=—X—.
-1 X +1
3. Sasedetermlnemtervaldedeconvexitamesi de concavitate ale functiei f: D —»R:
a) f(X)=x>+9x* —x+1; b) f(x):ﬁ; 0 f(x)=sinx
2
d) f(x):e*—x7; €) f(x):x+%/;;
f) f(X)=x’Inx; g) f(x)=xsin(Inx).
4. Si sedeterminepuncteledeinflexiuneaefunctiei f: D > R:
a) f(x)=x —4x +5%% = 2X; b) f(x)=33x—-1+3x+1;
c) f(x)= > (a>0); d) f(x)=x+snx;
) f(x)=x+x3; £) £(X) =14 X 9 (=% X+1
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5. Sa sedetermine asimptotele (orizontale, oblice, verticale) alegraficului functiei f: D > R:

a) f(x)=\/%; b) f(X)=x+snx; 0 f(x):e'%';

d) f(x):%; ) f(x):lil_gz; £) £ () =/x+1-Yx-1
6. Fiefunctiilereprezentate grafic:
vt g b Yt ¢, oY d 7

G, G

OXO'—B XoX[;+5 X OK—3 X X+ X Olx~8 5<0x(;+8 X Olx~8 X x+8 X

X [%—0  Xo X+ 6
Pentru fiecare functie sa se transcrie si £/

sa se completeze tabloul de variatie: 7

f

7. Sasescrieofunctieal carei grafic are asimptote verticale dreptele de ecuatie x, =k, ke Z.

BEEN| Reprezentarea grafica afunctiilor

A reprezenta grafic o functie f: E—R Tnseamna a trasa (a desena) graficul el
G, ={(x, f(x))|xe E} intr-un sistem de axe ortogonale xOy. Pentru trasarea graficul ui
functiei f recomandam parcurgerea urmatoarelor etape de determinare succesiva a
unor elemente caracteristice functiei date.

I. Domeniul de definitie al functiei. Daci domeniul de definitie a functiel f nu
este specificat, se subinselege ca este indicat domeniul ei maxim de definitie, format din
multimea D cR, pentru care f(x), xe D, are sens. In probleme cu continut fizic,
economic, geometric etc. pot fi restrictii suplimentare referitoare ladomeniul respectiv de
definitie (studiu).

Dupa ce a fost determinat domeniul de definitie a functiei f, se afla punctele de
intersectie a graficului ei cu axele de coordonate: cu axa Ox (y=0) — sint punctele de
forma (x;, 0), (x,,0),..., X, X,,... fiind solutiile ecuatiei f(x)=0 (daca acesteaexista);
cu axa Oy (x=0) — este punctul (O, f(0)), daca Oe D.

[. Semnul functiel si eventualele smetrii ale graficului. Daca f >0 (f <0),
atunci graficul functiel f este situat deasupra (respectiv dedesubtul) axei Ox.

Daca f este o functie para (impard), atunci graficul e este simetric fata de axa Oy
(respectiv fata de originea sistemului XOy), si Tn acest caz este suficient ca domeniul de
studiu s fie D[]0, +).

Daca f este o functie periodica, atunci este suficient si se studieze functia pe un
interval delungime egala cu perioada principala a acesteia pentru caapoi graficul ei sa se
traseze prin trandlatii paralele pe multimea D.
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[1. Limite la capetele intervalelor, continuitatea funcfiei, asimptote. Daca
multimea D este nemarginita, atunci se calculeaza (daca exista) limitafunctiei f la +e
(sau/si la —=), se determina (daci exista) asimptotele orizontale, oblice ae graficului
functiel f.

Daca D este o reuniune de intervale, atunci se calculeaza limitele laterale ale func-
tiel f la capetele fiecaruia dintre aceste intervale. Simultan se determina eventualele
asimptote verticale. De asemenea, se determina multimea de puncte ae multimii D in
carefunctiaf este continua, iar in punctele de discontinuitate se calculeaza limitele laterale.

IV. Derivata intii. Se calculeaza f’. Se stabileste multimea D,. pe care functia f
este derivabila. Se rezolva ecuatia f’(x)=0, adica se determina punctele critice ale
functiel f. Solutiile acestei ecuatii, precum si punctelein carefunctia f nu este derivabila
sau in care derivata ei este infinita, sint eventualele puncte de extrem local ale acestei
functii. Ele divizeaza multimeaD Tntr-un numar finit (sau infinit) deintervale. Se studiaza
semnul functiel f’ pefiecaredintreintervalele obtinute. Astfel sestabilescintervalele de
monotonie, punctele de extrem local si extremele locale ale functiel f.

Daca functia f este de doua ori derivabila, atunci, pentru trasarea graficului e cu o
exactitate sporita, se executa etapa V.

V. Derivata a doua. Se caculeaza f” si se rezolva ecuatia f”(x)=0. Solutiile
acestel ecuatii, precum si punctele in care derivata adoua nu exista sau este infinita, sint
eventualele puncte de inflexiune ale functiei f. Se stabilesc intervalele pe care derivataa
doua are semn constant, se determina semnul functiel f” pe aceste intervale (acestea
fiind interval e de concavitate si/sau de convexitate ale functiei f) si se determina punctele
el deinflexiune.

VI. Tabloul de variafie* a functiei f include rezultatele obtinute in etapele 1-V.

Tnliniaintii se trece informatia referitoare la domeniul de definitie al functiei f si la
valorile remarcabile aelui x (zerourile derivatel or intii si adoua, punctelein care deriva-
tele f’ si f” nuexista sau sint infinite).

In linia a doua se trece informatia referitoare la derivata Intii, obtinuta Tn etapa
aIV-a In coloana fiecirui zerou al derivatei se scrie 0. Se scrie semnul derivatei pe
intervalele obtinute.

In linia a treia se trece informatia referitoare la derivata a doua, obtinuta in etapa
aV-a. Tn coloana fiecirui zerou al derivatei a doua se scrie 0. Se scrie semnul derivatel
adoua pe intervalele obtinute.

Tnultimalinie, prinsigeti,, .~ ", ~\.” senoteaza monotoniafunctiei f,iar simbolurile
,~__",, —" arata convexitatea, respectiv concavitateaei; literele m, M saui semni-
fica faptul ca punctul respectiv este punct de minim local, de maxim local sau punct de
inflexiune.

VII. Trasarea graficului. Tntr-un sistem de axe ortogonale xOy se traseaza Tntii
asimptotelegraficului functiei f (daci acesteaexista), apoi puncteleremarcabile (X, f (X))
din tabloul devariatiea functiei f. Punctele remarcabile ale graficului functiel f seunesc

1 Informatiile ce tin de periodicitatea, concavitatea, convexitatea functiei, de derivata a doua a
functiei si de punctele deinflexiune ale acesteiaserefera numai laprofilul real.
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printr-o linie curba, tinindu-se cont de paritatea, periodicitatea, monotonia, asmptotele,
convexitatea si/sau concavitatea functiei f.
I| Observarie. Etapa a V-a poate fi omisa in cazul unor dificultati de calcul.

Tn continuare vom trasagraficele unor functii, parcurgind sistematic etapel e mentionate.
Exercitii rezolvate
L 1S setraseze graficul functiei f: D - R:

a f(x)= ——2x + 3X;

£(x) = _ sin X
b) 09 1+ sz 0 (9= 2+cosx’
Rezolvare:

a) |. Domeniul maxim de definitie a functiel f este R.
3
Pentru x=0 avem f(0)=0. f(x):O@%—2x2+3x:O<:> X(X*-6x+9) =0
< xe{0, 3. Asadar, graficul functiei f trece prin originea sistemului de axe ortogo-

nale xOy si intersecteaza axa Ox Tn punctul x, = 3.

[l. Functia f nu este nici para, nici impara, deoarece f(—x)=—%3—2x2—3x si
f(=x) % £ (%), f(=x)%—f(x). Cum f(x):%(x3—6x2+9x)=%x(x—3)2, rezulta ci
f(x)=0 pentru x>0 si f(x)<0 pentru x<0.

[11. Functia f este continua pe multimea R, deci asimptote verticale nu are.

Calculam limitele lacapeteleintervalului (—eo,+<0). Avem:

lim f(x) = Iirp%x(x—S)z — oo i lim f(x) = Iim%x(x—3)2:+oo.

Astfel, graficul functiei f nu are asimptote oblicesi nici orizontale.
IV. f'(X)=x—4x+3.
f'(X)=0& x* —4x+3=0< xe{1, 3. Punctele x, =1 si x, =3 sint punctecritice.

V. Renuntam lastudiul derivatei adoua, intrucit acest exemplu este prevazut si pentru
profilul umanistic.

V1. Alcatuim tabloul de variatie al functiei f: y
X |—oo 1 3 +co
f’ + 0 - 0 + %-----:
f M N m
Constatim ci I\W:f(l)_1 2+3_;1 O 1 2 3 X
m=f(3= 9 18+9=0.

VII. Graficul functiei f este reprezentat in figura 5.14. Fig.5.14
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b) 1. Domeniul maxim de definitiea functiei f este multimea R.
Graficul functiei f intersecteaza axele de coordonate numai in originealor.

Il. Functia f nu este periodica; f este impara, deoarece este definita pe R si
f(—x)=—1(x), Vxe R. Prin urmare, este suficient sa restringem domeniul de stu-
diu (R) lamultimea R, =[0, +<o).

[11. Functia f este continud pe R. Limitele ei la capetele intervalului (—eo, +o0) sint
lim f ()= lim—>—=0 si lim—=_=0. Asadar, dreapta de ecuatie y=0 este

X—r—c0 x——0] 4 X x—+ee T 4 X

asimptota orizontala la — i la + agraficului functiei f.

1-x2

(AVA f’(x):m, Vxe R. Ecuatia f'(x)=0 are solutiile x =-1si x,=1
(punctelecriticealefunctiel f). Pentru x>0 seaccepta numai x, =1. Evident, f (1) =0,5.
2
V. f”(x):%_ Solutia ecuatiei f”(x)=0 pentru x>0 este X, =+/3.
+ X
V1. Tabloul devariatie a fuicyel f pentru <o 1 73 .
x> 0 estecel daturat,incare M = (1) =0,5 ” A
este un maxim local, iar /3 este un punct de o 0 -
inflexiune. Punctul O este de asemenea un —
punct deinflexiune. L R Y IV N
VII. Trasam graficul functiei f pe R, y
(fig. 5.15). Cumfunctia f esteimpara, con- 1
struim, fata de originea sistemului de axe 3 a4 2 CY
ortogonale xOy, simetricul graficului trasat ! {0 113 X
pe multimea R, si obtinem graficul func- 2
tiei f pemultimeaR. Fig.5.15

c)l. D=R. Pentru x=0 avem f(0)=0. f(X)=0<snx=0< xe{kr|ke Z}.

Graficul functiei f intersecteaza axa Oy in origine, iar axa Ox — in punctele
X, =km, ke Z.

Il1. Functia f este impara, periodica cu perioada principala 2z. Deci, vom studia
functia f pe [0, 2r], iar latrasarea graficului e vom tine cont de simetria acestuia fata
de originea sistemului de coordonate si de periodicitatea functiel f.

[1l. Functia f este continua, asimptote nu are.
IV, /(x)=—<F2C0SX_ Ecigia £/(x)=0 pe [0, 27] are doua solutii: xlz% si

(2+ cosx)?

4
X, =L

3
V. Fiind complicat, renuntam la studiul derivatei a doua.
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V1. Alcatuim tabloul devariatieal functiel f x |o 2 4 o
(pe [0, 2r]): 3 3
Congtatim ci M_f(zn)zT f’ + 0 - 0 +
i = f(ﬂ)z_i i oM N m
3) 3

VII. Trasam graficul functiel f pe [0, 2r], apoi, prin trandatii, Tl prelungim pe multi-
mea R periodic cu perioada 2. O portiune agraficului functiel f este reprezentata in

figura5.16. y
S e
“2, 7 T N\ 3 B : 3 s

% 2. Seconsiderd functia f: D—>R, f(x)= %, unde ae R. Sa se traseze

graficul functiei f, stiind ca €l trece prin punctul de coordonate (1, 1).
Rezolvare:

. . _ 3
[. Cumpunctul (1, )e G, obtinem: f()=1 < M+a)

2
Asadar, f(X) _ 22X+l si domeniul maxim de definitie a functiel f este multimea
X(X+2) ’ ’ ’

D = (-0, —2)U (-2, 0) U (O, +oo).
Graficul functiel f nu intersecteaza axele de coordonate.
[1. Functia f nu este periodica; f nu estenici pard, nici impara; f(x)>0 daca si numai
daca X(x+2)>0 (xe D), adica xe (—e, —2)U(0, +), si f(X)<0e xe (-2, 0).
[1. Functia f este continua pe D. Limitele el la capetele intervalului (-2, 0) sint:

=1 a=2.

2x% +1 22X+l

.(-2)= >(—> 2 0X(X+ 2) =teo, 14(=2)= H 2+o X(X+ 2) !
B 2x° +1 e . 2x° +1 -
(0= IIrI3>x(x+2) 1= 1mx(x+2) e

Prin urmare, dreptele de ecuatii x=-2 si x=0 sint asimptote verticaelastingasi la

dreapta pentru graficul functiei f.

2
Cum IXirQ f(x)= ler[] Z(X +21) =2, rezulta ca dreapta de ecuatie y =2 este asimptota

orizontala la —eo si la +oo pentru graficul functiel f.

—2X=2 yyeD i f/(x)=0 daci x1=—%, X, =1.

V. f (X) W’
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V. Fiind complicat, renuntam la studiul derivatei a doua.

V1. Tabloul de variatie a X |0 2 _1 0 1 +oo
functiel f este urmtorul: . 2 .
Constatam ci M= f (1) =1 si ffl+ +1+4 +0- -1 -0+ +
mzf(_%)z_z_ S NN

Yi
VII. Graficul functiei f estereprezentat
infigura5.17.

Exercitii propuse |

1. Sasetrasezegraficul functiei f: R —>R:
a) f(X)=-2x"+x+1, b) f(X)=x*+3x—4;

c) f(X)=x"-3x+2 d) f(x)=x*(x-1>.

__B_|

2. Sisetrasezegraficul functiel f: D —R (incazul unor eventualedificultati decalcul, etapacu
derivata a doua poate fi omisa):

a) f(x)=xInx; b) f(x):%zz; €) f(X)=x++1-%;
d f(=e"; 9 f(9=——; ) 100=122X0,
9) f(x)=(x-3x; h) f(X)=sinx+cos'x.

3. Stiind ca sumalungimilor catetelor unui triunghi dreptunghic este egala cu a:
a) sa se exprime ariaacestui triunghi in functie de lungimea unei catete;
b) sa se construiasca graficul functiei obtinute;
C) sa se determine ariamaxima a acestui triunghi (ceamai mare valoare afunctiel obtinute).
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BEZH Avlicatii ale derivatelor in fizica, geometrie

si economie. Probleme de maxim i minim

VVom aplica rezultatele teoretice obtinute anterior privind determinarea punctelor de
extrem ae unor functii. Astfel, vom exemplifica eficacitatea aplicarii metodelor analizei
matematice la rezolvarea unor probleme de fizica, geometrie, economie etc. ce au ca
obiectiv determinarea parametrilor optimi de functionare aunor sistemetehnice, economice,
care ar asigura un randament maxim, o putere maxima, ar optimiza consumul de energie,
de timp, ar minimaliza pierderile. Rezolvind atare probleme, se realizeaza un anumit
procedeu, numit optimizare, care consta in alegerea si In aplicarea celei mai potrivite
solutii din mai multe posibile, in selectarea parametrilor ce corespund maximului sau
minimului unei functii. Mentionam ca rezolvarea unor astfel de probleme nu intotdeauna
este posibila daca sint folosite doar metodele algebrei sau geometriei elementare.

Pentru a determina val oareamaxima sau minima aunel marimi, vom exprimavalorile
acesteia printr-o functie, apoi vom studia variatia functiei obtinute.

Probleme rezolvate

% 1. Dintr-o bucata de tabla de forma dreptunghiulara cu laturile de 50 cm si 80 cm se
decupeaza in fiecare colt un patrat, apoi seindoaie marginile formate. Se obtine o cutie de
forma unui paralelipiped dreptunghic fara capac. Sa se determine Tnaltimea cutiei, astfel
Tncit volumul e si fiemaxim.

Rezolvare:

Notam cu x lungimea laturii patratului decupat si
calculam volumul 7(x) & cutiei obtinute:

7/(X) = X(50—- 2X)(80— 2x) = 4x° — 260x” +4000X, 50-2x|| |

unde x variaza in intervalul [O, 5—20:| =[0, 25]. Astfdl, X
problemasereducela determinareacelél mai mari valori X 5_30—2X
afunctiei 7 [0, 25] > R, 77(x) =4x’> — 260X’ +4000x. Fig.5.18

Aflam extremele functiei 7. Avem 77(X) =12x* —520x+4000. Rezolvam ecuatia

77(x)=0 si obtinem ca in [0, 25] eaare o solutie unici: X, =130_T V4900 =10.

Cum 7°(0) =7 (25) =0, rezulta ca in punctul x, functia 7" ia ceamai mare valoare.

o Ao

Raspuns: Cutia are volum maxim daca inaltimea el este de 10 cm.

% 2. Dintretoate dreptunghiurile cu acelasi perimetru 2a, sa se afle cel cu aria maxima.
Rezolvare: A a—x D
Fie x lungimea laturii AB a dreptunghiului ABCD,

AD > AB (fig. 5.19). Atunci AD = Za; 2X

dreptunghiului ABCD este .«/(X) = x(a— X) = —x* + ax. B C

Fig.5.19

=a- X Aria
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Consideram functia .«/: [0, a] = R, .«/(X) =—Xx* + ax.
Atunci .«/’(X)=-2x+a. .«/'(X)=0& -2x+a=0< x= a

E.
Obtinem tabloul de variatiea functiei A: [0, a] - R: x o % a
2
Dreptunghiul ABCD are aria maxima ly/(%):% A (X) + 0 -
daci e este un patrat cu latura 2,
a un pa 2u u 5 | %2\

~ 7 a o -
RaSpUNS. o/, =7 unitati patrate.
Consecinga. Daca suma a doua numere pozitive este cunoscuta, produsul lor este

maxim in cazul Tn care numerele sint egale.

Se poate demonstra ci suma a doua numere pozitive, cu produsul lor constant, este
minima daca numerele sint egale.

% 3. Sa sedetermine coordonatele punctului graficului functiel f: R >R, f(X)=x*+3,
aflat ladistantaminima de punctul M (10, 5) (fig. 5.20).

Rezolvare:

Orice punct A a graficului functiei f are abscisax si ordonata X* +3, xe R. Notam
cu ¢(x) distantadintre punctele M si A si obtinem:

o(X)= \/(x—10)2 + (X% +3-5)? =+/x* — 3x> — 20x +104.
Problema se reduce |la determinarea minimului functiei y
0. R >R, ¢(x)=/x* —3x* — 20x+104.
2x° —3x-10

VX' —3x% — 20x+104
Punctul x, =2 este punct de minim local pentru func-
tia @, deoarece ¢’ < 0,daci x< 2,si ¢’ >0, daci x> 2.
Atunci f(2)=2°+3=7. Astfel, coordonatele punctu-
lui Asint 2si 7.

Raspuns. Punctul are coordonatele 2 si 7.

Avem: ¢’(X) = =0 x=2. A

M(10,5)

ol 2 X
Fig.5.20

% 4. Un lot de pamint de forma dreptunghiulara trebuie Tngradit, stiind ca dintr-o parte
este dgja construit gard. Pretul unui metru de gard parael cu gardul deja construit este de
1001el, iar a unui metru derestul gardului —de 150 lel. Sa se determine ariamaxima care
poate fi Tngradita, daca se dispune de 18000 lei.

Rezolvare:

Fiexsi ydimensiunilelotului, atunci, din conditia problemei, avem:

100- x+2-150- y=18000 < x+3y=180< y=60—

Arialotului .«/(X)=X-y= x(GO—é). (X)) = 60—§x.

X
3




Modulul 5

Pentru ..//(x) = O obtinem 60—§x=0(:> X = 90.

Deoarece .«/”'(X) = —% <0, rezultd ca in x=90 functia ./(x) are un maximum.

Prin urmare, aria maxima care poate fi ingradita ./, = 90-(60—@): 2700 (m?).

3
Raspuns: 2700 m?.

% 5. Si sedeterminetraseul cel mai economic pentru B
construirea unei cai ferate ntre localitatile A si B, A

stiind ca o portiunedelungime d aei trebuie construita !

parad si Tn imediata vecinatate a unei sosele. h, M N
Rezolvare: X d a-x—d
Fie h, h, distanteledintre A, respectiv B, si sosea, a

a — distanta dintre proiectiile punctelor A si B pe Fig.5.21

directiasoselei (fig. 5.21).
Evident, costul traseului estedirect proportional cu lungimeatraseului L(x). Dinfigura

avem:
L(X)= AM + MN + NB=1/x* +h’ +d +/hZ + (a— x—d)?,
Avemn L'(X) = X a-x—d

\/x2+hlz_\/h22+(a—x—d)2'
(a-dh  _(a-dh
h+h "7 h-h ~

, functia L(x) are un minim, deoarece L"”(x,) > O.

Solutiileecuatiei L'(x) =0 sint x, =

(@a-d)h
h+h,

Asadar, L, =L(x)=4/(a—d)?+(h +h)? +d.

Tn punctul x, =

% 6. Cererea pe piata pentru un produs este descrisi de functia definita prin formula
p(x) = 780—2x—0,1x*, unde x este numirul de unititi de produs, iar p — pretul (in lei).
Cheltuielile medii de fabricare a unei unitati de produs se descriu de functia definita

prin formula C(x) :@+500+ 2x. (Functia cererii si functia cheltuielilor medii se

determina Tn baza datel or statistice.)

Sa sedetermine beneficiul brut maxim obtinut din vinzareaprodusului si pregul respectiv.
Rezolvare:
Beneficiul brut B(x) este egal cu diferenta dintre pretul de vinzare si cheltuielile de
fabricare aprodusului, adici B(x) = p(X)- x—C(x)- x=
— (780—2x— o,nz)x—(&fo 1500+ 2x)x — 280x— 4x* — 01X — 1000.

Derivata B'(x) =280-8x—0,3- x°.
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28
0,6
(care nu corespunde conditiei problemel). Deoarece B”(20) <0, in punctul x=20 avem
maxim. Astfel, obtinem beneficiul brut maxim B(20) = 280- 20— 4-20° —0,1- 20° —~1000=
=2200 (lei) si pretul respectiv p(20) = 780—2-20-0,1- 20° = 700 (lei).

Raspuns: 2200 lei; 700 lei.

Din B’(x) =0 obtinem ecuatia 0,3x* +8x—280=0, cu solutiile x, =20, X, =—

% 7. Un camion trebuie sa parcurga 100 km cu o viteza medie de v km/h (cu conditia ca
V2
300
care cheltuielile sint minime), stiind ca soferul esteretribuit cu 30 lei/h, iar benzina costa

1216 litrul.
Rezolvare:

40<v<70), consumind | 8+ litri/h de benzini. Sa se afle viteza optima (pentru

2
Distantaafost parcursi in 100 ore, in care s-au consumat g+ V" ] 100_V +2400
’ v 30 v 3

litri de benzina. Tn aceste conditii, cheltuielile totale pentru intregul parcurs sint

2 2
c(v):30-¥+12-v +32/400:4v +13600 (lei).

Viteza optima este cea pentru care cheltuielile totale sint minime. Rezolvam ecuatia

2 e
c’(v) :W:O si obtinem v, =,/3400 =58,31 (km/h). Prin urmare, pentru

aceasti valoare a vitezel cheltuiglile totale sint minime.
~ 58,31 km/h.

Raspuns: V.,
% 8. Un muncitor trebuie si deplaseze o piesi de bronz pe o placa de fonta asezata pe un
plan orizontal, cu ajutorul unel forte Q. Masa piesel este de 100 kg, iar coeficientul de
frecare dintre bronz si fonta u=0,2. Sa se determine masura unghiului ¢, format de
directia fortei si planul orizontal, astfel incit forta Q necesara acestel deplasiri sa fie
minima.

Rezolvare:

Din figura 5.22 se constata ca echilibrul dinamic Y4
a foigdor de frecare I_i de tractiune 6 de greu- N 5
tate G si de reactiune N este asigurat daca: [ P .

Qcoso — F =0, F_ )
{N+Qsina—G=0. o X

Din acest sistem, substituind formulapentru forta é
de frecare F =uN, determinam functia Q(c), a
carei minim trebuie aflat: Fig.5.22

G
Qo) = cosaﬁysina'




Modulul 5

Astfel, problema se reduce la determinarea celei mai mici valori a functiei
G
110, T R, - M5
Q [ 2]% Q@) coso + usino
_ uG(ucoso —sina) . Solutia ecuatiel
(cosa + usina)?
Q'(x) =0 este o =arctgu. Pentru aceastd valoare functia Q(cc) are un minim:

_uG

Substituind datel e problemei, obtinem:
_0,2-100

tgor=02 o ~11°20"si Q=
J1+0,2°
Raspuns: =11°20".

% 9. S3 se determine Tnaltimea |a care trebuie asezatd o sursa de lumina deasupra unei
platforme circulare de raza a pentru ca iluminarea platforme si fie maxima, stiind ca
intensitatealuminoasa | pe directiaverticala este constanta, iar iluminareat E este data de

formula E = ! ";SSO‘ , unde o este unghiul de incidenta arazelor pe aceasta suprafata.

Aflam extremele functiei Q. Avem Q'(&) =

~19,6 kg.

Rezolvare;

Notam cu x distanta de la sursa de lumina pina la

platforma. Din figura5.23 obtinem:
X

JaZ+x s
Prin urmare, functiaal carei maxim trebuie deter- Al
minat este E=E(X) = l-x xe (0, +o0).

r’=a’+x* si coso =

3 1
(a® +x%)2
Egalind derivatacu zero, obtinem:
)= (@ +x )2 -3x*(a’ + x )2

E'( =0,
(a®+x%)°
solutiafiind x=-2 Pentru aceasta valoarefunctia E(X) areunmaxim: E__, 2l .
V2 " 3/3
. a
Raspuns: x=—.
V2

% 10. Care trebuie sa fie rezistenta unui circuit extern, astfel Tncit sursa de curent cu
tensiunea electromotoare € =10V si rezistenta interna r =20Q si debiteze o putere
maxima? Care este valoarea numerica a acestel puteri?

Rezolvare;

Notam cu X rezistenta circuitului extern si cu P puterea curentului electric pe circuitul

extern. Atunci, conform formulei pentru puterea curentului, avem: P =17x, unde| este

intensitatea curentul ui, care poate fi determinata din legealui Ohm: | :%.

1 Unitatea de masura pentru iluminare este luxul (1x).
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2

Deci, obtinem functia P(X):ﬁ' xe (0,+ ), acare derivata
2— p—
P(x)=¢ (X+r) 2x§x+r) a2 T x3
(X+r) (X+r)
se anuleaza pentru x=r. In x=r functia P(x) are un maximum. Substituind datele
S B _e* 5
problemei, obtinem P, = P(r) = w4 w
Raspuns: x=r, P, :% W.

Probleme propuse |

1. Un punct material semisci rectiliniu conform legii s(t) =12t —t® (seste distantaexprimati in
metri, iar t—timpul exprimat in secunde).
a) Care esteviteza punctului material in momentul initial?
b) Peste cit timp de la plecare punctul material se vaopri? Care este distanta parcursa pina in
acel moment?

2. Un element galvanic de tensiune el ectromotoare E si rezistenta interioara r produce un curent

deintensitate| intr-un circuit extern derezistenta R. Intensitatea curentului este data derelatia
RE®
(r+R)?’

I :%. Puterea efectiva aelementului galvanic este P(R)=RI? =

Sa se determine rezistenta R pentru care puterea P aste maxima.

3. Tntr-untriunghi cu o latura de lungime a si Tnaltimea corespunzatoare acesteia h se inscrie un
dreptunghi, astfel Tncit una dintre laturile sale este continuta de aceasta latura. Sa se afle aria
maxima adreptunghiului.

4. Pretul unei unitati de produs este de 225 lei. Cheltuielile de fabricare C(x) sint date de functia
definita prin formula C(x) = 95x+ x°, unde x este numarul de unitati de produsfabricate. Sa se
determine beneficiul brut maxim.

_B_|

5. Legea de miscare a unui mobil pe 0 axa este s(t)=at®+bt+c. Si se determine viteza si
acceleratiamobilului Tn momentul t.

6. Legeade miscareaunui mobil peo axi este s(t) =t° —6t? + 2. Si sedetermine:
a) momentul in care acceleratia sa este nula;
b) valoareaminima avitezei mobilului.

7. Cheltuielile de fabricare ale unui produs se descriu de functia definita prin formula
C(x) =5+36X, iar cererea—defunctiadefinita prin formula p(x) = —x* +18x+3, 9< x<13.
Sa se determine numarul de unitati de produs, X, pentru care beneficiul brut este maxim, precum
si valoarea acestuia.
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Exercitii si probleme recapitulative |

1. Sisedetermineintervalele de monotoniealefunctiei f: R - R:

a) f(x)=x*+6x% b) f(x):xa—é; c) f(X)=(x+1? d) f(x)=x*+x+1.

2. $Sa sedetermine intervalele de monotonie, punctele de extrem local, extremele locale si si se
alcatuiasca tabloul devariatiea functiei f: R > R:

a) f(x)=x"+2x; b) f(x):x3—%x2; 0) f(X)=(x-1)*(x+2)?
d) f(x)=(x+D3(x-2)% e) f(X)=3+x-x’; f) f(X)=x"—4x+2.

3. Saseaflepuncteledeextremlocal si extremelelocalealefunctiel f: R > R:
a) f(X)=x*+2x+1 b) f(x):x4—%x2+8; 0) f(x)=x-12x+4;
d f(X)=x*+x-4 €) f(x):%x5+x3—4x+l' f) f(x)=x*(x+1)>.

4. Peintervalul indicat, si se determine extremeleglobaleaefunctiei f: 1 - R:
a f(x)=x*-6x"+2, 1 =[0;1]; b) f(X)=x*-x+2, 1 =[C; 2].

5. Sasetrasezegraficul functiei f: R > R:
a f(X)=x>-4x>+1; b) f(X)=x"+2x+2.

6. Fie f:R—>R, f(x)=x’+ax’—2. Sisereprezintegrafic functia f, stiind ca:
a) graficul trece prin punctul (1, 1);
b) Tn punctul x=1 functia f areun extrem local.

7. Costul unui lot de produse este de 240 lei. Cheltuielile de fabricare sint descrise de functia
definita prin formula C(x) = 3x* + 6x+120, unde x este numarul de unititi de produs. Si se
determine beneficiul brut maxim.

Indicarie: Beneficiul brut B(x) seexprima prinformula B(x) = 240x — C(X).

__B_|

8. Sa searateca:
1-x* _|2arctgx, daci xe [0, + )
3 arccosl+ _{— 2arctgx, dacia xe (—eo, 0];

X2

b) arctg% = arctgx+%, X€E (—o0, 1);

C) 2arctgx—arcsin 2X2 =0, xe (-1 12).
1+x
9. Sisedfleintervalelede monotoniesi extremelelocaesi globalealefunctiei:
a f:R->R, f(X)=|x+1]; b) f:R—>R, f(x)= XZ'

1+x
) f:(0,+=) =R, f(x)=x*Inx.

10. Si sedetermine me R, astfel incit functia f: R - R, f(X)=mx—In(l+x?) si fie descres-
catoare pe R.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Si se arate ca pentru orice me R, functia f: R >R, f(X)=(x*+mx)e™ are un maxim si
unminimlocal.

Fiefunctia f: R >R satisface conditiile:

a) f estederivabila pe R; b) exista X'L"; f(x)=aeR"; C) exista x'L’IL ().
S se arate ca XILrIl f'(x)=0.

Indicarie. Aplicati regulalui I’ Hospital pentru calculul limitei lim ¢ f(x)

X—>4oo e

mx~ -1

Seconsidera functia f: R\{l} - R, f(x):ﬁ

astfel incit:

a) functia si fie strict crescatoare pe fiecare dintre intervalele (—eo, 1); (1, +0);

b) functia sa fie strict descrescatoare pe fiecare dintre intervalele specificate in a);
¢) functiasa admita puncte de extrem;

d) graficul functiel sa nu aiba asimptote.

, me R. Sa sedeterminevalorile lui m,

Sa sedetermineintervalele de convexitate si concavitate ale functiei:
a f:R>R, f(x)—x3+3x2;‘ b) f:[0,27] >R, f(X)=sinx;
) f:R-=>R, f(x)= d f:R>R, f(X)=x"+]|X|.

+1
Sa sedetermine punctele deinflexiune alefunctiei: .
a F:ROR, f()=x+2 b) f:R>R, f(x):{i( ai?;:axfao
c) f:R->R, f(x)=x"-4x; d) f:(~,-1) >R, f(x)=\/x2_—1;
e f:(0,+~) >R, f(X)=|Inx-1]; f) f:R—>R, f(X)=|x*-4x]|.
Si sedetermineas mptotelegraficului functiei: f: D — R, D fiind domeniul maxim de definitie:
8 (9= b f(=—2 ) F09=52

1

d) F(x)= '”X 0 f(=e; ) f(x)_smx

Sa se afle numerele reale a, b, stiind ca dreapta y = 2x+ 3 este asimptota spre +< pentru
4%° +ax+1
bx+1

Sa setrasezegraficul functiel f: D > R:

functia f: D >R, f(X)=

8 109=27; b) F(0 =% 9 T00=5"
d) F()= '”’;_ ) f(x)_X +1 £) £(X)=InOC - 4).

Cheltuielile de fabricare (In lei) ale unui produs se descriu de functia definita prin formula
C(x) =1+ 76x, iar cererea—defunctiadefiniti prinformula p(x) =—x* +42x—80, 2< x<40.
Sa se determine numarul de unitati de produs, X, care trebuie fabricate pentru a obtine un
beneficiu maxim, precum si val oarea acestui beneficiu.
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Probi deevaluare |

Timp efectiv de| ucru;
45 de minyte

1. Determinati intervalele de monotonie, punctele de extrem local, extremele localesi | @
completati tabloul devariatieal functiei f: D >R, f(x)=x"-6x

2. Reprezentati graficfunctia f: R >R, f(X)=x"+x-2.

®

3. Pretul unei unitati de produs este de 160 lei. Cheltuielile de productie sint descrise de
functia C(x) =3x*+34x+ 450, unde x — numarul de unititi de produs. Determinati
beneficiul maxim.

Indicarie. Beneficiul B(x)=160- x— C(X).

Timp efectiy delucry:
5] = doinuee

1. Determinati intervalele de monotonie, punctele de extrem local, extremele localesi | @
completati tabloul devariatieal functiei f: D >R, f(x)=x%*.

®

2. Determinati, peintervalul | =[-1, 2], extremeleglobaeadefunctiel f: D >R, )

_|=x?, daca —1<x<0
f(x)_{ZInx, daci 0< x<2.

2
3. Trasati graficul functiei f: D >R, f(x)= XX+1. (@)
4. Cunoscind functia cererii p(x) =800—0,5x si functia ofertel p,(x)=700+2x (Xx—| @

numarul deunitati de produs), determinati marimeaimpozitului pentru fiecare unitate de
produs, astfel Incit venitul dinimpozitare si fie maxim.
Indicarie. Venitul din impozitare a x unitati de produs se exprima prin formula

V(%) = (p(X) = p,(X))x.
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Numere complexe

Obijective

=3 utilizarea numerelor complexe, a numerelor reale scrise sub diferite forme, aterminologiei
aferente in diverse contexte;

=1 utilizareaoperatiilor cu numere complexesi numerereale, aproprietatilor comune ale acestora
inrezolvari de problemesi exercitii;

=2 aplicareaunor agoritmi specifici calculului cu numere complexe pentru rezolvarea ecuatiilor
(degradul 11, *bipatratice, *binome, “trinome, *“reciproce) in multimea C;

=1 “reprezentareageometrica anumerel or complexe, amodulel or numerelor complexesi aplicarea
acestor reprezentari Tn rezolvari de probleme;

=3 “determinarearadacinilor deordinul n, ne N"\{I}, aeunui numar complex scrissub forma
trigonometrica sau sub forma algebrica.

| Operatii cu numere complexe reprezentate

sub formaalgebrica

Din cursul gimnazial de matematici se stie ci ecuatia de gradul 11 ax® + bx+c=0,
a,b,ceR, a=0, aresolutii reale daca si numai daca discriminantul ei este nenegativ.
Daci insi discriminantul e este negativ (de exemplu, discriminantii ecuatiilor 3x° —x+4=0,

x* +1=0), atunci ecuatianu are solutii reale, deoarece in R nu

si existesolutii aetuturor ecuatiilor de acest tip, matematicienii
dinsecolul a XVI-leautilizeaza expresii deforma J-a, ae R’.

Tn secolul a XVIll-lea, L. Euler introduce notatia v/—1=i

(i de la cuvintul latin ,,imaginarius’). Astfel, multimea nume-
relor reale se extinde la multimea numerelor de forma a + bi,
a, be R, numite in secolul al XIX-leade C. F. Gauss! numere
complexe.

Carl Friedrich Gauss

Definitie. Se numeste numar complex expresia de forma a+bi, unde a, be R,
iar i este un simbol cu proprietatea i’ = —1.

1 Carl Friedrich Gauss (1777-1855) —matematician, fizician si astronom german.
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Vom nota multimea numerelor complexe cu C, deci C={a+bi|a, beR, i*=-1}.
Prinurmare, NcZcQcRcC.

Daca z=a+bi, atunci se spune ca numarul complex z este scris sub forma algebrica
(se admite si scrierea z=a+ib). Numarul a se numeste partea reala a numarului
z=a+hi si se noteaza cu Rez, iar b se numeste partea imaginarda alui z si se noteaza
cu Imz

Numerele complexe z, =a+bi si z, =c+di seconsidera egale daca si numai daca
a=c si b=d. Numarul de forma a+0i seidentifici cu numarul real a. Prin urmare,
multimeanumerel or reale este o submultime amultimii numerelor complexe. Numarul de
forma 0+bi, b=0, se numeste pur imaginar si se noteaza bi. Numarul complex
i=0+1 se numeste unitate imaginard, insa ea nu tine de efectuarea unor masurari.
Acest numir este o solutie in C aecuatiei x*+1=0 (ecuatie care nu are solutii in R).

Exercitiu rezolvat
% Si se determine numerele X, ye R, astfel incit 2+ 3i + (x+ yi) =5+ 7i.
Rezolvare:
24+3i+(X+Vyi)=5+7 < (2+X)+(3+ y)i =5+7i.
A o . . . . . |2+x=5 x=3
Egalind partile reale si respectiv cele imaginare, obtinem: {3+ y=7@{y=4.

Definim operariile de adunare, scadere si inmultire anumerelor complexe in modul
urmator:
(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i;
(a+bi)—(c+di)=(a—c)+(b—d)i;
(a+hbi)-(c+di)=(ac—bd) + (ad + bec)i.
Adunarea (scaderea) se efectueaza adunind (scazind) intre ele partile reale si respectiv
partile imaginare ale numerelor. Scaderea este operatie inversi adunarii.

Exemple
1 (2+3)+(=3+7i)=[2+ (-3)] + (3+ 7)i =—1+10i;
2. (2+3)-(-3+7))=[2-(-3)=3- 7] +[2- 7T+ 3(-3)]i =—27 + 5.

Il Observarie. Operatiile de adunare, scadere, inmultire cu numere complexe se
efectueazi similar cu operatiile cu polinoame in nedeterminatai, considerind i” = —1.

Definitie. Se numeste conjugatul numarului complex z=a+bi numarul
Z=a-+bi=a-bi. (Notatia Z se citeste ,,z barat”.)

Produsul z-z, ze C, are o semnificatie deosebitd, deoarece e este un numar rea
nenegativ: z-Z=(a+bi)(a—bi) =a’ + abi —abi —b%* =a’ + b*.
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Proprietdrile operariilor de adunare si inmulzire a numerelor complexe (sint
aceleasi ca si pentru numerele reae):

1° 7z +z, =2z, +z — adunarea este comutativa;

2° (z+2,)+2,=2+(z,+2) — adunarea este asociativa;

3° 0=0+0-i este elementul neutru pentru adunare;

4° —z=-a—bi esteopusul lui z=a+hi;

5° z-z,=12,-z, —inmultirea este comutativa;

6° z,-(z,-z,) =(z - z,) - z, — Inmultirea este asociativa,

7° 7,-(z2,+2,)=12-2,+z -z, —Inmultirea este distribuitiva fata de adunare;

8° 1=1+0-i este elementul neutru pentru inmultire;

i a b . . .
9 ==7z"= - i esteinversul pentru z=a+hi, z#0.
z a’+b®> a’+b’ P
Expresiapentru z se poate obtine astfel:
4 1 1 a-—hi a b

Tz a+bi (a+b)a-b) aZ+b’ a+b’’

Impartirea numerelor complexe se poate defini ca operatie inversi a inmultirii:
2:2,=2-2', z,#0, Insi, pentru a evita calcule complicate, este mai simplu si se
procedeze astfel: U

daca z =a+bi, z,=c+di, z,#0, atunci 4 a+b! = (a+b!)(ﬂ) =
z, c+di (c+di)(c+di)
_(a+bi)(c—di) (ac+bd)+(bc—ad)i ac+hbd bc—adi

 (c+di)(c—di) c?+d? S c?+d? c?+d?
Exemple
1 7+3 _(7+3)(5+i) 35+7i+15i+3i* 35-3+22 _16 11,
5o (B-n)(B+) | 2B+1 26 13 13"
2 (Lti)t=-t =i -1

14 @N@a-n_ 2 2 2°

Definitie. Se numeste modulul numarului complex z=a+bi numarul real
nenegativ v'a’ +b?, notat |a+bi| sau | z|. Deci, |a+bi|=+a*+b.

Exemple e
Pentru 21:1+—3i, z, =i, obtinem |zl|=1/1+§=], |z, |=]i|=v0*+1* =1
2 2 4 4
Teorema 1. Pentru orice numere complexe z, z,, z, sint adevarate egalitatile:
77 -7t7; 275-27 3 (Zi}% 7, %0 (deci si 7, #0);
2

4 7.72eR; 5° z+zeR; 6° z=z2ozeR, 7° z=z
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Demonstrarie
Aceste proprietati se verifica usor, scriind numerele sub forma algebrica.
Deexemplu:

2°Fie z =a +hji, z,=a,+hb,i, aunci z -z, =(a +hji)(a, +h,i)=
=(aa, -bb,)+(ab, +ba,)i=aa, -bb, —(ab, +ba,)i = (a, -bi)(a, -bj)=7-Z,.

3° Notam t:zi. Atunci t-z, =z, deci t-7,=2, sau fz(i):;i. S

2 ZZ

Exercifiu. Aratati ca, fiind date numerele z, z, e C, ecuatiile z,-u=1z, (z, #0) si
z, +t =2z, ausolutii unice.

Observarie. Datorita faptului ca operatiile cu numere complexe au aceleasi proprietati
casi operatiile respective cu numere reale, pentru numerele complexe pot fi aplicate:
formulele cunoscute pentru calculul prescurtat; notiunea de putere cu exponent intreg
= H k —k -1 * o
anumarului complex nenul z z2°=1, z*= z-k.;.ri- z, Z°=(Z"), ke N"; proprietitile
acestel puteri: z"-z"=2"", (Z")"=2"", z#0, n,me Z.
Adfel: i=-1 i®=—i, i*=1 i®=i*-i=1i=i.
_b+vo'—dac | —b—b’—dac
2a T 2a
pentru calculul solutiilor ecuatiei degradul Il ax’ +bx+c=0, a, b, ce C, a=0.
Mentionam ca orice ecuatie de gradul 11 are solutii in multimea C, deoarece pentru
orice numar complex z exista un numar complex u, astfel ncit u® =z (acest fapt va fi
demondrat mal jos).

De asemenea, pot fi aplicate formulele x =

Exercitii rezolvate

% 1 Si secaculeze: A=(2+3i)3—75+_3i'.
Rezolvare:
Aplicind formulacubului sumei si rezultatul obtinut anterior pentru 75+_?' , obtinem
84343432 (3 + @) (26411 g 36+ 54i% + 277 16 _ 1L, _
A=8+3-4-3+3-2-(3)" +(3) (13+13|)_8+36|+54| +27i 13 13|_
_g_54_16 (35_p7_11) __614 106,
=8-54 13+(36 27 13)_ 13+13|.

% 2. Si se caculeze:
a) i”; b) i***, keN; c) (7-3)7 d) (2+i).
Rezolvare:
a) i73 =i72+1=(i4)18'i =118'i :i.
b) j 243 (i4)6k i3 =15 ~(—i) —

PR 7+3 _7+3 _ 7 3.
O (=3) =35 =7-3)7+3) 49+9 58 58"
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d) Aplicind formulabinomului lui Newton, obtinem:
2+1) =2"+7-2°-1+21-2°-i*+35-2*-i®+35-2° " +21- 2*-i°+ 7-2-i°+i' =
=128+ 448i — 672 —560i + 280+ 84i —14—i =-278—29i.

% 3. Si serezolve in C ecuatia
a) (2+i)z—(3+6i)z=5+2i; b) z2-2z+3=0.
Rezolvare:
a) Folosind proprietatile operatiilor cu numere complexe, obtinem:
(2+i-3-6i)z=5+2 < (-1-5)z=5+2 <
5+2i_ _ (5+2i_)(—1+5i_) _ —15+23 :—E+§i.
-1-5 (-1-5)(-1+5i) 1+25 26 26

S 2=

b) A=4-12=-8=(i/8)’ = (2v/2i)’.
2+2«/§i=1+i\/§’ 2222—22@:1_“/5_

2
Raspuns: S={1-i/2, 1+i/2}.

Exercitii propuse |

Adtfel, solutiilesint z, =

1. Sisecaculeze:

a) (-2+3) +(1-i); b) 4+ 3i —(-2+5i); 0) (V3-i)+(2-iv3);
d) (1-3)(2- 4i); e (V3-i)(W2-iV3); f) (2-+i): (3+4);

9 (3-i)™ h) 21%‘;”+22—23i; i) (i) (L+i)?:

L (=i a-i? (1-2)2 - (1+i)°

D wriye oy ) a2y @iy

2. Sasecdculeze:
a) i’ b) i c) i*; d) i e) i%°.

3. Sd sedeterminenumerelerealexsiy, astfel incit:

a) (1+3)x+(2-5)y=7+i; b) (2+5)x—1+i)y=i;
C) i-x+i((i+D)x—(3-i)y)=3+2i; d) 7i-x+(\/§—i)(x—iy)=4—3i.
4. Siserezolvein C ecuatia:
a) 2z°-3z+3=0; b) z2-z+1=0; C) Z2+z+4=0;
2 o 2 _o_a,_ 7 2-7 —-4z+1,
d) V272 - z+1=-2z € 2z2°+z2-2=3z-T, f) 35, 5.5
g B-2)(-4+2)=(2+2)z+7, h) z2-2z+2=0; i) z+2:_23+_12.
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5. Sisecalculeze:

a) (2+i)*+(2-i)%; b) (3-i)°—(3+i)%
c) (1-2)°-@+2)% d) 1-2)°.
6. Siserezolvein C ecuatia
a) 1-1)z=3+i; b) 3z-i+(5-2i)z=3z+2-1i;
C)Z—_ZH—7+i:z(1+i); “d) | z|-iz=1-2i.

7*. Sa serezolve sistemul de ecuatii (z, z, € C):

a) 2z —(3+3)z,=3-1, b) 2z - (2+i)z, =i,
(1-i)z, -3z, =i (4+2i)z, -5z, =—1-2i.

8. Sa sedetermine toate numerele complexe z care satisfac conditiile:
a) Rez=1 |z|=+/2; b) Rez+Imz=2, |Z|=1; ) Imz=3, |z-i|=2.

__B_|

9. Sasecdculeze:

a) (3+2)(-2+3) " (-)+1 b) (ﬁ)(5+i)’l—(7+5i)2-(3—i)’l;
(J’—|) 9 Lt @+i)°
1+,\/— -1+ (-0
10. SaserezolveinC ecuatia:
a z'-7-2=0 b) z* +2*-12=0; c) ' +127° +35=0.

11. Sisecaculeze:
a) (z-1-1)(z-1+i)(z+1+i)(z+1-1);
b) (z-i)(z+i)(z-D(z+1);

0) (be” +ae)(as” +be), daci e:-—+i
2 2 - I\/_
d) (a+be+ce”)(a+be” +ce), daca e———+—.
12. Sa sedemonstreze egalitatea:
a) (1+i)*"=2", nez b) A+i)*" =(-)"-2*", neZ
13. Sa searate ca urmatoarele numere sint reale:
1— _ F)- i\ 4n "\ 4n
a) (z2-2); b) —— |(z+1) daci z-z=1; c) (3+2)" +(2+3)™.
14. Sa sedetermine numarul complex z, astfel incit | z+i |=| z+1|=| z+iz].
15. Fie Z=L\/§.. Sa se determinetoate numerele a e R, astfel incit ze R.
o—(a+1Di
16. Sisearateci Imz=%iz, Rez=i22, Vze C.
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| Reprezentarea geometricd anumerelor complexe.
Formatrigonometrica aunui numar complex

Interpretarea geometrica a numerelor complexe, propusa de C. F. Gauss la Thceputul
secolului a X1X-lea, afacut posibil caele sa fie aplicate in diverse domenii.

Fixam Tn plan un sistem de axe ortogonale. Oricarui numar complex z=Xx+iy i se
asociaza n acest plan punctul M (X, y), si invers. Punctul M se numeste imaginea numa-
rului z, iar z se numeste afixul punctului M (fig.6.1). Astfel se stabileste o bijectie Intre
multimeanumerelor complexe C si multimea punctelor

din plan, ceea ce permite sa identificam numarul com- y
plex z=x+iy cu punctul M(x,y). In baza acestei Mxy) | M,
conventii (identificari) vom putea spune ,, punctul | 21 M,
z=x+iy” inloc de ,,numarul compilex Z', iar planul r 0
respectiv il vom numi plan complex. In plus, observam M,
ca multimeanumerelor reale sereprezinta prin punctele ol 1 2 X
axel Ox, pe care 0 vom numi axd reald, iar multimea
numerelor pur imaginare — de punctele axel Oy, pe Fig.6.1
care 0 VOom numi axa imaginarad.
Exemplu

Numerele z, =2+ 2i, z, =3, z,=3i sintreprezentatedepunctele M, (2, 2), M, (3, 0)
si respectiv. M, (0, 3) (fig. 6.1).

Numerele complexe pot fi reprezentate geometric si prin vectori dintr-un plan dotat cu
un sistem de axe ortogonale. Anume numarul complex z= x+iy seidentifica cu vectorul
m, unde O este originea sistemului de coordonate, iar M(X,y) este imaginea numaru-
lui z(fig. 6.1). Evident, | z| = |W |. Astfel, sumanumerelor complexe t, = a+bi, t, =c+di
(afixele punctelor Ai(a b) A (c, d)) poate fi redizata Y
casumavectorilor OA1 OA2 Tntrucit coordonatel e punc-
tului A,, unde OAS OA1 +OA2 sint a+c si b+d
(fig. 6.2).

_[?ife@;a L-t se_iqentificé cu vectorul @ unde
OA, =AA =0A -0A, (fig.6.2).

Deci, |t,—t, |= A/A, adici distansa dintre punctele

A si A, este egala cu modulul diferenzei t, —t,. Fig.6.2

Proprietafile modulului numarului complex sint date de

Teorema 2. Pentru orice z, z, z,€ C:

1 |z|=1Z]=|-z], 2° |z +z <]z |+] 2z |; -1z, [<|z,+2,|;
#12-21=121 12 —‘ 121 20 <lz-2,].
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Demonstrarie

Proprietatea 1° se obtine din definitia numarului conjugat si din definitia modulului.
Proprietatile 2°, 3°, 6° rezulta din relatiadintre lungimilelaturilor unui triunghi, care pot fi
|z,], 1z, |, |z, + z, |, sau, daca vectorii sint coliniari, din regulile de adunare a acestora
Proprietatile 4°, 5° vor fi demonstrate mai jos. P

Spre deosebire de adunareasi scaderea numerelor complexe, operatiile deinmultire si
Tmpartire nu pot fi ilustrate simplu, prin efectuarea unor operatii cu vectorii respectivi. In
continuare vom expune reprezentarea numerelor complexe sub forma trigonometrica,
carefaciliteaza efectuareaoperatiilor detnmultire, impartire, ridicare laputere anumerel or
complexe.

Reamintim ca modulul numarului complex z= x+iy este | X+iy|= X’ +y*=r.

Prinargument a numarului complex z= x+iy, z# 0, vomintelege marimeaunghiului
format de vectorul OT\/L unde O este originea sistemului de coordonate, iar M(X,y) este
imagineanumarului z, si de semiaxapozitiva Ox. Unui numar complex z, z# 0, 1i corespunde
o multime infinita de valori ale argumentului, care difera intre ele prin 27k, ke Z.
Mentionam ca argumentul numarului complex O nu este definit. Exista un unic argu-
ment ¢ a numarului dat z= X+1y, caresatisface conditia — 7 < ¢ < 7. Acestasenumeste
argument principal (sau redus) si se noteaza arg z. Orice argument a numarului z se
noteaza Arg z si deci se poate scrie: Argz=argz+ 2nk, ke Z.

Observarie. In unele manuale se foloseste notatia Argz={argz+ 27k |ke Z}, iar
conditia argze (-, m] seinlocuiestecu argze [0, 2r).

Exemplu

Numarul z, =2+ 2i aremodulul |z |=OM, =v4+4 = 242 si argumentul principal
agz, :%, iar valori ale Arg z, sint —77”, 97” sau orice numar deforma%+ 27K, ke Z.
Evident, pentru z=a+bi, b#0, avem argz=-argz. Argumentul principal al

numarului z=a+bi, z#0, poatefi determinat cu gjutorul functiei arccos:

arccosé, daca b>0
agz= r (1)
—arccos%, daci b<0, r =4a®>+b.

Exemple
1. afg(2—2i)=—arccosi=_arccosﬁ=_£;
2V2 2 4
: -2
2. arg(—2+ 3i) = arccos—=.
o( ) 7is
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Fie z=x+iy, z#0, unnumar complex arbitrar, r =+/x*+y*> —modulul lui, ¢ —un
argument al sau. Folosind definitiile functiilor sin si cos ae unui unghi arbitrar, obtinem
relatiile: x=rcose, y=rsing. Atunci

z=r(cosp +ising).

Expresia r(cosg +ising) se numeste forma trigonometrica a numarului complex z

Tntrucit argumentul numarului complex se determina neunivoc, pentru numerele
complexe scrise sub forma trigonometrica avem:

r=r,,
r,(cosp, +ising,)=r, (COS(p2+IS|n(p2)<:>{(pl 0, + 21k, ke Z )
Exercitiu rezolvat
% Si se scrie sub forma trigonometrica numerele:
a z,=1+1, b) z,=- 1+|@ C) z,=-1 d) z,=2-3i.

Rezolvare:
a) Calculam modulul si un argument a Iui zl'

|z |=v1+1 =2, iar argz = arccos\/_ 4

Astfel, 1+i =\/§(cosz+|sm ) (expresia din membrul drept este forma trigono-

metrica anumarului z).

b) Analog, |z, |= —+§ =1 iar conform (1) obtinem argz, = arccos(—%):%.
: 1 .J§_ o .. 2«
Prin urmare, —5 i =cos7-+isn 7
c) Pentru z, obtinem: |z,|=1, argz, =arccos(—1) =, deci —-1=cosz +isinx.
d) Pentru z, =2—31 avem: |z, | =4+ 9 =13, arg;:—arccos%.

. 2 . 2
Asadar, 2—3|:\/E CoS| —arccos—— |+1sin| —arccos— ||.

Observarie. Forme trigonometrice pentru numerele complexe z, z,, z, considerate
anterior sint (cu alte valori ale argumentului) de asemenea:

z,= x/_(cos—+|sm97”) zzzcos(—%r)ﬂsin( 4;) z, = cos(—7) +isin(—r),

nsa, de regula, in formatrigonometrica se indica argumentul principal a numarului
complex.

Teoremace urmeaza determina formulele pentru calculul produsului, citului, puterii cu
exponent Tntreg a numerelor complexe reprezentate sub forma trigonometrica.
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Teorema 3. Dacd z, z,, ze C', z =r,(cosp, +ising,), z,=r,(cosp, +ising,),
z=r(cosg +ising), atunci:

z,-z,=1,-1,(co8(g, + p,) +isin(p, +¢,)); ©)
s SR ORI RS G

z" =r"(cosng +isinng), ne Z (formulalui Moivre?). (5)

Demonstrarie

Pentru formula (3) avem:
z,-z,=1,-1,(COSP, COSQ, +iCosp, Sing, +ising, cosp, +i’sing, sing,) =
=1, -1,[COS@p, COSp, —Sing, Sing, +i(CoSe, SiN@, +SiNg, CosE, )] = Abraham de Moivre
=1,-1,(cos(p, + @,) +isin(p, + ,)).

Similar se obtine formula (4) pentru citul numerelor.

VVom demonstraformula (5) intli pentru ne N, prin metodainductiel matematice.

1. BEvident, ea se verifica pentru n=0, n=1.

2. Din presupunerea ca formula are loc pentru n=k, adica
(r(cosp +ising)) =r" - (coske +isinke), pentru n=k+1 obtinem:
2" =7 z=(r(cosp+ising))* - r(cosp+ising) =r*(coske+isinke) - r (cosp+ising) =
=r""*(cos(kg + @) +isin(ke + @) = r**(cos(k + 1)@ +isin(k +1)p).

3. Tn baza metodei inductiei matematice, formula (5) are loc pentru orice n natural.

Pentru n=-k, ke N, formula (5) se verifici astfel:

R | 1(cosO+isin0) x ..
= =— = =r(cos(0— ko) +1sin(0—kp)) =
2 = T W coskg +isinkg) | (OO~ Ke) +ISIn(0—ke))

=1 (cos(—kg) +isin(—ke)) =r"(cosne +isinng). >

Observarii. 1. Din (3) si (4) rezulta respectiv proprietatile 4° si 5° ale modulului
numarului complex, mentionate n teorema 2.

2. Din relatiile (3)—(5), respectiv, rezulta: argumentul produsului este egal cu suma
argumentelor factorilor; argumentul citului este egal cu diferenta dintre argumentul
defmpartitului si argumentul Tmpartitorului; argumentul puterii z" este egal cu produsul
dintre exponentul intreg n a puterii si un argument al bazei z. De mentionat ca aici
egalitatile au loc cu exactitatea unui termen multiplu al lui 2r.

Exercitii rezolvate

% 1. S3 se caculeze Azw.

(—\/§+i)30

1 Abraham de Moivre (1667-1754) — matematician englez de origine franceza.
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Rezolvare:
Pentru a efectua calculee, este comod si scriem numerele sub forma trigonometrica:

1+i=x/§(cos%+isin%), 1—ix/§=2(003(—%)+i9n(—%)}
—J3+i= (cos 5 +|sm5—”)

6
Folosind formulele (3) —(5), obtinem:

{5 (5] ()
ms] ole{Tape(ia)

e E) .'S‘”(fzﬂ_zf[co{ (- o e e

cos25t +isin25t 12

% 2. Si se arate ca:
c0s5x = cos’X —10cos’xsin’x + 5cosxsin®x;
sin5x =5c0s'xsinx—10cos’xsin®x +sin°x.
Rezolvare:
COS5X+isin5x = (cosx+isinx)® = cos’x+5c0s'x - i - sinx+10cos’x-i* - sin’x+
+10cos’x-i%-sin®x+5c0sx-i* -sin*x+i°sin®x =
=c0s’X—10cos’x Sin’x+5cosx sin“x +i(5cos’x sinx—10cos’X sin*x + sin°x).
Egalind partile reale si respectiv cele imaginare, obtinem formulele mentionate.

Se stie ca radacina de ordinul n a numarului real a (in caz ca exista) este un numar
rea b, astfel Incit b" =a. Acest concept se generalizeazi pentru numerele complexe.

Definitie. Numarul complex u se numeste radicina de ordinul n, ne N°, n>2,
anumarului zdaca u" =z

Exemple \/_ 3
Radacini de ordinul 3 ale numarului 1 sint 1, 2 +] > —%—%, deoarece
13:(—%—§] :(—%+%J =1, iar radacini deordinul doi alenumarului 1sint +1.

Daca numarul complex este scris sub forma trigonometrica, atunci radacinile lui de
ordinul n se determina relativ usor.
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Teorema 4. Exista nradacini distinctedeordinul n, ne N, n> 2, aleoriciarui numar
complex nenul z. Anume daca z=r(cose +ising), atunci multimea tuturor rada-
cinilor deordinul nalelui zeste

{W(COS¢+2IW Lisn (p+2k7r)
n n

k:O,n—l}. (6)

Demonstrarie

Fie u= p(cosy +isiny) oradacina deordinul nalui z adica u" =z, p si ¥ raminind
afi determinate.

Tnbazaformule lui Moivre, avem p"(cosny +isinny) =r(cose +ising), iar din(2)
obtinem p" =r si ny =@+ 27k, ke Z.

Din prima relatie avem sz/F (amintimca re R, deci /v este un numar real

pozitiv unic determinat), iar din a doua obtinem v = <p+n2nk :%+ 27:( , ke Z. Pentru

k=0, n—1 seobtin n valori distincte pentru u:
U, :Q/F[cos(2+%)+isin(£+%ﬂ,
n n n n

deoarece aceste numere se reprezinta (verificati!) in planul complex prin virfurile unui
poligon regulat cu n laturi (daca n>3), inscrisin cercul de centru O (originea sistemul ui
de coordonate) si raza Q/m Pentru celelalte valori ntregi ae lui k avem k=n-q+t,
0<t<n-1 sidinperiodicitateafunctiilor trigonometrice obtinem:

U, =Q/F[cos(%+ 2nq+27rtﬁ)+isin(%+ 27q + 27:%)]=u1, t=0,n-1

Prin urmare, oricare u,, ke Z, este egal cu un careva u,, unde 0<t<n-1. Astfel se
obtin exact n radacini distinctede ordinul nalelui z, z#0. p»

I Observarie. Argumentele numerelor din (6) nu sint neaparat argumentele principale
ale acestora.

Exercitii rezolvate
% 1. Utilizind teorema4, si se determine riadzicinile de ordinul doi ae numarului —4.

Rezolvare:
Scriem numarul —4 sub forma trigonometrica: —4 = 4-(cosz +isinzx). Din (6) obtinem

u, = 2~(cos%+isin%): 20, u, = z(cos” *22” +isn® +22” ):—Zi. Asadar, ridacinile

deordinul doi ale numarului —4 sint + 2i.

(175



Modulul 6

% 2. Si se determine si si se ilustreze geometric radacinile de ordinul trei ale numa-

rului 2i.
Rezolvare:
Deoarece 2i = 2(cos%+ i sin%), din (6) obtinem:
a) y
_3/5( cos™ +isin® =22 Y31 1 & z
uo—\/i(c036+|sm6)—\/§[2 +2|J, 6 6
u, Uo
T V1 3
St+2r St+2r 2
_3 2 fain 2 _3 _ﬁ 1. 740 ] X
u, =3/2| cos g Hisin=— —\/5[ 2+2|J, Zﬂ
T Vi3 .
S +4r o +an y
-3 < 2 19 2 —_3 N b)
uz—ﬁ cos 3 +isin 3 =—32-1. e
Aceste numere se reprezinta geometric prin virfurile unui / \ &
triunghi echilateral (fig. 6.3, 8)). SZN /1 X
% 3. Si sedetermineradicinile de ordinul nale numarului 1.
E
Rezolvare: y ’
Pentru radacinile de ordinul n ae numarului 1 obtinem: 9 .
t3
8k=cos%+isin%, k=0,n-1 742 ;\1
n n
Infigurile 6.3 b), c) sint reprezentate geometric radacinile g 5 f" >
deordinul patru alenumarului 1: {+1, +i} si respectiv radaci- \ /
nile de ordinul sase ale numarului 1: e e,

b1 14¥3 1,431 Fig.63
27 2 27 2

Radacinile de ordinul doi, o, a,, ae numarului complex nenul a+ bi sint numere
opuse si pot fi determinate fara a utiliza formatrigonometrica a acestuia:

Ja? 2 2 2
1) pentru b#0, a12=i[@+isgnb\/7ﬂ/a+;—a}

++/a, daci a>0

2) pentru b=0, o, , =9 .

)P ve {il,/|a|, daci a<0,
1 daca b>0

unde sgnb=<0, daca b=0

-1, daca b<O.
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Exercitii rezolvate

% 1. Sa se determine radacinile de ordinul doi ae numarului 40 — 42i.
Rezolvare:

Cum b=-42<0, obtinem a, , = J_r(\/%(\/ 40° + 42° + 40) —i\/%(\/ 40% + 42° — 40) ]

Deci, {-7+3i, 7-3i} estemultimearadacinilor de ordinul doi ale numarului 40— 42i.

% 2. Si serezolve in C ecuatia z° —3z+3-i=0.

Rezolvare:

Aplicam formulele cunoscute pentru determinarea solutiilor ecuatiei de gradul 1.
Discriminantul este —3+ 4i, iar radacinile de ordinul doi ale numarului complex —3+ 4i
sint 1+ 2i si —1- 2i.

Deci, solutiile ecuatiei sint z =

Raspuns: S={2+i,1-i}.

Exercitii propuse |

3+(1+20) . _3-(1+2i)
2 7 2 '

__B_|

1. Tnplanul complex construiti imaginile numerelor:
-1, i, 1-i, -5i, 3, =3+i, —1-2i, 1-i/2, V/2-i.

2. Sisedetermineradaciniledeordinul doi ale numarului:

a) —-2i; b) —5-12i; c) 48+14i;

d) 2-2V3;; e 1-2i/6; f) -1+ 2i/6.
3. Siserezolvein C ecuatia

a) 2" +4z+4-2i =0 b) i-z22—(4+i)z+6+12 =0;

c) z*+(3-2)z-1-3 =0 d) (L+i)2%+(2+i)z—-7—-i=0;

e (2+i)Z" - (5-i)z+2-2=0; f) z°—(48+14i)=0.

4. Fiea+ fi si —a— Bi radaciniledeordinul doi ale numarului z. Sa se determineradacinile de
ordinul doi ale numarului —z.

5. Sa sereprezinte sub forma trigonometrica numarul:

a5, b)-3; 0) 1-iv/3;

;. 1 3. T L T
d) 2-2i; e) —E—TI, f) —4(cos§—|sm§),
0) 3+4i; h) sing —icosg; i)(ﬁ) .

6. Sasecadculeze:

(cos”+isin7r)(cos7[+isin7r

LY 24); b) (1 +iv3)*- (A+i)"; C)(\/1§+_iiJ'
cos%+isin%
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7. Sisedetermineradacinile:

a) deordinul trel denumarului i; b) de ordinul trei ale numarului —27;
c¢) de ordinul patru ale numarului 2 2| J3; d) de ordinul patru ale numarului —1;
€) de ordinul sase ale numarului
J‘ 3+i
8. Sa sedetermine numerele complexe z care satisfac conditiile:
a) Imz>1, |z|<% b) Re(iz) =1, |z+i|=2

| Aplicatii ale numerelor complexe

3.1. Rezolvarea ecuatiilor deforma mz“+ p=0, me C*, peC, ke N’

Definitie. Ecuatiile de forma mz“ + p=0, me C*, pe C, ke N, se numesc
ecuatii binome.

Ecuatiabinomi mz“ + p=0 este echivalenti cu ecuatia z* = —%. De acees, pentru a

o rezolva, determinam toate ridacinile de ordinul k, k>2, ale numarului — %

Exercitiu rezolvat
% Si serezolvein C ecuatia 27° =1+i+/3.
Rezolvare:
22 =1+i3 e 2° _%+ \/§ Pentru a determina radicinile de ordinul cinci ale

2
numarului complex 5 +| \/25 , scriem acest numar sub forma trigonometrica.

2
. (1Y (3 iv/3 1 rw
Obtinem r = (E) +[ 2) =1 |arg(—+—} arccosE—g.

o T o1 i\/é_ T ignl
Argumentul principal este =73 deci 2+ 5 _c033+|sm3.
Aplicind (7) din 8 2, obtinem:

s E T ion T ion
:cos§+isin§—cos—+|sm—' =cos3—+isin 3 :cos7—”+isin7—”'
% =055 R TR T 5 5 15 15’

= costF 4 igniT. W) ign( 7). S Ceod -7 Vtign(-E
2, =cos~ ¢ +igin 5 &= cos( 15 )+|sm( T ) z4_co'{ 3)+|sm( 3).

. e V¢4 Ve 137 .. 131
Rdaspuns: S_{coslsﬂsml5 cos 15+|sm15 cos 15 +isn 15

co{ L )Hsn(_%) cos(—%)ﬂsin(—%)}.
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3.2. Rezolvar eaecuatiilor deforma mz*+ pz*+q=0, me C", p,qeC, ke N’

Definitie. Ecuatiile de forma mz* + pz“+q=0, meC’, p,qeC, keN’, s
numesc ecuatii trinome.

mu®+ pu+q=0,

Prin substitutia z“ = u, ecuatia trinoma se reduce la sistemul {

Exercitiu rezolvat
% Si serezolvein C ecuatia 62 —z° —1=0.

Rezolvare:

Notim z° = u si obtinem ecuatia 6u”* —u—1= 0, decire solutii sint u, =%, u, = —%.
Pentru z obtinem doui cazuri: z° =% sau z° ——% Reprezentim numerele ; si —%
sub forma trigonometrica: ; 5 =(cos0+isin0), %: §(cosn: +isin). Tn bazaformu-

lei (6) din §2, obtinem:

ze {s\/%(cos%ﬂgn%)‘k:ﬁ} sa ze {ea\/g(cos”+62”k+isr”+2’*)\k 0, 5}
Raspuns; s={—§/%, fi/% i/%[—%—ig} \E(—%H@} ; %(%—u@)
) BN

3.3. Rezolvarea ecuatiilor reciproce

Vom examina ecuatii de forma ax® +bx® +bx+a=0, ax*+bx®+cx*+bx+a=0,
a,b,ceR, a#0, caresint ecuarii reciproce de gradul trei si respectiv patru.
Exemplu
Ecuatia x* —3x® +4x° —3x+1=0 este ecuatie reciproci de gradul patru.
La rezolvarea acestor ecuatii se va tine cont de urmatoarele proprietari:
1° Ecuatia ax® + bx* + bx+a=0 are solutie numarul x, = —
2° Prin substitutia y = x+%, ecuatia ax* +bx’ +cx® + bx+a=0 sereducelaun sistem
format dintr-o ecuatie de gradul Il iny si o totalitate de doua ecuatii de gradul 11 in x.
Exercitiu rezolvat
% Si serezolvein C ecuatia X* —3x° +4x* —3x+1=0.
Rezolvare:
Se observd ca x=0 nu este solutie, de aceea, Tmpartind la x>, obtinem ecuatia

echivalenta: x —3x—§+xi+4 0 X2 +Xi—3(x+1)+4=0.
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2
Notim y:x+%, atunci x2+%:(x+%) —-2=y*-2 si obtinem ecuatia
x+1:1,
y>—-3y+2=0, cusolutiile y, =1, y, = 2. Revenind lanecunoscutax, avem: X

x+l=2.
X

X2 —X+1=0,
x? —2x+1=0.

Deci, solutiile ecuatiel initidlesint x, =1, x, =1, x3=1_|2‘/§, X :1+|‘/§.

4
2
Rdspuns: S:{l 1_i2\/§, 1+i2\/§}.

Astfel, obtinem urmatoarea totalitate de ecuatii de gradul 11: [

3.4. Aplicatii alenumerelor complexein geometrie

Numerele complexe pot fi aplicate Tn acele domenii in care sint examinate marimi
vectoriale. Tn acest caz, operatiile asupra vectorilor, care se efectueazi, de obicei, sub
forma geometrica, senlocuiesc cu operatiil e respective cu numere complexe reprezentate
sub forma algebrica sau trigonometrica, care se efectueaza mal usor.

Pentru comoditate, Tn continuare vom nota cu z= x+1iy, z, =X, +1y,, z =X, +iy,,
Z, =X, +1Yy,, ... &ixele punctelor M, M, M,, M,, ..., respectiv.

a) Ecuatia cercului de centru M, si razar este |z—z,|=r, sau
(X=%,)" +(y=¥,)* =r"
Intr-adevar, M € ©(M,, r) daci si numai daca |MM, |=r, adici |z—-2z,|=T.
b) Inecuatia ce determina discul de centru M, si YA
razar este |z—z,|<r.

C) Inecuatia ce determina inelul cuprins intre cer- r
curileconcentrice €(M,, r,) si €(M,,r,), r,<r,, este

n<lz-z|<r, (fig. 6.4). 7 0
d) Masura unghiului M; M, M, admite reprezen- © Fig.6.4 X
tarea m(leMzMg)zargij:Z2 +27k, pentru un ,
oarecare ke Z. M,
Formula se obtine din proprietatea
g D= a0z, - 2,) - (2 - 2,) + 20k, keZ MZAW ----- ~ M
(fig. 6.5). 5 7 -
Fig.65
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Exercitii rezolvate
% 1. Si se scrie ecuatia cercului de centru M (4, —2) si razi 3.

Rezolvare:
Punctul M, esteimaginea numarului z, =1-2i, deci M € €(M,, 3) daci si numai
daca | z— (1-2i) |=3, unde z= x+iy estedfixul lui M (X, y). Aplicind formulamodulului

numarului complex, obtinem: \/(x—l)z +(y+2)? =3 (x-D*+(y+2)?*=9, x,yeR.
% 2. Si sereprezinte Tn sistemul de axe ortogonale xOy y
locul geometric al punctelor M(x,y) ale ciror afixe /’—\
z=x+iy satisfac conditia |z— 1+i|< 3. 1
(0] X
Rezolvare: 1t <A

|z-1+i|£3 | x+iy-1+i|<3&
S|(x=-D+(y+1)-i|<3e (x-1)*+(y+1)?<9=3

Se obtine discul de centru A(L, —1) si raza 3 (fig. 6.6). Fig.6.6

| Exercitii propuse |
| B |

1. Siserezolvein C ecuatia:

a) 1-)2° =1-i3; b) (L+i/3)Z° =1+i; Q) 2 -72+6=0;
d Z+2'-2=0; e) 2°+2°-6=0.
- \3 - \2 .
2. SéserezolveTnCecua;ia(Z_!) +(Z_!) +(Z_'.)+1=0.
Z+i Z+i Z+i

3. Sisearatecd solutiileecuatiel (z+i)" +(z—i)" =0 sint numerereale.
4. Siserezolvein C ecuatia (z+1)° =(z-1)°.
5. Saserezolvein C ecuatiareciproca:
a) X' +5x°+2x° +5x+1=0; b) x* —3x* - 2x* - 3x+1=0; ) X’ —4x* —4x+1=0.

Exercitii si probleme recapitulative |
[ A |

1. Sisecaculeze:

a) (2-3)+(-1+i); b) (4-3i)-(2-5); c) (1+3i)-(2+4i);
d) (2-i):(3-4i); e (-)% f) (<) g i
2. Sisearateca numarul estereal:
oy 1 1Y, 1,1 5
a) (1-i)*; b) (E_ﬁ) O ot d) (V3+i)°.
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3. SiserezolveinC ecuatia a) z° =-9; b) 2zZ+2(z-2)=20+8i.
4. S secaculeze modulul numarului z= 78_+£'“
5. Fie z, =+/3—i, z, =—2+2i+/3. Sa secalculeze:
372, b) (z:2,)
6. Sisecaculeze: 5
. . 5 . +iV3 o .
a) (1+|)(2+|)+m, b) =iV @a-i-;
- - )
9 (1+2_|)2—(1—?|) ; d) .5+| _
2-i)*—(2+1) 1+1)(2-3)

7. Sasedetermine z=x+1y, dacia 2z=|z|+2i.

__B_|

8. Stiindci z°+z+1=0, si secalculeze z“+z—14.

9. Sa sedetermine parteareala anumarului (J§ +i)°.
10. SaserezolveinC ecuatia

2 _a o |z|=]z-2],
a z°-3|z|+3=0; b) |z|-2z+2i =0 c) {lz—i|=|2—1l;
d) Z2+|z|=0; e) (2+i)Z° - (5-i)z+(2-2)=0.
11. Sasescriesubforma trigonometrica numarul:
T .. —T. . o E
a) cos€+|sm?, b) sin |cosa,oce(0, 2).
12. Sasedetermineradacinile deordinul trei ale numarului:
a) —2+2i/3; b) —g(J§+i).
13. Sisecaculeze:
o3 o (i) (3= g (=iv3)
1-i |’ 1-i 1+i | @+i)*

14. Si sedetermine n, ne N, pentru care este adevirata egalitatea (1+i)" = (1—1)".

15. Fienumerelecomplexe z, =1+1i, z =2+i, z,=2+3i, z,=3+i si M,, M;, M,, M, res-
pectivimaginilelor.
a) Sasecaculeze |z - 7|, [2,- 2] |z - 7]
b) Sa sedetermine caredintre punctele M;, M,, M, apartin discului decentru M, si raza 2.

16". Sa se arate ca este adevarata identitatea (x # kr, ke Z):
P2
a) sinx+sin3x+...+sin(2n—1)x:S”.1 nx;
sinx

sin2nx

b) cosx+cos3x+...+cos(2n—1)x = >Gnx

17*. Sa se arate ca pentru ne N* este adevarata egalitatea:

a) 1—C§+C;‘—Cf+...:25-cosn7”; b) cg—c:+c§—...=2f.sin”7”.
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Probi deevaluare |

Timp efectiv delucry;
A | 45 de minute

1. Cdculati:

a) (2—3i)—(%+§i); b) (5—2i)(%—%i); 0) 27_:"

Rezolvati in C ecuatia (3+ 2i)z+5z=4.

Determinati numerelerealexsi y, astfel incit (2+3i)x+ (5y —2i)(3—i) =3x—4i.
Rezolvati in C ecuatia 7z° — 2z +1=0.

a M w DN

Fie z=-1-i.
a) Calculati 7.
b) Indicayi litera corespunzitoare variantel corecte.
Numarul z este solutie aecuatiel
A X*+(2+i)x-3i. B x*+4x+1=0.
C X*+(2+2)x+2i=0. D x*+1=0.

@

® ® © ©

Timp efectijy delucry:
"B | 20 de minute

1. Cdculati:

3 (1_zi)2_(§+§i); b) G-y ~@BT-1) ) o

2. Rezolvati in C ecuatia 22% ++/7 z+7=0.
3. Determinati numerelerealexsiy, astfel incit
(X+2)(2+ yi) - x(v2 - 3) = —x(1+~/2) + 8xi.

4. Reprezentati Tntr-un sistem de axe ortogonal e xOy locul geometric al punctelor M (X, y)
alecaror afixe z=x+iy satisfac conditial<|z—-2i|<3.
5. Determinati z=x+iy,daca 1-z—-zZ=i.

1+i/3)?
(—2+2)°

7. Rezolvati in C ecuatia 22° =3i.

6. Caculai

@+i)z+(1-i)z, =1+i,

8. Rezolvati Tn C x C sistemul de ecuatii . . !
’ A=)z + (1+1)z, =1+3i.

@

®

e

® & ©® ©
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Elemente de algebré
superioard

Obiective

=3 identificareatipurilor de matrice, utilizareaterminologiel aferente notiunii dematriceTn diverse
contexte;

=3 aplicarea operatiilor cu matrice, inclusiv cu matricea inversa, a proprietatilor acestorain di-
verse contexte, ‘inclusiv larezolvareaecuatiilor matriciae;

=3 recunoasterea in diverse situatii a determinantilor de ordinele 2, 3, calculul lor prin diferite
metode; “aplicarea proprietatilor determinantilor lacalculul determinantilor de ordin mai mare
decit trei;

=3 rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare, inclusiv a celor omogene, prin metoda lui Cramer,
metodalui Gauss, ‘metodamatriciala.

Matrice

1.1. Notiuni generale

Doua intreprinderi produc inghetata. Pentru aceasta ele folosesc 4 componente prin-
cipale: lapte, frisca, zahir si cacao. Prima Tntreprindere foloseste zilnic: 890 | de lapte,
400 kg de frisca, 250 kg de zahar, 90 kg de cacao. A doua intreprindere foloseste zilnic
1500 | de lapte, 700 kg de frisca, 400 kg de zahar si 160 kg de cacao. O intreprindere de
transport aincheiat un contract de livrare a acestor produse Tntreprinderilor mentionate.
Managerul firmei detransport aaranjat (pentru comoditate) aceste date Tn urmatorul tablou:

800 400 250 90 .
1500 700 400 160 (1)

Tablourile de acest fel (numite matrice) se aplica Th matematica, economie si in alte
domenii.

Definitie. Se numeste matrice detip (m, n) sau mxn, m, ne N, un tablou

a, a, .. a,
A=l8y, By . By )
Ay Ap a.,

format din m-n elemente aranjate in mlinii si n coloane.

Senoteaza: A=(a,), i=1m, j=1n.
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Elementele a, a,, ..., a,, formeaza liniai, iar lementele &,;, &,,, ..., &,; —coloana |
a matricel (2). Deci, primul indice (i) a elementului a; (se citeste ai-j; de exemplu,
a,, —aunu-doi, si nu a-doisprezece) indica linia, iar a doilea(j) —coloanain cared seafla.
De exemplu, matricea (1) este detip (2, 4), a,, =1500, a,, =700.

Exerciriu. Scrieti: a) elementele matricel (1); b) liniile si coloanele matricel (1).

Multimeamatricelor detip (m, n) cu elementedin C (respectiv din R, Q, Z ) se noteaza
cu ., ,(C) (respectiv .4, .(R), .4, (Q), .4, (Z). In cele ce urmeazi vom studia
matrice cu elemente numere complexe, daca nu este specificat altceva.

Deosebim mai multe tipuri de matrice. Pentru m=n matricea (2) are forma

a, a .. a,
A=|a, a, .. a, |si senumeste matrice patratici de ordinul n. Tn acest caz,
Ay Ay Ay,

multimile .4, (C), ., ,(R),... se noteaza, respectiv, ./, (C), M, (R),... Tn matricea
patratica, elementele a,, a,,, ..., a,, formeaza diagonala principala, iar elementele
a., &, a ., a, —dagonala secundara a acesteia. O matrice patratica in care
toate elementel e situate deasupra (respectiv dedesubtul) diagonalel principale sint egale
cu 0 se numeste inferior (respectiv superior) triunghiulara.

a,
Pentru n=1 matricea (2) ia forma A= 6?21 si se numeste matrice-coloand, iar
Ay
pentru m=1 matricea (2) devine A=(a, a,, ... &,) si Senumeste matrice-linie. Matri-
10 ..0
cea patratica de ordinul n de forma |, = 0 1 .. Ofsenumeste matrice unitate si
00 .. 1

se mal noteaza cu |.

Daca toate elementele matricel (2) sint egale cu zero, atunci ea se humeste matrice
nula sau zero si se noteaza cu O, sau cu O, daca tipul ei este subinteles.

n

Exemple
10 3 4
1 0 2 100 02 1 2 00
3 -10 0 1 0|=1I, 00 -1 1 0 0|=0,,
4 0 5 0 01 00 0 4 00
Matrice patratica Matrice unitate Matrice superior Matrice nula
deordinul 3 deordinul 3 triunghiulara de ordinul 4 detip(3,2)

Daca se stie ca matricea Ae ./, ,(C), atunci o vom notasimplu A=(g,).

Definitie. Doua matrice A=(g;), B=(b;)e .4, ,(C) se numesc egale daca
aij :b”', |=:L m, ]Z:L n.
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1.2. Operatii cu matrice

@ Adunarea matricelor, inmulsirea matricelor cu scalari,
transpusa unel matrice
Definitie. Fie A=(g;), B=(b;)e .4, ,(C). Se numeste suma matricelor A si B
matricea D =(d,)e ./, ,(C), unde d; =a; +hy, i=L m j=1n.
Sescriee D=A+B.
Exemplu

: 2 1 3) . -1 -7 5 .
Suma matricelor A= si B= este matricea
-1 0 -4 2 30

- 2-1 1-7 3+5) (1 -6 8
| -1+2 0-3 —4+0] |1 -3 -4]
Definitie. Se numeste produsul matricei A=(a;)e ./, ,(C) cu numirul e C
matricea B=(b,)e ./,,(C), unde b, =ar-a;, i=1m, j=1n
Se scriee B=oA
Observarii. 1. Cu —A vom nota matricea (-1 A, fiindca A+ (-D)A=(-1)A+ A=0.
Matricea —A se numeste opusa matricei A.
Pentru suma B+ (—A) sevafolos notatia B— A

2. Suma matricelor se defineste doar pentru oricare doua matrice de acelasi tip, Thsa
orice matrice poate fi inmultita cu un numar.

Exemplu
Pentru matricele din exemplul precedent avem:

4 2 6) . —i =7 5
2A= , 1IB=| _ i .
( -2 0 —8] [ 2 -3 O )

Exercitiu rezolvat i 0 -1 0 1-i O
% Sisecaculeze 2X —iY+3l,, daca X=[{3 1 O Y= i 1]
2 -i 0 0 2 4
Rezolvare:
2i 0 -2 0O -1-i O 300
2X -iY+3l,=| 6 2 O+ -3 1 -i [+]0 3 0=
4 -2i O 0 -2 -4 0 0 3
3+2 -1-i -2

=[6-3 6 —i
4 -4  3-4i

Definitie. Se numeste transpusa matricei A=(a;)e ./, ,(C) matricea
i=1Lm j=1n.

B=(b)e A, ,(C), astfel incit b, =a 1m

i
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Daca matricea A este de tip (m, n), atunci transpusa ei este de tip (n, m) si se notea-
zi 'A; coloanele (liniile) e coincid cu liniile (coloanel€) respective ale matricei A.

Exemple 2 3
2 0 1 -

1. Daca A= , atunci ‘A=|0 -1].
3 10 1 0

14 -2 010
ratiile 3-'A—5B.
Tntrucit matricele ‘A si B (deci si 3-'A si 5B) sint dediferitetipuri, rezulta ci nu poate
fi calculata , matricea” 3-’A-5B.
Proprietatile operatiilor cu matrice, definite mai sus, sint expuse in

Teorema 1. Pentru orice matrice A=(g;), B=(b,), D=(d;)e ./, ,(C) si pentru
orice numere o, € C, auloc egalitatile:

_ 2 0 3 100 . .
2. Fie Az[ ] B:( ) Sa se determine daca pot fi efectuate ope-

1° A+ B=B+ A (adunarea este comuta- 5° (x+ B)A=o0A+ BA
tiva); 6° a(A+B)=cA+0B;

2° A+(B+ _D)_=V(,.A+ B)+ D (adunarea 7° () A=a(BA);
este asociativa); 8 1. A- A

3° A+O=0+ A=A (matriceanuld O A
este element neutru |a adunare); 9° (A =ah

4° A+(—A)=—A+ A=0 (orice matrice 10°(A+B) = A+B;
are opusi); 11° '(‘A) = A

Demonstrarie

Pentru demonstratie se aplica definitia egalitatii matricelor si proprietatile operatiilor
cu numere complexe. Sa demonstram, de exemplu, proprietatea 2°.

Matricea F = A+(B+ D) este de acelasi tip ca si matricea F'=(A+B)+D. Ele-
mentul f; a matricei F are forma f; =a, + (b, +d,), iar elementul respectiv fi d
matricei F* are forma f; =(a; +b;)+d;. Deoarece adunarea numerelor complexe
este asociativd, avem f; = £/, i=1m, j:]?]. Deci, matricele F si F’sintegale. p»

ij?
Exercifiu. Demonstrati celelalte proprietati (Tn mod analog).

Proprietatile operatiilor cu matrice faciliteaza rezolvarea ecuariilor matriciale, adica
a ecuatiilor cu necunoscuta 0 matrice.

Exercitiu rezolvat 2 i 0
% Sa serezolve ecuatia 2-'A+3X -41,=0, unde A=| 1 0 3i|

Rezolvare: -2 3 -

Tn baza proprietitilor 2°—4° din teorema 1, putem trecetermenii cunoscuti in membrul
drept, schimbindu-le semnul.
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Astfel,
2 1 -2\ (4 00) (-4 -2 4\ (400
3X=-2.'A+4l,=—2.|i 0 3+|0 4 ol=|-2 o0 -6l+|0 4 0]=
03 —-i]l0o0 4 o 6 2|loo 4
0 -2 4 0 -2 4
| -2 4 -6 | Prinurmare, x:% 2 4 -6
0 —6i 4+2i 0 -6 4+2i

Q Tnmulfirea matricelor

VVom ilustra operatia de inmultire amatricelor prin urmatorul exemplu.

O intreprindere mica produce jucarii: papusi (p) si bufoni (b).

Volumul vinzarilor (mii bucati) in primul trimestru este reflectat de matricea:

p b
5 3)ian.

A=|6 7 |febr.
4 8 )mar.
- VU A _ 50 \p
Pretul de vinzare al fiecarel jucarii (in lei) esteindicat in matricea B = % lb
Determinam venitul lunar pe care il obtine intreprinderea:
v, =5-50+3-90=520 (inlunaianuarie),
V,, =6-50+7-90=930 (inlunafebruarie),
V, =4-50+8-90=920 (inlunamartie).
Se observa ca v,, (respectiv v,,, v,, ) se obtine adunind produsele elementelor liniei
ntii (respectiv liniei adoua, atreia) cu elementele respective ale matricei-coloana B.
Vll
Matricea V =| v,, | reprezinta produsul matricei A cu matricea B.

V13

Definitie. Fie matricele A=(a;)e .4, ,(C), B=(b)e ./, (C). Se numeste
produsul matricei A cu matriceaB (in aceasta ordine) matricea D = (d) € ./, (C)
ae cirel elemente d_, se calculeaza astfel:

d, =agh, +a,b,, +..+a,b, =Y ah,, s=1m p=1k
i=1

Sescriee D=A-B sau D = AB.

Altfel spus, elementul d_, a matricel produseste egal cu sumaproduselor elementelor
liniei samatricel A cu elementele respective ale coloanel p amatricei B (se mai spune ca
elementul d_, este produsul dintre liniasamatricei A si coloanap amatricel B).
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Atenrie. Produsul AB este definit numai in cazul Tn care numarul de coloane ale matri-
cel A este egal cu numarul de linii ale matricei B. Numarul de linii (coloane) ale matri-
cei AB coincide cu numarul delinii (coloane) ae matricei A (B).

Exemplu 10 -2
12 O

Si secalculeze D= A- B, daca Az[ s 0 3} B=[-1 3 1]

02 O

n bazadefinitiei, obtinem:
o L1+2:(D+00 1.0+2-3+0-2 1(-2+21+00 ) (-1 60
| -2140-(-D)+(-3 -0 (-2)-0+0-3+(-3-2 (-2-()+0-1+(-3-0) | -2 -6 4f

Observarie. Spre deosebire de Tnmultirea numerelor, operatia de inmultire a matricelor
nu este comutativa. In exemplul 1 s-acaculat produsul AB, iar BA nici nu are sens (nu
exista). Dar si Tn cazul Tn care ambele produse AB si BA au sens, ele nu sint neaparat
egale.

N e B T T

Proprietatile Tnmultirii matricelor sint expusein

Teorema 2. Daca pentru matricele A, B, D are sens expresia dintr-un membru a

unel egalitati de mal jos, atunci este definita expresiasi din celalalt membru si are

loc egalitatea respectiva:

1° A(BD)=(AB)D (inmultirea este asociativa);

2° A(B+D)=AB+ AD, (A+B)D=AD+BD (inmultirea este distributiva fata
de adunare);

3° (AB)="'B- A

4° Al =1-A=A |, Ac 4 (C) (I, esteelement neutrulainmultirein .4, (C));

5° A-0=0, O-A=0.

Demonstrarie

Aceste proprietati se demonstreaza in bazadefinitiel egalitatii matricelor si adefinitiilor
operatiilor cu matrice.

Sa demonstram, de exemplu, proprietatea 1°.

Fie A=(a;)e ./, ,(C), B=(b)e .4 ,(C), D=(d,)e ./, (C) matrice arbitrare.
Pentru ele are sens produsul (AB)D. Sa observam mai intli ca are sens si produsul
A(BD): matricea BD contine n linii si q coloane, deci este definit produsul A(BD) si €
esteo matricedetip (m, ) —acelasi tip casi a matricei (AB)D. Pentru aobtine egalitatea
elementelor respective, notaim: U =AB=(u,), V=BD=(v;), S=(AB)D=(s,),
T=A(BD)=(t;).
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Avem:
n n p

n P p P n
u, = Zaikbkl y Vg = lz,bkldlj’ S; :Zundu =zza1'kbkl dlj’ t, = Vg = zaikbkl dlj’
k=1 -1 -1 1 k=1 1=

]
=1 k=1 k= = 1
adica s, =t, pentrui=1m, j=1q, si,infina, A(BD)=(AB)D. Aici am aplicat pro-
prietatile operatiilor cu numere complexe. -

Exercifiu. Demonstrati celelalte proprietati.

Toate operatiile examinate anterior au sensin multimea .4, (C) , de aceea pot fi calcu-
late puteri cu exponent natural ale unel matrice. Daca ne N* si Ae ./ (C), atunci
A'=A-A.-..- A Seveifica fara dificultate egdititile A°- A' = A, (A°)' = A%, s, teN".

n
Exercitii rezolvate

. s 5 2 -1
% 1. Sa secaculeze f(A)=A’-2A*+3l,, pentru A= 1 ol
Rezolvare:

S 0 R W H T
oes, 10-(3 S( 4 35 SHE3)
o e P P Sl

. 10
% 3. Si sedetermine A", daca A:(1 1], ne N".
Rezolvare:

VVom aplica metoda inductiel matematice.
Sa intuim o formulid pentru A". Pentru aceasta, calculim A%, A%

, (1 0y1 O 10 , (1 0y1 0) (1 0
A: = , A: = A
1 1)1 1 2 1 2 1)1 1 31
10
Se poate presupune ca A" = (n 1).

1. Pentru n=1 aceastd formuli este evidenta.

10 . .
2. Presupunem ci A :(k 0], ke N, si caculam A“’. Folosind presupunerea,

1 1 1
obtinem: A = A“. A= 0 o). 0 .
k 1)1 1 k+1 1

3. Tn baza metodei inductiei matematice, formula A" =( 1] are loc pentru orice
n

ne N".
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1.3. Transformari elementare ale matricelor. Matrice esalon

Notiunile ce urmeaza vor fi aplicate larezolvareasistemel or arbitrare de ecuatii liniare.

Definitie. Se spune ca matricea nenula A este o matrice esalon (sau matrice in
trepte) daca primul (delastinga) element nenul al fiecarei linii, incepind cu adoua,
esituat mai la dreapta decit primul element nenul a liniei precedente.

Primele (de la stinga) elemente nenule ale fiecirel linii (daca existd) se numesc
lideri ai matricei.

Exemple

1. Matricea

o O O
S W N
o O w

1
5 | este matrice esalon. Liderii e sint a, =1, a,, =3.
0

N O O B

1
2. Matricea 3 O) nu este o matrice esalon.

Observarii. 1. Daca matricea esalon are linii nule, atunci ele sint ultimele in aceasta
matrice.
2. Orice matrice esalon patratica este 0 matrice superior triunghiulara.

Exercifiu. Aratati ca intr-o matrice esalon:

a) daca a; estelider, atunci i < j;

b) a, =0, oricarear fi i> .

Pentru a obtine dintr-o matrice data o matrice esalon, vom efectua asupra liniilor ei

transformari asemanatoare cu cele pe care le efectuam asupra ecuatiilor unui sistem
pentru a obtine un sistem echivalent.

Definitie. Senumesc transfor mari elementareasupraliniilor unel matrice urma-

toarele transformari:

1) permutareaadoua linii;

2) inmultireaelementelor unei linii cu un numar nenul;

3) adunarealaelementeleunei linii aelementelor respective alealtei linii, inmultite
cu acelasi numar.

Matricele A si B de acelasi tip se numesc matrice echivalente daca una dintre ele se
obtine din cealata prin efectuarea unui numar finit de transformari elementare asupra

liniilor.
Se scriee A~B.
Exemplu 1 14 0 2
Fiematricea A=| 2 0 -1 1|. Efectuamasupraliniilor & urmatoareletransfor-
-1 2 30

mari (indicate cu gjutorul sagetilor):
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a) permutam liniile adouasi atreia

1 1 0 2 1 1 0 2
2 0 -1 1(~|1 2 3 0}
C -1 2 30 2 0 11

b) inmultim elementeleliniel intii cui
i(1 -1 0 2 i -1 0 2
2 0 -1 1~ 2 0 1 1§
-1 2 30 -1 2 3 0

c) laelementeleliniel intli adunam elementelerespectiveaeliniel atreiainmultite cu 2
1 -1 0 2 -1 3 6 2
( 2 0 -1 1|~ 2 0 1 1§
2l-1 2 30 -1 2 30

d) laelementeleliniel intii Tnmultite cu 3 adunam elementeleliniel atreiainmultite cu 2
3(1 -1 0 2 11 6 6
( 2 0 -1 1|~ 2 0 1 1|
2l-1 2 30 -1 2 30

Teorema 3. Pentru orice matrice nenula A exista cel putin unsir finit de transformari
elementare asupra liniilor care, efectuate consecutiv, reduc A la o matrice esaon.

Exemplu

VVom reduce matricea A din exemplul precedent la o matrice esalon, aratind cu sageti
transformarile efectuate consecutiv:

¥ 1 -1 0 2x2(1 -1 0 2 1 -1 0 2 1 -1 0 2
2 0 -1 1¢~0 2 -1 3Kk~/0 1 3 220 1 3 2|
-1 2 30 0O 1 3 2 0 2 -1 -3 O o0 -7 -7

Observarii. 1. Exista mai multe siruri de transformari elementare asupra liniilor cu
ajutorul carora din matricea data A se obtine 0 matrice esalon.

2. Matricea esalon la care poate fi redusi A nu este unica.

1.4. Matrice inversabile

Este bine cunoscut faptul ca pentru orice numir complex nenul a exista a™, astfel
incit a-a*=a™- azé a=1. Inintentiade agas o matrice B pentru matricea A, astfel

incit A-B=B-A=1, seintroduce urmatoarea notiune:
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Definitie. O matrice patratica A se numeste inversabila daca existda o matrice
patratica B, astfel Tncit AB=BA=1.
Matricea B se numeste inversa matricei A si se noteazi A

Esteclar ci matricele Bsi | sint deacelasi ordin casi A. Dinrelaiile A- A*=A™"- A=
rezulta ci A™ de asemenea este inversabila si ci inversa e este A, adica (A') "= A

Exemple
2 1 1
) 3 5) . N . 2 -5\ .
Inverselematricelor A= 1 2 siB=[3 0 -1|sint A= 1 3 si respec-
0 2 4
2 61 10 100
tiv B’lzzi2 -12 8 5|, deoarece A‘l-A:A-A‘lz(O 1} si BB=B-B*=[0 1 0.
6 -4 3 001

Proprietari ale matricelor inversabile
1° Inversa unei matrice inversabile este unica.

Demonstrarie

Presupunem contrariul.

FieBsi Cdoua matriceinverseaematricel A, adica CA= AC=1 si BA=AB=1. Din
aceste egalitati obtinem: B=Bl =B(AC)=(BAIC=IC=C. p»

2° Daca matricele A, A,, ..., A e .4,(C) sint inversabile, atunci matricea
A-A .. A esteinversabilasi (A-A, ... A) =A AL A AL
Demonstrarie
Tntr-adevir,
(Ao A (AS AL A AT = A A (A (A ADAL) - ADAT =
A=A1(A2'--~(AH-A;}])....-Agl)Al-l:...:AlA;l:|n_
In mod analog seobtine (A™*-...- A" (A ... - A) =1,.
Prinurmare, A - A, -...- A, esteinversabila si
(AA s A=A AL AAL B

Transformarile elementare ale liniilor matricei pot fi utilizate lacalculul inversel unei
matrice.

Pentru adeterminainversaunel matrice Ae M, (C), poatefi aplicat urmatorul algoritm:

- se formeazi matricea cu n linii si 2n coloane B= (A1), scriind la dreapta de A
matricea |, — matricea unitate de ordinul n;

- seaplica asupraliniilor matricel B transformari elementare, astfel ncit in locul matricel
A sa se obtina matricea l,,.

Matricea care se obtine pe locul unde era scrisi |, vafi matricea A™.
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Observarie. Tn cazul In care in locul matricei A se obtine o matrice esalon care are pe
diagonalaprincipala toate elementele nenule, atunci A esteinversabila. Daca, efectuind
transformari elementare asupramatricei B=(A1 1), Tnlocul matricel A se obtine o
matrice esalon care are pe diagonala principala cel putin un element egal cu zero,
atunci matricea A nu este inversabila.

Exercitii rezolvate

2 -1 1
% 1. Si sedetermineinversamatricei A=[{3 0 -1
0 2 4

Rezolvare:
42 -1 1/100) (2 -1 1|
(All)="43 0 -110 1 0]~ 20 3 -5/-3 2 0|
0 2 43001Q_o 2 4

22 -1 1] 10 0 44 -22 0| 16 4 -3
| |
~(o 3 -5-32 0p2~| 0 66 0/-36 24 15/~
0 0-22/-64-35 |0 0-221 -6 4 -3

100’2&&
132 0 0! 12 36 6 5132 132 132
! 36 24 15 | pe
- I ~ [ e e (N 1
86(6)3 22: 32 2;1 1: 010i % & o (I,1A™).
ez, - - 6 _4 3
001:22 2 22
2 6 1
oA 1
DeC|,A—22 12 8 5|
6 -4 3

Exercifiu. Efectuati verificareacalculind A-A™ si A™*- A

1 -2 2
%L 2. S3 se determine daci este inversabila matricea A=|2 -3 -1|
3 -5 1

Rezolvare:
(1 -2 2/100)3 (1-2 2/ 100)(1-2 2/ 1 00
(Al)=t2 —3 —1010J~_0 1-5-2100 1-51—2 10]|
3-5 100 1 0 1-5-301J{0 0 0/-1-11

Deoarece pelocul matricei A am obtinut o matrice esalon avind pe diagonala principaa
un element egal cu zero, rezulta ca A nu este inversabila.

[195



Modulul 7

Exercitii si probleme propuse |

1. Sisecdculeze:
7 1 20

2 0 7 1 i 0 3 i
a)( ]+[ } b)|5 -2|-| -3 1} c)[ )+{ f
-1 3 0 4 . 1 2-i i3
0 -1 -2 i
3 0 2 10 3 1 2 -1 30 1
d)[_ '_)—( _ } 9 3-[ } neli o 7 gali 2 i-1}

i 2+ -i 3 -1 2 i .
2 -1 3 51 -3
_ _ 3 01)(000
h) %[7 _3] i)(7I 3)_|( 2 ']; jyl[i 0 2[+fo 00
3 4 -1 8 -1 3 1 2 illooo

- . . 1 20 y z 6 3 36
2. Sa sedeterminenumerelex,y, z, u, daca X - + = .
3 12 1 u -2

3. Sisecaculeze AB, BA (in caz daca exista produsul respectiv):

41 300 -1 6 11
a)A—_13 B—4O'b)A— 35 B=|0 7}c)A=|0 2 0 B=| 9 2 5|
25 (767 |- 2] aa o '
29 001 03 7

0 12
abec 101 5 11 31 abc 100
dA=|111|B={011gA= | B=(21f)A=d e f B0 10}
XYy z 111 10 g h i 001

3 71

4. Sisecalculeze:

Y e oE UL Y
GBI oY ey

Ce concluzie puteti trage din rezultatele obtinute la a), b)?

5. Sisecalculeze A’ —B? (in caz daci existd), unde A, B sint din exercitiul 3.
6. SaseaflematriceaX, astfel incit 3X + A= 2B, unde A, B sint din exercitiul 3.

7. Sa sereduca matricealamatrice esalon:

1 12
12 3 120 3) (3 2 -1 -3) (25 3117 43
920 Afb)| .  fO[2 14 1fdf2 4 3 1fe|75 94 53 132
44 5] | 1, 301-1] |4 5 5 6] (253219 46

1% ]
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8. Cinci santiere de constructie C,, C,, C,, C,, C, folosesc caramida produsa lafabrici amplasate
nlocalitatile A, B, C. Preturile (sutelei) pentru transportareaunei palete cu 1000 de caramizi de
lafiecare fabrica lafiecare santier sint indicate Tn urmatoareamatrice:

C, C,C,C,C,

2 3 4 2 3)A
T=|4 2 3 6 3|B

312 35|C

Tncepind cu luna viitoare, preturile se vor majora cu 10%. Folosind operatia de inmultire a
matricei cu un scalar, sa se afle noile preguri.

9. Numirul de palete cu caramida transportate de lafabrici lasantiere (a se vedea problema8) Tn
primeletrei luni ale anului sint date respectiv de matricele M,, M,, M,:

4 7 10 8 5 210 3 4 4 2 30 2
M,={10 8 4 0 6| M,=[6 3 4 2 2|, M;=|3 0 1 3 4|
3 3 4 10 7 33140 6 7 4 31

Aplicind operatii cu matrice, sa se determine numarul total de palete cu caramida transportate
delafiecarefabrica lafiecare santier in aceste trei luni.

__B_|

10. Sasecdculeze:
a)2—15 O'b)SO_ZéLg- C)1—i2+5 -2 3\
3 51 -3/ 12 o% 3’ 3 0 2-i)]|-2+i i of

d)3-(1_i 3 _1.]; e)i-(l.(.) 3.}
0 i 3+i 3 1 4+

11y A O 0 1 1 4
)(1 O],neN*, hy|0 A, 0], keN’; i)[3 -1 2|, keNj;
o ln 5 1 0o
2 -1 -3 42 -1 -2 5
35 -6y 2 18 8
8 -7 6 513 -5 4 6
Dl 24 313 1 -2} kK
-3 4 2 61 -2 -7
-3 1 1p 4 5 -3
4 3 -7 8|2 3 -2
11. Sasecaculeze f(A), daca:
210 211
a f(X)=X*-2X+1,, A=|0 2 0} b) f(X)=X*-3X+2l,, A=|1 2 1
110 110

12". Sa searateca egalitatea AB—BA=1 estefals, oricarear fi matricele A, Be .4, (C).
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13. O intreprindere preconizeaza si procure 3 tipuri de masini T,, T,, T, de la 3 furnizori
F., F,, F,. Numarul de masini procurate de la fiecare furnizor este indicat in urmatoarea

meatrice:
Tl T2 T3
1 0 2)\F
M=[1 1 0|F,.
02 1JF,
Tnfunctie de varianta de completare a acestor masini (doua variante: V, si V,), intreprinderea
Vl V2
51 41\T,
le poate procurade lafiecare furnizor laurmatoarele preturi (u.m.): P=(52 4,0 [T,.
50 38T,

Sa se determine suma care trebuie achitata fiecarui furnizor (in ambel e variante).

14. Sa sedetermine numarul delinii nenule ale matricei esalon obtinute din matricea (in cazurile
a), b), discutiein functie de parametrul o€ R):

1 1 -1 0 2 -1 5 2 37 259 481 407
allT -3 o 1} b8 -2 6 7| Q|25 175 325 275|
0 4 8 -1 2 -1 o 2 19 133 247 209

15. Si se determine daca matricea este inversabila si, in caz afirmativ, sa se calculeze inversa

acesteia
3 21 2 2 3
12} (> 2} 0 1) 1 -2 1} 1 410}
4 3f N4 16 No 3f ) ' © '
2 23 4 21
L, 3 -4 5 2 5 7 0 1+i -i
f)34]; 9|2 -3 1} hy|7 3 4] )]0 i 1-2 |
3 5 1 5 _2 -3 11 i
1132 12 4 -2 111 .11
221 2 |38 0 -4 nl0r it 11
D1 2 3 af Mo 2 4 _3f Mo 00 1Tl
1123 38 -1 -6 000 ..01
[N —

n

16. Sa sedeterminetoate matricele X € .4, (R), pentru care AX = XA, unde A= 1 2|

/N
=
o

——

4 3
17. Saserezolveecuatia X? :(O 1), unde X e ./, (R).
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BEEAl| Determinant

Multe probleme pot fi rezolvate cu gjutorul sistemelor de ecuatii liniare (adici ecuatii
detipul ax +a,Xx, +...+a,Xx,=¢C, C,a € C, i =1 n). De exemplu, un elev a cumparat
22 de caiete si creioane, achitind cumparatura cu 20 lei. Cite caiete si Cite creioane au
fost procurate, daca un caiet costa 1,5 lei, iar un creion 0,5 lei? Notam cu X numarul de
caiete, cu y — numarul de creioane cumparate. Din conditia problemei obtinem sistemul
X+y=22,
2,5x+15y=42.
cunoscute (metoda reducerii, metoda substitutiei), obtinem x=9, y=13.

Tn caz general, se examineazi sisteme de ecuatii liniare care contin mai multe ecuatii
si mal multe necunoscute, pentru rezolvarea ciarora metodele mentionate sint mai putin
eficiente. Tn cele ce urmeaza vom expune alte metode de rezolvare, axate pe notiunea de
matrice si pe notiunea de determinant al matricel.

de 2 ecuatii liniare cu 2 necunoscute: { Aplicind una dintre metodele

Il Observarie. Tn acest paragraf, termenul ,matrice” va semnifica , matrice patratici”.

2.1. Determinanti de ordinul 2 (3).
Sisteme de 2 (3) ecuatii liniare cu 2 (3) necunoscute

Forma generala a unui sistem arbitrar de 2 ecuatii liniare cu 2 necunoscute este:
{allxl+a12X2:blv aﬂ,bIGC, i,j=l,_2. 1)
X +a,X, = bzv
a; A

A Ay
Considerind ca infiecare ecuatie cel putin o necunoscuta are coeficient nenul, rezolvam
sistemul aplicind metoda reducerii. Obtinem:

{(anazz —a,a,)X =ha, —ba,, 2
(andy, —a,a,)%, =ayb, —a,b,.

Evident, orice solutie asistemului (1) este solutiesi pentru (2). Fie a,a,, —a,a,, #0,
atunci obtinem

Matricea A:( ] se numeste matricea sistemului (1).

= —b1a22 —ba, _ ab-ab ©)

% A8y — 8,8, , - a,,8,, —a,a, .

Definitie. Numarul A=a,a,, —a,,8, Se numeste determinantul matricei

A:[all alzJ sau determinant de ordinul 2.

1 8y

& &, a, a,

& &y a, a,
Expresia A se numeste si determinant principal al sistemului (1).

Semai noteazi: det A, | A| sau - Dexi, =a,8, —&,a, =A.
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Se observa ca numaratorii rapoartelor din (3) de asemenea sint valori ale unor

b a, a, b
=4, 1b_ M=
b, a, e

determinangsi secundari (sau auxiliari) ai sistemului (1).
Mentionamca A, (sau A,) estedeterminantul careseobtinedin | A| prin substituirea

by
b,

determinanti, si anume: ba,, —b,a,, = =A,, numiti

coloanei 1 (respectiv coloanei 2) cu coloana( ) atermenilor liberi a sistemului initial.

Exemplu
. o 31 31
Determinantul matricei A= 4 2 este numarul | A= 4 2 =3-2-4-1=2.

Rezultatul obtinut (3) sta labazaurmatoarel propozitii:

Teorema 4 (regula lui Cramer?). Daca determinantul prin-
cipa A a sistemului (1) estenenul, atunci sistemul areo solutie
AZ

unica: —ﬁ =—=
'Xl_A’ X, = A

Demonstrarie

Din transformarile efectuate mai sus rezulta unicitateasolutiei: EEE T oy
daca x, =c,, X, =C, este o solutie asistemului (1), atunci eacoin-
cidecu valorilepentru x,, x, calculatedin (3). Faptul ca expresiile (3) pentru x,, x, sint
solutii severifica prin substituirealor in (1). p

Exercitiu rezolvat

N . . . .| 2% —4x, =3,
% Si serezolvein R, prin metoda (regula) lui Cramer, sistemul de ecuatii {3))((11 . 2)):2 1
Rezolvare: ’
R 2 -
Intrucit A :‘3 g‘: 4+12=16#0, putem aplicaregulalui Cramer. Obtinem:
3 - N . A, 5 A, 7
Al—‘l 2‘_10, Az—‘B j-—?. Prin urmare, X == %= =—1s

- e J(S T
Raspuns: S_{(B’ 16)}'

Aplicind metoda reducerii pentru a rezolva sistemul de 3 ecuatii liniare cu 3 necu-
noscute, a carui forma generala este:

a X +ayX, +a, X = bv

2, % +8,%, +aX,=b,, a,beC,i,j=13 (4)
3, X + 85X, + 85X, =D,
se pot obtine ecuatiile A-x, =A,, A-X, =A,, A-X,=A,, (5)

1 Gabriel Cramer (1704-1752) —matemeatician elvetian.
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unde A = Ay 883 T 8838y F 838y 8y — A3y, 8y — A8y &gy — &1 8pdy,,
Al = b1a22a33 + a12a23b3 + a13b2a32 - a13a22b3 - a12b2a33 - b1a23a32’
Az = a11b2a33 + b1a23a31 + a13a21b3 - a13b2a31 - a11a23bj - bla'21a33'
Aa = a11a22b3 + a12b2a31 + b1a21a32 - b1a22a31 - a11b2a32 - a12a21b3'

a; 8,
Definitie. Se numeste determinant al matricei A=|a, a,, a, | sau deter-

minant de ordinul 3 numarul a; 8y aj
A= a11azza33 + a12a23a31 + a13a21a32 - a13822a31 - a11a23a32 - a12a21a33'
a;, a, a;
Semai noteaza: det A, |A| sau |a,, a, a,.
a; a4, aj
Exemplu
2 1 4
0 -2 3=2(-2HA+13(3+0-4(-)-(-)- (-2 (-3-2:3-4-1.0- (-4 =-11L
-3 4 4

Observarii. 1. Determinantul matricei A de ordinul 3 este 0 suma de sase termeni,
fiecarefiind produsul a3 elemente situate cite unul infiecareliniesi infiecare coloana
amatricel A (adeterminantului).

2. Pentru memorizareaagoritmului de calcul a determinantului de ordinul 3, se poate
utiliza regula triunghiurilor (fig. 7.1) sau regula lui Sarrus (fig. 7.2): seiau cu
semnul plus produsel e elementel or unite printr-o linie sau plasate in virfurile unui triunghi
dinfigura7.1a) sau 7.2a), iar cu semnul minus— produsel e elementelor unite printr-o
linie sau plasate in virfurile unui triunghi dinfigura7.1b) sau 7.2b).

a; a, aj a, a, aj

b
B By Al A B A 8,y Al (A A7 a
a5 2,58, az : a, N, Nay aséaaéags
ol % e, |ag A a, a, N, Na, oy %
a, a0 a,  al a, ay
a) b) a) b)
Fig. 7.1 Fig. 7.2

Revenim la rezolvarea sistemului (4). Expresia A se numeste determinant princi-
pal a acestui sistem (determinantul matricel A a sistemului). Mai observam ca termenii
liberi A,,A,,A, a ecuatiilor (5) sint si ei determinanti de ordinul trei (verificati!):

b a, a, a, b a a, a, b
A = bz &, Ayl A, =a, bz A As =lay Ay b2 .
b, a, a; a, b a; & &, b




Modulul 7

Mentionam ca A, (i =ﬁ) (numit determinant auxiliar) este determinantul matricel
care se obtine din matricea A a sistemului (4) prin substituirea coloanei i cu coloana
termenilor liberi ai sistemului (4).

Aplicind egalitatile (5), obtinem urmatoarea teorema, similara cu teorema 4.

Teorema 5 (regula lui Cramer). Daca determinantul principal A a sistemu-
lui (4) este diferit de zero, atunci sistemul are o solutie unica:

A A LA
Xl_A’XZ_A’XiS_A'

Exercitiu rezolvat
% S se determine daca poate fi aplicatd regulalui Cramer si si se rezolve sistemul:

26— X%+ %= 3
3X, — X, =-1,
4X + X, —X= 3.
Rezolvare:
2 -1 1
Deoarece A=|0 3 -1|=-6+4-12+2=-12 si este nenul, rezulta ca regula lui
4 1 -1
Cramer poatefi aplicata. Caculam determinantii auxiliari:

3 -1 2 3 1 2 -1 3
A=-1 3 -11=-12; A,=|0 -1 -1=0; A,=|0 3 -1I=-12
3 1 - 4 3 -1 4 1 3
_ o 12 0 _ _ 12 _
Obtinem solutia: ><1_—_12_1, x2_—_12_0, X = _12_1.

Raspuns: S={(1, 0,1}.

Observarie. Rezolvarea sistemelor de acest fel, Tn caz ca determinantul principa este
nul, se vaexaminain 83.

2.2. Determinanti de ordinul n

Metoda lui Cramer de rezolvare a sistemelor de 2 (sau 3) ecuatii liniare cu 2 (respec-
tiv 3) necunoscute se va extinde pentru un sistem de n ecuatii liniare cu n necunoscute
(neN, n>2). Rezolvareasistemului se axeaza pe notiunea de determinant de ordinul n.

Initial, pentru comoditate, vom consideradeterminantul deordinul 1, det (a,,) =a,,, si
vom expune un alt algoritm de calcul a determinantilor de ordinul 3, numit dezvoltarea
determinantului dupd o linie/coloand. Tn acest scop, grupam termenii din definitia
determinantului de ordinul 3, evidentiind elementeleliniei intii:

| Al = all(a22a33 - azsasz) ta, (a23a31 - azlasa) + a13(a21a32 - a22831)'
Acest rezultat poate fi scris sub forma:

| Al — all(_l)lﬂ a22 a23 + alz(_l) 1+2

2 3

Ay Gy
8y 8y

A By

+ (_ 1) 1+3
% a,; &,
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Determinantii de ordinul doi din aceasta expresie se numesc minori complementari
al elementelor respective a,; din fatalor: e reprezinta determinantii matricelor obtinute
din matriceainitiala suprimind linia 1 si coloana j. Minorul complementar a elementului
a; senoteazi cu I\W} . Tn aceste notatii, pentru determinantul matricei A seobtine expresia
|Al=a,(-)"'M; +a,(-)"**M} +a,(-1)"**M;, care se numeste dezvoltarea deter-
minantului dupd linia Intii. Tn mod analog se obtine dezvoltarea aceluiasi determinant
de ordinul 3 dupa oricare linie sau coloana. De exemplu, se verifica usor egalitatea:

A Ay a; & a; &
| Al — (_1)1+3 + (_1) 2+3 + (_1) 3+3
a13 1 2 a23 a31 a32 a33 a21 a22

=8, (-)*M; +8,(-1)° M7 +a,(-1)° M3,

care reprezinta dezvoltarea determinantului dupa coloana a treia.
Tn mod anal og se obtin dezvoltarile determinantului dupa oricare alta linie/col oana.
Exercifiu. Scrieti dezvoltarile determinantului de ordinul 3 dupa altelinii, coloane.

Exercitiu rezolvat

2 -1 1
% Sisecadculeze A=|0 3 -1, dezvoltindu-I dupi o coloana.
4 1 -

Rezolvare:
Dezvoltam determinantul dupa coloanaintii (elementul nul faciliteaza calculul):

3 - 2+1 -1 3+1
1 _j+0'(—1) 1 j+4-(—1)

VVom introduce notiunea de determinant al matricei patratice de ordinul n (pe scurt —
determinant deordinul n), ne N, n> 2, inductiv, presupunind cunoscute notiuneade deter-
minant de orice ordin mai mic sau egal cu n—1 si notiunea de minor complementar al
elementului a; a matricei A=(q,), i, ] =1,n. Acesta este determinantul matricei
obtinute din A prin suprimarealiniei i si coloanei j; se noteaza cu M ;.

A — 2 . (_1)1+1

_; j =2-(-2)+0+4-(-2)=-12.

Definitie. Se numeste determinant al matricei A=(q;)e ./ (C), n=2, sau
determinant de ordinul n numarul

A=, (<)M, +a, (<)M + .+ 3, (<)M = Y (<)M a M (6)
j=1
A 8y . &,
Semai noteaza: |A|, detA saula, a, .. &,
Ay Ay Ay,

Notiunea ce urmeaza este extrem de utila pentru calculul determinantilor, precum si
pentru rezolvarea ator probleme.
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Definitie. Se numeste complement algebric a elementului a; al matricei
A=(a,)e .M,(C), n>2, (a determinantului | A) numarul A, =(-0)"'M.

De exemplu, minorul complementar al elementului a,, al determinantului | A| din

exercitiul precedent este M7 =‘4 1‘=6, iar complementul algebric a acestuia este

numarul A, =(-1)*°.6=-6.
Tn acesti termeni, definitia determinantului poate fi formulata astfel:
Determinantul matricei este egal cu sumaproduselor elementelor liniei Tntli cu comple-
mentii algebrici respectivi: )
|A|:a11A&1+auA12+"-+alnAmzzaleLj' (7)
j=1

Formulele (6) si (7) (pentru n=3, ele coincid cu formulade dezvoltare a determinan-
tului de ordinul 3 dupa prima linie, obtinuta anterior) sint numite dezvoltare a
determinantului dupda linia Intii.

Exercitiu rezolvat

31 -3
. -1 0 -2
% Si se calculeze determinantul )
00 5
0 0 3 0
31 -3
0 1 -2 -1 1 -2 -1 0 -2
_1 0 1 _2 141 1+2 1+3
o o J=3(D"0 4 5+L(-D' 0 4 5+2(-)* 0 0 5+
0 3 0] 0 3 O 00 0
0 0 3 0
-1 0
+(=3)- D" 0 0 4{=3-0+(-):(+15)+2-0+(=3)- (-1 -0=-15.
0 0 3

Daca in definitia determinantului am puteainlocui elementele primei linii cu cele de dtei
linii (casi pentru determinantii de ordinul 3), atunci am calcula determinantul precedent mai
smplu: dezvoltindu-I dupa linia a patra, vom avea nevoie doar de un minor complementar,
deoarece ceildti sevor inmulti cu 0. Teorema de mai jos stabileste ca acest fapt este posibil.

Teorema 6. Fie A=(a,)e ./,(C), n>2. Pentru orice i =1 n are loc egditatea
A=|Al=a,(-1)""M; +a,(-)"*M, +..+a,(-)""M =D aA. (8
=

Formula (8) se numeste formula dezvoltarii determinantului dupa linia i.
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Exercitiu rezolvat

31 -3
) -1 0 -2
% Si se calculeze determinantul )
00 5
0O 0 3 0

Rezolvare:

Aplicam teorema 6 dezvoltind determinantul dupa linia a patra (deoarece ea contine
cele mai multe elemente egale cu 0).

31 -3
|A]=0-(=)**M,' +0-(-)**M; +3-(-)**-1 0 -2/+0-(-)*“*M; =(-3)-5=-15.
00 5

|deea de dezvoltare a determinantului dupa o linie care are mai multe elemente egale
cu 0 genereaza o adlta idee: posibilitateadezvoltarii determinantului dupa o coloana. Teorema
ce urmeaza confirma acest fapt.

Teorema 7. Fie A=(a;)e ./ (C), n>2. Oricare ar fi j=1n,
A=|Al=a,(-)"' M} +a, (-)*' M +..+a,(-)"' M =D a A.
i=1

Aceasta formula se numeste formula dezvoltarii determinantului dupa coloana j.

Exercitiu rezolvat

% Sa se calculeze determinantul din exercitiul precedent, dezvoltindu-l dupa coloana a
doua.

Rezolvare:
1 1 -2

|A|=1-(-)** 0 4 5+0-(-)**M2+0-(-D)**M2+0-(-D)*°M, =-1.15=-15,
03 0

2.3. Proprietatile determinantilor

Pentru a calcula determinanti de ordin mai mare decit 3 numai in baza definitiei, se
calculeaza, in caz general, un numar considerabil de determinanti de ordinul 3: de exemplu,
patru determinanti pentru cel de ordinul 4, 20 de determinanti pentru cel de ordinul 5. Din
acest motiv (si nu numai) vom demonstra unele proprietati ale determinantilor de ordin
arbitrar, care vor facilita calculul si aplicarealor.

1° Determinantul matricei A este egal cu determinantul matricel transpuse ‘A

Proprietateapoate fi demonstrata pentru n=2, n=3 calculind | A|, ['A| sau utilizind
inductia matematica pentru n>3 (determinantul | A| se dezvolta dupa linia intii, iar
[ A] —dupi coloanaintii).

[205



Modulul 7

Observarie. Din aceasta proprietate rezulta ca orice propozitie adevarata pentru liniile
unui determinant vafi adevarata si pentru coloanele [ui. Din acest motiv, proprietatile
care urmeaza vor fi formulate doar pentru linii, nsi ele sint valabile si pentru coloane.

2° Daca matricea B se obtine din matricea A permutind doua linii, atunci |B|=—] A

Demonstrarie

Aplicam metoda inductiei matematice: pentru k =2 proprietatea se verifica imediat,
iar trecereadela k-1 la k, k=3, se efectueaza dezvoltind determinantul dupa o linie
diferita de cele ce se permuta.

Exemplu 312 -3
I : . -1 0 1 -2 _ :
Permutind liniile 2 si 4 ale matricei A= 00 5| obtinem matricea
312 -3 00 0
0 0 3 _0 03 0
B= . Avem: |A|=3-(-)**M} =-15, |B|=1(-)**-| 0 4 5=
0 04 5
41 1 -2
-1 0 1 -2

=—(-15)=15. Deci, |B|=—| Al

3° Daca o matrice A are doua linii egale, atunci determinantul ei este egal cu zero.

Demonstrarie

Intr-adevar, permutind liniile egale, obtinem o matrice B, astfel Tncit, n baza proprieta-
tii 2°, |B|=—|A|. De fapt, B=A, deoarece am permutat linii egale. Prin urmare,
|Al=|B|=—|A| adica 2| A|=0 si deci |A|=0. p»

4° Suma produsel or elementelor unel linii ameatricel cu complementii algebrici respectivi
ai elementelor oricarei atei linii este egala cu zero:

311A<1+312A<2 +"'+a1'nA<n =0 (i # k)'
Demonstrarie

311 ___________ al n

Examinam urmétorul determinant | ... n| « liniak
A Bl liniai
anl a‘nn

Expresia din membrul sting a egalitatii reprezinta dezvoltarea dupa linia k a acestui
determinant. Cum acest determinant contine doua linii egale, el esteega cu 0.

5° Daca inmultim toate elementele unel linii a unei matrice A cu un numar ¢, atunci
determinantul matricei obtinute A" este egal cu produsul dintre o si determinantul matri-
cel A
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Semai spune: factorul comun a elementelor unei linii poatefi scosin fatadeterminantul ui.
Demonstrarie
Elementele a; deliniei i amatricel A" auforma: a” =a - a;. Dezvoltind determinantul

| A'| dupa liniai, obtinem: |A|_2(a a) A =a Za1J A =o-|Al

Exemplu
_i 2
5 g

2i 3 . |2 :
=16i —-15i =i, =1, deci
5 8
6° Daca toate elementele unei linii aunei matrice sint egale cu 0, atunci determinantul
acestei matrice este ega cu 0.
Proprietatea rezulta imediat din proprietatea 5° pentru o = 0.
Analog cu proprietatea 5° se demonstreaza proprietatea 7°.

2i 3
5 8

7° Daca o matrice contine doua linii proportionale, atunci determinantul ei esteegal cuO.
Liniilei si saleunei matrice Asenumesclinii proporfionale, daci a; = 3-a;, j=1n.

Exemplu

2 i -3

4 2i -6|=0, fiindcaliniile1si 2 sint proportionale.
7 © i3

8° Daca la elementele unei linii a matricei A adunam elementele respective ale altel
linii Tnmultite cu unul si acelasi numar nenul ¢, atunci se obtine 0 matrice al carel deter-
minant este egal cu determinantul matricei A.

Demonstrarie

Fie la elementele liniel k a matricei A se aduna elementele respective ale liniel s
inmultite cu numarul o.. Elementeleliniei k amatricel obtinute A" auforma: a, +oa,.
Dezvoltind determinantul |A:]’ | dupéliniakn, obtinem

|A’|=i(aw+a~a§)Aq=ZamAq+a-Zas./%=|A|+a~0=|A|. -
Exemplu 12 3

Daca la elementele liniei a doua a matricei A=|2 4 -6 | adunam elementele
12 -3
12 3
respective deliniel atreiainmultite cu —2, obtinem matricea B=|0 0 0|
12 -3
Astfel, |A]=|B|=0.
9° Fie elementele liniei i a matricei A au forma a, =a/ +a/, j=Ln Daci A
(respectiv A”) este matriceacare se obtinedin A nlocuind elementeleliniei i cu elementele
a; (respectiv &), j=1n, aunci |A|=|A|+|A”].
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Demonstrarie
Dezvoltlnd determinantul | A| dupaI|n|a| obti nem

| Al= Z(&ﬁaﬂ ("' M; Zau( DM, +Z TCDTM = A A7,

deoarece minorii complementarl ai elementelor &) +a], aj, a; dematricelor A, A’ si
respectiv. A” coincid.

2.4. Calculul determinantilor

© Un procedeu de calcul a determinantilor il cunoastem din definitia determinantilor
(prin dezvoltare dupa o linie [coloana)).

® Un a doilea procedeu de calcul consta in reducerea calculului determinantului de
ordinul n la calculul unui singur determinant de ordinul n—1. Se aplica proprietatile
determinantilor, in special proprietatea 8°, pentru a obtine o linie sau o coloana in care
este cel mult un element nenul.

Pentru a evita calcule complicate, se recomanda, Tn prealabil, si se adune sau sa se
scada unelelinii (coloane) pentru a obtine un element egal cu 1 sau —1 n linia (coloana)
respectiva.

Exercitiu rezolvat

1-i 2 3i
L Sisecdculeze A=| i 2+i 0
0 5 —2+i
Rezolvare:
1 4+i 3i
Adunam laliniaintii linlaadoua: A=|i 2+i 0 |. Acum este simplu sa obti-
0 5 —2+i
nem zero pelocul lui i: laliniaadouaadunam primalinie Tnmultita cu—.
1 4+i 3 ]
: . w33 3 ! . .
Atunci: A=|0 3-3 3 |=1(-) 5 4] =(3-3)(-2+i)—15=-18+09i.
0 5 —2+i

® Un alt procedeu de calcul este reducerea determinantului la forma triunghiulara
(toate elementele situate deasupra sau dedesubtul diagonalei principale sau secundare

sint nule).
Lacalculul determinantilor de forma triunghiulara se vor aplica urmatoarele formule:
a, o .. 0 0
A a21 a22 O 0 ~ _a_Ll alz a1n—1 11n '
R 0 a11a22"'a‘nn - O a22 a2n—1 a2n 1
Qg1 Qg e Qg VU T T e
O 0 .. 0 a,
a'nl a‘nz ann—l ann
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all a12 aln—l aln 0 0 O aln
AP B O s azlo 0 . a.. al
2 la,, A, - nTEnr L T e T

a, o .. O 0

Aceste rezultate se obtin dezvoltind determinantul A, (respectiv A,) si ceilalti deter-
minanti, care apar in continuare, dupa linia (coloana) care contine doar un el ement nenul.
Deexemplu:

A—(—l)zal-a-"fz- ------ S -(-)-—alaz-z-:l-s-3j ------ O 0| =a,a,,..a,
' a, a, a,, Y2a, ay, a,| ~oET™
Exemple
a8, &, 3a; 35
1. a, ay 0 =813822331-(—1) 2 =—a;38,3;.
a, 0 O
0O 12
. 2 50 ) ) . .
2. Determinantul A = L (matricearespectiva) nu areformatriunghiulara,
-1 2 10
Tnsd, folosind proprietatile determinantilor, € poatefi transformat (redus) lao atare forma:
30 12 06 -2 2 0 0 -2 -4
A 12 504 »04 40/ |00 4 -4
_010)__401045_0101_
3-1 2 -1 0 -1 2 10 -1 2 41
0 0 1 —2‘) 00 -3
00 1 = 00 1 - 43
=8 =8. =8(-1) 2 - (-1)(-3) = 24.
01 o 0 1 () -(-D(-3)
-1 2 1 O -1 2 1 O

Pentru calculul unor determinanti de ordin arbitrar n este eficient de areduce determi-
nantii laformatriunghiulara.

Exercitiu rezolvat

%, Si se calculeze determinantul de ordinul n: A =
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Rezolvare;

Adunam laprimalinietoate celeldtelinii, scoatem factorul (n—1), apoi lafiecaredin
liniile2, ..., nadunam primalinie inmultita cu —1:

n-1 n-1 ... n-1 11 ... 1 1 1 1 ..
a1 0 .1 (1)101)j<1>010 ______ o=(n-1- (1"
1 1 0 11 0 0O 0O —

Teorema 8 (determinantul produsului matricelor). Daca A, Be .4 (C), atunci
|A-B|=|Al-|B].

Exemplu

21 0O 2 ) 13
Daca A= , B= , atunci AB = .
11 1 -1 11

Avem |A|=1 |B|=-2, |AB|=-2.

2.5. Matrice inversabile (continuare)

Utilizind determinantii, complementii algebrici ai elementelor unei matrice patratice,
vom prezenta inca un criteriu de inversabilitate a matricel si 0 alta metoda de calcul a
inversel unel matrice (a se vedea secventa 1.4, § 1).

Teorema 9. Matricea patratica este inversabila daca si numai daca determinantul
ei este diferit de zero.

Demonstrarie
Necesitatea rezulti din teorema 8. Intr-adevir, daci matricea A este inversabil3,

atunci | = A- A™. Deci, 1=|1 |=|A|-| A™|, deunderezultici | A| =0 si (foarteimpor-
~ 1 ~
tant!) |A*|=—==|A[*.
) |A7] A | Al

Suficiensa este de o mare importanta: demonstratia ei furnizeaza o formula pentru
calculul matricel inverse. Astfel, vom arita ca pentru n=> 2,

. Au A21 A,l
A =Tal Ao Pe o At ?
Am Azn Am

Tntr-adevar, in baza proprietatii 4° adeterminantilor, obtinem:
1 All AZl A]l all a12 aln
A_l'Azm A A Asllan Ay e &y, =

Aln A2n Am a'nl an2 ann



Elemente de algebra superioara

gAlal ﬁ)Al&z 2 Ad,
Y A8 YAA - YA,

gAnaﬁl iAnaiz

Tn mod analog se arata ci A-A™ =1 .

=1
| Al

Pentru n=1, dinconditia| A|=|a,|# 0 scriem Alz(

Exercitiu rezolvat

2
% S3 se determine inversa matricei A=| 3
0
Rezolvare:
2
Calculam determinantul matricel: | A|=|3
0

|A] O 0 A
— 0 A 0 |=—1=1I.
Al 0 AL 0 Al

0 0 |A|
1 : -1 -1
1) deci AAT=AT A=
a,

-1 1

0 -1}

2 4

-1 1

0 1=6+4+12=22.

2 4

Inversa exista, Tntrucitt determinantul matricei A este diferit de zero. Determinam
complementii algebrici ai elementelor matricei A:

S A
2 0 0 2
ms oA e A
1 2 ) 2 0 h 3 0 )
Ao drafs Jead o
1 0 _ 2 3 _ ! 3 3
2 6 1
Conform formulei (9), obtinem: A‘1=2—12 -12 8 5|
6 -4 3

Aplicind inversaunel matrice, pot fi rezolvate diverse ecuatii matriciale. Daca matricele
Asi B auacelasi numar delinii, atunci ecuatia AX = B, unde A este patratica cu det A# 0,
poate fi rezolvata Tn modul urmator: inmultind-o la stingacu A™, obtinem, consectiv,
egdititilematricide: A*(AX)=A"B, (A"TAX=A"'B, | - X=A"B, X=A"B.

De exemplu, pentru matricea A din exercitiul precedent si B=| 2

2 6 1y1 0
X=A’lB=2—12 12 8 5|2 1 =%
6 -4 3]0 1

1 0
-1 | avem
14 -5 0 1
4 -3\
-2 7
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Exercifiu. a) Aritati ci solutia ecuatiei XA=B, |A|#0, este matricea X =B- A™.
b) Aratati ca solutia ecuatiei AXB=C, A, B, Ce .« (C), |A|-|B|#0, este
matricea X = A"CB™.

Probleme rezolvate

% 1. Pentru producerea 1 t de bomboane ,Masca’ se folosesc 0,2 t de produse de cacao
si 0,5t de zahar, iar pentru producerea 1 t de bomboane ,, Grilig)” se folosesc 0,14 t de
produse de cacao si 0,6 t de zahar (In afara de alte componente). Sa se afle cantitatea de
bomboane produse de fiecare fel, daca s-au folosit 0,15 t de produse de cacao si 0,5t de
zahar.

Rezolvare:

Fie x, si x, cantitatea (in tone) de bomboane produse ,Masca’ si respectiv ,, Griligj”.

0,2x, +0,14x, =015
0,5x +0,6x, =05

0,2 014 06 -014
unde A= , X = % , B= 015 . Calculam: A’1=i i
05 0,6 X, 0,5 0,05 -05 0,2

Alcatuim sistemul de ecuatii: { sau, In forma matriciala, AX = B,

Tnmultind egdlitatea AX = B lastingacu A™, obtinem:
X - Algo 1 06 -014)015) 1 (002 )\ (04
B - 005/ -05 02 |05 ) 005(0025) (05]
Astfel, au fost produse 0,4 t de bomboane ,Masca’ si 0,5t de bomboane ,,Grilig”.

% 2. Se poate demonstra ca aria triunghiului M;M,M, unde M,(x;, ¥,), M,(X,, Y,),

X Y
M,(X;, Ys), se calculeaza conform formulei: .o/, \, = %xz y, 1. Tn particular,
X Y,
punctele M, M,, M, vor fi coliniare, daca determinantul respectiv este nul.
Fiepunctele M, (2, 3), M,(3,0), M,(2, 2). Sa secaculezeariatriunghiului M,M ,M,
sau sa se arate ci punctele respective sint coliniare.

Rezolvare:
2 3

Determinantul |3 0 1 esteega cu—1, deci punctele in cauza nu sint coliniare. Aria
2 2

AMM,M, este %-|—1|:% (unitati patrate).
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Exercitii propuse |

1. Si secalculeze determinantul:
a—12_ b2—3_ caZ_ d5i 2| e2—i [
)34’ )4 6| )2a3’ )i—3' )35—i
2 3 -7 112 3 3 -7 11 1 1 15
I8 1 9; g2 3 3; h|2 -1 -3; )21 -3; j)l2 -3 3.
4 6 3 531 -1 4 2 11 -3 1 -33
2. serezolvein RxR sistemul aplicind (daca este posibil) regulalui Cramer:
2x1 3x, =4, by |3 +8% =1 4x, —2x, =5, g 12T =3
X +2X%, =1 7% +11x, =3, X +3%, =2 X —X, =6;
2%, — % =1, X X=X =2,
bx,=c
e){aX1+ - D2 - x =1 ) 172X+ X+ % =3,
—bx, +ax,=d, a-b#0, azb; X 48X, + 3%, =2 X+ X, + % = 6
3%, — X, = 2%, 42X, — X, =4, X +X+X%=1
h) < =2x +X, + X%, =0, i) 93X + X, —=3%, =7, J) 1% + 2%, + 2%, =2,
2% =%, + 4%, =15, X+ X, — 2% =3 2%, +3x, + 3%, =3.
| B |
3. Sasecalculezedeterminantul:
20 20 2 2115 1 2 25 2120 1 2 34
a)ll 12_b)1 1 52 |0 41 12'd)1202'e)1012
21 -32""712 3 32 31—11'2021'3—1—10'
11 -3 4 1 -3 34 2 3 02 0212 1 2 05
4. Aplicind proprietatile determinantilor, si se demonstreze egalitatea:
a b ax+hy+c| |a b ¢ a+hbx ax+b ¢ a b ¢
ala, b, ax+by+c,|=la, b, ¢|; b)la+bx ax+b, c,|=01-%x°)-|a, b, c,.
a, b, ax+by+c| |a b ¢ a,+bx ax+h, ¢ a, b, ¢

o

IS

inlocuit cu conjugatul siu?

7.
acelasi numar nenul o ?
z
8. Sa searate ca determinantul |z,
z,

Daca vom schimba semnele tuturor el ementel or determinantului, cum se vamodificaval oarea
determinantului de ordinul: a) 3;

b) n?

NN NI

Cum se va schimba val oarea determinantului matricei Ae .4, (C) daci fiecare element vafi

Cum se vaschimba val oarea determinantului de ordinul n dac fiecare element se vainmulti cu

C,
G|, ¢ €R, z e C, esteun numar pur imaginar sau 0.

Cs

(213



Modulul 7

9. Siserezolvein C x C sistemul de ecuatii:

o ayza o fepaeiyes - [T
(4+2)x—(2+3))y=5+4i; (3+2i)x+(3-2)y=8, ix+ 3y — (1+1)z =30,

10. Sa se calculeze aria triunghiului M;M, M, sau si se arate ca punctele M;, M,, M, sint
coliniare.

a) M,(2,1), M,(3, 4), M,(1, 6);
©) M,(-2, 4), M,(0, -3), My(1, 7);

b) M, (0, 0), M,(2,1), My(4, 2);
d) M,(5,4), M, (11, 0), M,(0, 3).

11. Utilizind proprietatile determinantilor, si se calculeze:
ala X a a b c
alb 1 b; b)la x a; clc b a
c 1l ¢ a a x b ¢ a

12. UtilizZind complementii algebrici ai elementelor, si se calculezeinversamatricel:

3 21 2 23
1 2 01
a) ; b) X o1 -2 1} d| 1 -1 0}
4 3 2 3
2 2 3 -1 21
1 1 1 1 12 3 4
312 1 1 -1 -1 23 1 2
0 3 1f f) ; 9) -
1 -1 1 -1 11 1 41
4 2 1
1 1 -1 1 10 -2 -6

13. Sa serezolveecuatiile matriciale AX =B, YA=B, unde Aestedin 12 a) si B estedin 12 b).

14. Saserezolvein R ecuatia:

x-2 1 - a-x a a
a| x -3 1|=0; byl a a-x a [=0.
2 -5 x+1 a a a—xX

15. Sa secalculeze determinantul si si se scrie rezu

aZ

bc
b? +¢?

a)

b2
ac
a? +c?

C2

ab |;
a?+b?

b)

[tatul sub forma de produs:

a b c

a> b*> c?|.

bc ca ab
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BEEN| sisteme de ecuatii liniare

3.1. Notiuni generale
Tn acest paragraf vom determina conditiile in care un sistem arbitrar de ecuatii liniare
are solutii si vom expune unele metode de determinare a multimii solutiilor acestuia.
Forma generala a unui sistem de m ecuatii liniare cu n necunoscute este:
a,X +a,X, +..+a,X, =h,

a,X +ayX, +..+a, X =h,, a, beC, i1 m j -1n (1)
a X +a,x +..+a,.x =hb,
Numerele a, i=1Lm,| :171, se numesc coeficienti ai necunoscutelor, iar
b, b, ..., b, — termeni liberi ai sistemului. Din coeficientii necunoscutelor si din termenii
&y B o B ) (A & . &, b
liberi formam doua matrice: A=|a, a, .. &, | A=|la, a, .. &, b, |
Ay &, Ay Ap a, b,

numite, respectiv, matricea sistemului si matricea extinsd a sistemului.

Definitie. Sistemul ordonat de n numere complexe (c,, ..., C,) Se numeste solutie
asistemului (1) daca, inlocuind necunoscutele x., respectiv,cu ¢, i =1, n, fiecare
ecuatie din (1) se transforma Trn]tr-o propozitie adevarata, adica

2.3:¢ =h, =1 m

j=1

Observarie. Pentru comoditate, vom prezenta solutia unui sistem de ecuatii cu n necu-
(o}
noscute (fiind stabilita ordinea x,, ..., X,) si ca 0 matrice-coloana X,=|: [ din

M(,(C), considerind ca se substituie X, =¢,, ..., X, =C,. G

Se poate arata ca daca un sistem de ecuatii liniare are cel putin doua solutii, atunci
multimeasolutiilor lui esteinfinita.

Un sistem de ecuatii liniare se numeste compatibil daca €l are cel putin o solutie.
Sistemul care are o solutie unica se numeste compatibil determinat, iar cel care are mai
mult decit o solutie — compatibil nedeterminat. Un sistem de ecuatii care nu are solutii
se numeste incompatibil.

Exemple

Fiesistemeledeecua;iiIiniare{xl_zxz:& {xl—ZXZ:S, {)(1_2)(2:3’

2x +3x, =-1 |4x -8x,=12, |x —2x,=4.

Primul sistem este compatibil determinat, fiindca determinantul matricel sistemului
este nenul si prin metoda lui Cramer stabilim ca el are o solutie unica. Al doilea sistem
este compatibil nedeterminat: solutii ale sistemului sint, de exemplu, x, =1, X, =-1
X, =-3, X, =-3. Ultimul sistem esteincompatibil, fiindca membrii din stingaai ecuatiilor
sint aceessi, iar cel din dreapta difera.
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A rezolva un sistem de ecuatii liniare inseamna:

a) a stabili daci el este compatibil;

b) In caz afirmativ, adetermina multimea solutiilor sale.

Tn caz general, vom considera ca rezolvam sistemul de ecuatii n multimea numerel or

complexe.
Scrierea matriciala a sistemului (1) este:
AX =B, (2
X, by
unde A=(a;)e .4, (C), X=[: | B=[: [e./,(C).
Xn bm
FieTnca un sistem de ecuatii liniare:
AX =B, ©)

unde matricele A, B, sint de acelasi tip casi matricele A, B, respectiv.

Definitie. Sistemele (2) si (3) se numesc echivalente daca multimile lor de solutii
sint egale (In particular, daca ambele nu au solutii).

Exemplu
; X+X=X%=1 . |x-%=0 i 5y — - _
Sistemele {le—x2+x3:2 si {xl+2x2—x3:2 ausolutiecomuna x, =1, x, =1, x, =1,
Tnsd totusi nu sint echivalente, fiindca x, =2, x, =1, x, =2 este solutie a sistemului &
doilea, dar nu este solutie pentru primul sistem.
Lema. Dacd A Ae ., (C), B,Be./,,(C) si existdi o matrice inversabila
U e ./ (C), adtfd incit UA= A, UB = B,, atunci sistemele(2) si (3) sint echivaente.

Demonstrarie

Fie sistemul (2) compatibil, X,e ./, ,(C) o solutie arbitrard pentru (2), adica este
adevirata egalitatea AX,=B. Tnmultind la stinga aceasta egalitate cu U, obtinem
UAX,=UB, sau AX,=B,. Deducem ca orice solutie a sistemului (2) este solutie si
pentru sistemul (3). Analog se obtine ca orice solutie asistemului (3) este solutie si pen-
tru (2), deoarece A=U A, B=U"'B,. Deci, sistemele (2) si (3) sint echivalente. P

3.2. Metode derezolvare a sistemelor de n ecuatii liniare
CU N necunoscute
O Metoda matriciala
Considerind in sistemul (1) m=n, se obtine urmatorul sistem:
ayX +..+a,X, =h,

.................... 4
a % +..+a,x =h,.
Scrierea matriciala a acestui sistem este
AX =B, )
X
unde Ae ./ (C) este matriceapatratica asistemului, X =|: | B=|: [e./,(C).
X b
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Teorema 10. Daca matricea A asistemului (4) esteinversabila, atunci sistemul are
o solutieunica:

X, = A"'B. (6)

Demonstrarie

Tnmultind la stinga egalitatea (5) cu A™, obtinem consecutiv: A™*(AX)=A".B,
(A*.A-X=A'B, | -X=A".B, X=A"-B. Inbazalemei din secventa3.1, sstemele (5)
si X =A"-B dntechivaente: in caitatede U dinlema s-aluat matriceainversabila A™. p

Exercitiu rezolvat

X +2X, +3X,=4,
% Sa serezolvein CxCx C sistemul de ecuatii: 2x, +3x%, + X, =3,
X+ X+ X=2.
Rezolvare:
1 23
Matricea sistemului este A=(2 3 1|
111

Formam matricea (A| |) si efectudm transformiri elementare asupraliniilor e pentru
aobtine pelocul matricei A matriceal (daca este posibil):
12 3/1 0O
0152 -10]|
0031 11
Elementel e de pe diagonala principala amatricei esalon obtinute din A sint nenule, deci

(in baza conditiei de inversabilitate a matricel (81, secventa 1.4)) A este inversabila.
Continuam sa efectuam transformari pina obtinem zerouri deasupradiagonalei principale:

L2 1 7
I__ —— p—
10 oi ? g g 5 4 7
2 1
1 | - — — . 1:— - .
I B { M
101 1 _
0013 3 3
X, 1—2 -1 7\ (4) 11
Conform (6), solutiaeste XZ:A’l-B:§ 1 2 -5||3]|=|0} adicid x, =1,
X, 1 -1 1)(2) \1

X,=0, X, =1
Raspuns: S={(1, 0,1)}.

[ Regulalui Cramer (demonstrati in § 2 pentru n=2, n=3) este o alta metoda
derezolvare asistemelor de n ecuatii liniare cu n necunoscute, ne N*. Aplicind proprieta-
tea 4° (secventa 2.3), formula (7) (secventa 2.2) si formula (9) (secventa 2.5) pentru
A, din (6) obtinem formulele pentru calculul vaorilor necunoscutelor X, X, , ..., X, .

n
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2 Ab
X A, A, .. A E =
Astel, X2 =A_l.B:|_,]6-\| Al? ..... AZ 2 Ahz : ;2 :|_']°-\| ZAzb. , deunde:
X, A, A, A, ZAb

xj:—ZAjb,:ma21 a, .. b .. aZn:K‘, j=1n, A, fiind determi-

nantul matricel care se obtine din A prin substituirea coloanei j cu coloana termeni-
lor liberi ai sistemului (4). Determinantul A =|A| senumeste determinant principal, iar
AL A,, ..., A, —determinangi secundari ai sistemului (4). Rezultatul obtinut este

Teorema 11 (regula lui Cramer). Daca determinantul A & matricei sistemului
de ecuatii liniare (4) este diferit de zero, atunci sistemul este compatibil determinat
si solutia sa este: A A A
=1 -2 —n
X = Xp =t e X =T

Exemplu
Aplicind teorema 11 sistemului de ecuatii din exercitiul precedent, obtinem A =-3,
A, =-3, A,=0, A,=-3. Deci, x, =1, x,=0, x,=1.

3.3. Metoda lui Gauss de rezolvare a sistemelor de ecuatii liniare

Spre deosehire de metodele examinate, metoda lui Gauss (numita si metoda elimi-
narilor succesive), expusa in continuare, poate fi aplicata la rezolvarea oricarui tip de
sisteme de ecuatii liniare (1). Asupra sistemelor vom efectua urmatoarele transformari
cepermit si se obtina sisteme echivalente cu cel initial (echivalentase verifica nemijlocit):

- permutarea a doua ecuatii;

- Tnmultirea ambilor membri ai unel ecuatii cu un numar nenul;

- adunarea la fiecare membru al unei ecuatii @ membrilor respectivi a altel ecuatii,
Tnmultiti cu unul si acelasi numar.

Este clar ca efectuarea acestor transformari asupra ecuatiilor unui sistem este echi-
valenta cu efectuarea transformarilor elementare respective asupra liniilor matricei
extinse A asistemului (a se vedea secventa 1.3).

Exemplele ce urmeaza vor facilita intelegerea metodei lui Gauss si reprezinta doua
tipuri de sisteme care pot fi obtinute carezultat al aplicarii acestei metode.

2% — X, + X, =3,

1. Sa serezolve in C sistemul de ecuatii liniare X, — X, =—1,

2%, =1.

Observam ca matricea sistemului este superior triunghiulara, avind toate el ementele

de pe diagonala principala nenule. Se spune ca un atare sistem este triunghiular.
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Sistemele de acest tip se rezolva relativ simplu: din ultima ecuatie calculam val oarea
ultimei necunoscutesi 0 substituim in toate celelalte ecuatii; din penultimaecuatie calculam
valoarea penultimei necunoscute s.am.d., pina calculam valoarea primel necunoscute
din prima ecuatie. Prin urmare, sistemul va avea o unica solutie.

Tnexemplul dat, din ultimaecuatie obtinem x, = %; substituimvaloarealui x, Tnprimele
doua ecuatii si din ecuatiaadouaobtinem x, = —%; infinal, substituind valoarealui x, in

prima ecuatie, obtinem x, =1. Unicasolutie asistemului este: x, =1, x, :—%, x3:%.

Raspuns. S= {(], —%, %)}

2. Sa serezolve in C sistemul de ecuatii {in - %tx=l
’ 3X, — X, =1.

Observam ca sistemul nu contine o ecuatie de forma 0=b, b= 0, numarul necunos-
cutelor lui este mai mare decit numarul ecuatiilor si matricea sistemului are formaesalon.
Se spune ca un atare sistem este trapezic (atfel zis, un sistem de ecuatii liniare este un
sistem trapezic daca matricealui are forma esalon, numarul r de linii nenule ale matricei
sistemului este egal cu numarul de linii nenule ale matricel extinse a sistemului si r este
mal mic decit numarul de necunoscute ale sistemului). Necunoscutele ai caror coeficienti
sint liderii matricei sistemului trapezic se considera, de regula, necunoscute principale,
iar celelate — necunoscute secundare.

Tn exemplul dat, consideram x, si x, necunoscute principale, iar x, — necunoscuta
secundara.

Sistemul trapezic (initial) sereducelaun sistem triunghiular in necunoscutel e principale
X, X, Tnurmatorul mod:

Lasam Tn membrul sting al fiecarei ecuatii toti termenii ce contin necunoscutele prin-
cipale, iar ceilalti termeni 7i trecem in membrul drept, schimbindu-le semnul:

{2><1— X, =1-x,,

3X, =1+ X,.
Notind necunoscuta secundarda x, cu «, e C, si rezolvind sistemul, obtinem
asa-numita solusie generala a sistemului: x; =%—%a, X, =%+%a, X, =0, aeC. Este

clar ca pentru fiecare valoare atribuita parametrului o se determina in mod unic valorile
necunoscutelor principale. De exemplu, pentru o =0 obtinem o solutie a sistemului

X, :é, X, :%, X, =0, numita solusie particulara.
Pentru oo = -1 seobtine x, =1, x, =0, X, =-1 —oalta solutie particulara asistemului.
Parametrului o, deci si necunoscutei secundare X, Ti putem atribui o infinitate de
valori din C. Din acest motiv, sistemul este compatibil nedeterminat.

Observarii. 1. Lista necunoscutelor principale se determina neunivoc: eimportant doar
Sa se obtina un sistem triunghiular Tn raport cu necunoscutele principale.

De exemplu, Tn sistemul precedent pot fi numite necunoscute principale X, X;.

2. Sistemeletriunghiul aresi sistemel e trapezice sint compatibile: sistemul triunghiular
are solutie unica, iar sistemul trapezic are o multime infinita de solutii.
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Compatibilitatea sistemelor de ecuatii liniare este determinata de
Teorema 12. Fie Ae .4, ,(C), Be .,,(C) si A=(A|B). Sistemul de ecuatii
liniare AX = B este compatibil daca si numai daca matriceleesalon A, E obtinute
din A si respectiv A au acelasi numar delinii nenule.

Demonstrarie

Necesitatea. Considerind ci sistemul AX =B este compatibil, 1l vom reduce la un

sistem trapezic, echivalent cu cel initial.
a, .. a, ..a b

|0 .. & .. & f —
Fie A= % An , | matriceaesalon obtinuta din matriceaextinsa A
0 .. 0 0 b,
0 0 0 K

asistemului cu gjutorul transformarilor elementare aeliniilor, a;, # 0.

Deoarece sistemul AX =B este compatibil, rezulta ca este compatibil si sistemul a
carui matrice extinsi este E Prinurmare, b =0, pentruorice i =r +1, m, adica numarul
delinii nenule ale matricei A este egal cu numarul delinii nenule ale matricei E

Suficiensa. Daca numarul r delinii nenulealematricei A esteegal cu numarul delinii

ay .. a, .. aj of

nenulealematricei A, atunci A areforma a(;p a(*)” C; , unde &/, # 0.
0 .. 0 .. 00

Sistemul care are matricea extinsa E este echivalent cu sistemul AX =B si esteun
sistem triunghiular (in cazul r = n) sau un sistem trapezic (in cazul r <n), de aceeaeste
competibil. P

Exercitii rezolvate X = 2%+ % — 4%, =1,

% 1. S3 se determine compatibilitatea sistemul ui X, — X +2X, =2,

Rezolvare: =%, +3X%, — 2%, + 6%, =1.

Formam matriceaextinsi A asistemului si o reducem la forma esalon:
1 -2 1 -411 1 -2 1 -4;1 1 -2 1 -4;1
0 1 4 2i2<jlo 1 41 2i2|~lo0 1 1 22|
1 3 -2 6i/1/l0 1 -1 2i2J|o 0o 0 o0lo0

1 -2 1 -4
Matriceaesalon A=|0 1 -1 2| obtinuta din matricea sistemului, precum si
0O 0 0 O

1 -2 1-41
matricea A=|{0 1 -1 2 2 |obtinuta dinmatriceaextinsi au cite 2 linii nenule.

0O O O o00O
Prin urmare, sistemul initial este compatibil.
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% 2. Daca Tn exemplul precedent termenul liber al ecuatiei atreia ar fi, de exemplu, 5,
1 -2 1 -4;1
atunci ultimameatricear fi: | 0 1 -1 2 i 2 | Astfel, matricele esalon obtinute
0O 0 0 04
din matricea sistemului si din ceaextinsa contin 2 si respectiv 3 linii nenule, deci sistemul
esteincompatibil.

Ideea reducerii matricel extinse a sistemului laforma esalon, folosita in demonstratia
teoremei 12, constituie baza metodei lui Gauss de rezolvare a sistemelor de ecuatii
liniare. De retinut ca aceasta metoda are avantgjul de afi usor programabila pe calcula-
tor. Ea congta Th urmatoarele:

1. Scriem matriceaextinsi A =(A| B) asistemului (1).
2. P_rin transformari elementare aleliniilor, reducem aceasta matrice lao matrice esalon
A =(A1B), unde A este matricea esalon obtinuta din A.

3. Daca numarul delinii nenulealematricei A nu esteegal cu numarul delinii nenule
alematricei A, atunci sistemul este incompatibil.

4. Daca numarul delinii nenule ale matricei A ester si este egal cu numarul delinii
nenule ale matricei A , atunci sistemul este compatibil.

Distingem doua cazuri posibile.

4.1. Numarul r mentionat Tn punctul 4 este egal cu numarul necunoscutelor. Tn
atare caz, matricea esalon A este superior triunghiulara, toate elementele de
pe diagonala principala sint nenule. Scriem sistemul caruia ii corespunde
matricea extinsa Kl; evident, el este triunghiular si, prin urmare, are o solutie
unica.

4.2. Numarul mentionat r este mai mic decit numarul n al necunoscutelor. Tn acest
caz, matricea esalon A contine mai multe coloane decit linii nenule. Scriem
sistemul caruiafi corespunde matricea extinsa Z,L (acest sistem este trapezic
si este echivalent cu sistemul (1)). Tn continuare, specificim necunoscutele
principale (numarul lor ester), apoi necunoscutel e secundare, pe carele notam
X, =0, X, =, ..., unde «, B, ... sint parametri cu valori din C. Lasim Tn
membrul sting a fiecarel ecuatii toti termenii ce contin necunoscutele principale,
iar ceilati termeni 1i trecem in membrul drept, schimbindu-le semnul. Deoa
rece r <n, in membrii din dreapta se vacontine cel putin un parametru. Dupa
aceste transformari se obtine un sistem triunghiular de r ecuatii cu r necu-
noscute (cele principale). Pentru fiecare set de valori atribuite parametrilor,
ntr-un mod unic se determina val orile necunoscutel or principale. Sirul obtinut
de valori pentru x, ..., X, va constitui o solufie particulard a sistemului. Tn
acest mod se obtine o infinitate de solutii, deoarece parametrilor le putem
atribui oinfinitate devalori.
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Observarie. Pentru a descrie multimea infinita de solutii care se obtin Tn cazul 4.2,
vom procedaastfel. Din sistemul redus A X = B, exprimam necunoscutele principale
X, X, ... prin parametrii a, B, ... Sistemul derelatii obtinut:

x = f (o, B,...)

.X.l _fl(aﬁ . )

sza .......... @)
X, =f

se numeste solurie generala a sistemului (2) si descrie multimea tuturor solutiilor
acestui sistem, n sens ca orice solutie a acestuia se obtine din (7) pentru unele valori
ale parametrilor.

Exercitii rezolvate

X +2X, — 2%, = 2,
% 1. Sa serezolvein Cx Cx C sistemul de ecuatii {2x, + x, + 5%, =10,
X — X, + 7%, =8.
Daca el este compatibil nedeterminat, sa se determine si 0 solutie particulara.
Rezolvare:
Formam matricea extinsi A a sistemului si 0 reducem la o0 matrice esalon:
421 2 -2} 2 1 2 -2,2 1 2 -22
(Lz 1 5!10|~,l0 -3 9l6ft~l0 -1 3!2]
1 -1 718 o -3 96/ lo 0o olo0

Constatam ca numarul liniilor nenule ale matricei esalon A lacare s-aredus matricea
sistemului este r = 2 si este egal cu numarul liniilor nenule ale matricel esalon R lacare
s-a redus matricea extinsi, deci sistemul este compatibil. Tntrucit acest numar este mai
mic decit numarul necunoscutelor, rezulta ca sistemul are o infinitate de solutii. Pentru a
determina solutia generala, scriem sistemul corespunzator matricei esalon R:

X +2X, —2X, =2,
{ —X, +3%, =2.

Necunoscute principale pot fi alese x, si X,, atunci necunoscuta secundara va

fi x,. Notind necunoscuta secundara cu o, oz C, obtinem sistemul:
X +2X, =2+ 2,
{ -X, =2-30.

Rezolvind acest sistem in necunoscutele x, X,, aflam solutia generala:

X =6-4a, x,=-2+30, X, =q.

Daca atribuimlui ¢, deexemplu, valoarea 0, obtinem o solutie particulara asistemului:
X =6, X,=-2, X,=0.

Raspuns: S={(6—4a, -2+ 3, o)|ae C};
solutieparticulara: x, =6, X, =—2, X, =0.
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X +ox, =% =1
% 2. Si serezolve in Cx Cx C sistemul de ecuatii 4§ 2x, — X, + 3%, =0 andizind toate
X +X, =0,
cazurile posibile (in functie de valorile parametrului o € C).
Rezolvare:
Formam matricea extinsa a sistemului si o reducem la o matrice esalon:
1 o 111 1 1 0.0 1 1 0 | 0
| | |
((,2—1 3ia||~]0 -3 3la|l-a~|0 -3 3 | o

M1 1 0i0f |0 -1+a 211Ws |0 0 6-30! -3+a—o?

1) Dacd 6—3c # 0, adica o # 2, atunci sistemul estetriunghiular, deci este compatibil
3+o 3+o a’—a+3

determinat, cu solutia unica: X =63y = gray’ C 643
X +2% =X =1
2) Daca 6—3=0, adici =2, atunci sistemul obtinut 12X, —X, +3X, =2 este
X +X =0
incompatibil, deoarece matricea esalon A obtinuta din matricea sistemului are
1 10, 0
|
2linii nenule, iar ceaobtinuta dinmatriceaextinsa —3liniinenule: |0 -3 3| 2|
0 00!-5

X +2iX, — X, + (1+i)x, =3+ 2,
% 3. Sd serezolve in C sistemul de ecuatii 2%, + X, + (—=2+1i)x, + 2ix, =4+ 5i,
X + 21X, + (-1+1)%, + (2+1)x, =3.

Rezolvare:
Scriem matricea extinsa asistemului si 0 reducem la forma esalon:
2(1 2 -1 1+i3+2i ! (1 2 -1 1+i| 3+2i
L2 1 24 2 av5i || ~|0 1-4 i —2 1 —24i]
1 20 -1+i 2+i! 3 0 0 i 1! -2
X, + 21 X, — X+ (1+i)x, =3+ 2,
Obtinem sistemul trapezic respectiv: A-4)x, +ix,— 2%, =—-2+1,
iX, + X, =—2.

Declaram necunoscute principale x;, X,, X,, iar X, — necunoscuta secundara si
X, + 2%, + (L+1)x, =3+ 2i + X,
rezolvam sistemul (A-4i)x,—  2x,=-2+i—iX, Tn necunoscutele x;, X,, X,.
X, =—21 —iX,

Notind x, =, obtinem solutiagenerala ><1=%(—5+48i —(6+ 7)),
x2=%(10—1]j+(12—3i)oc), X, =0, X, =—2i—ic.

Rispuns. S— {(1—17 (=5+ 48 — (6+7i)cx), 1—17(10—111 +(12-30)0), o, ~2i —ai ) ae c}.
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Observarie. Solutiagenerala nu este univoc determinata, deoarece ea depinde de sirul
de transformari elementare aplicate pentru a obtine un sistem trapezic din cel dat, de
necunoscutele principale selectate. Tnsi Tn toate solutiile generale, In expresiile din
membrii din dreapta, figureaza acelasi numar de necunoscute secundare (n—r), n
fiind numarul necunoscutelor si r —numarul delinii nenule ale matricei esalon.

De exemplu, daca Tn exercitiul 1 numim x;, x, necunoscute principale, atunci,
X —2X,=2-20

de unde obtinem solutia generala
33X, =2+0, i ’

notind x, =c, avem sistemul {

X1=%(10—40!), X, =, x3=%(2+a), oeC.

3.4. Sisteme de ecuatii liniare omogene

Sistemul de ecuatii liniare (1) se numeste omogen daca termenii liberi ai tuturor ecu-
atiilor sint 0. Formagenerala aunui sistem de mecuatii liniare omogene cu n necunoscute

este: a, X +..+a,x =0,
.................... ®)

Observarie. Matriceaextinsa asistemului omogen se deosebeste de matriceasistemul ui
printr-o coloana nula (ultima), de aceea numarul de linii nenule ale matricelor esalon
obtinute din ele este acelasi.

Aplicind rezultatele obtinute anterior, obtinem fara dificultate urmatoarele propozisii:

1. Orice sistem omogen de ecuatii liniare este compatibil, avind cel putin solutianula:
x =0, X =0, .. X =0.

2. Daca numarul liniilor nenule ale matricei esal on obtinute din matriceasistemul ui (8)
este egal cu numarul n a necunoscutelor, atunci sistemul este compatibil determinat, cu
solutiaunica nula: x, =0, x,=0, ..., x, =0.

3. Daca numarul liniilor nenule ale matricel esal on obtinute din matriceasistemului (8)
estemai mic decit numarul necunoscutelor, atunci sistemul este compatibil nedeterminat.
Tn particular, aceastaare loc in cazul Tn care numarul ecuatiilor sistemului initial este mai
mic decit numarul necunoscutelor sau daci m=n si determinantul matricel sistemului

este egal cu O.
Exercitiu rezolvat
3%, +5x%, + 6%, =0,
% Si serezolvein Cx Cx C sistemul de ecuatii {3x, +8X, + 24x, =0,
4x, +5x, —2x, =0.
Rezolvare:
Reducem matricea sistemului laforma esalon:

43 5 6 ‘)1 3 5 6 3 5 6 3 56
(38 24 ~%O 3 18~C0 1 6(~|0 1 6|
4 5 -2 % 0 -5 -30 0 1 -6 00O
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_ _ 3%, +5Xx, +6x%, =0,
Sistemul respectiv are forma { X, +6%, = 0.

E comod si numim principale necunoscutele x; si x,. Notam necunoscuta secundara
3%, + 5%, =—60
X, =—6x
generala x, =8a, x,=—60, X, =0, o€ C.
Raspuns: S={ (8, —60t, a)|oce C}.

Exercitii propuse |

X, =0 si rezolvam sistemul { n necunoscutele x;, x,. Obtinem solutia

1. Sa se determine care dintre tripletele de numere sint solutii ale sistemului de ecuatii liniare
X+y+2z=0
2x—y+2z=2 (necunoscutele se ordoneaza (X, y, z)):
X+2y+z=-1

2. Sisedeterminedaca poatefi aplicata metodalui Cramer si sa serezolvein C sistemul de ecuatii:
—X+8y+3z=2, X+4y+9z=16, X+4z=-7, 2X+4y+6z=-2,

a) 12X+4y—-z=1  b){2X+2y+2z=2, C){-2X+Yy+3z=-7, d){2x+y+z=2,

2x—-z=1, X+2y+3z=4, X+2y—-2z=T, X+3y+z=5.
3. Siserezolvein C, aplicind metodalui Gauss, sistemul de ecuatii:
—X+4y-7z2=5, X—2y—-2z=0, X+ y=0,

a) \X—y-2z=-2, b) {2x+y=0, C) {x+2z=4,
2y—-6z=2; —X—y+2z=0; 2X+y+2z=2
—X+y+3z=1 X+y=1 0

d) {x+2y+2z=3, e {X+y+z=4, f) {)2(_”_21_’
7X+y—-6z=5; y+z=-3 y-z=%

4. a) Nelu a achitat pentru 3 tartine si 2 cesti de cafea 21,5 lei, iar colegul siu pentru o cafea i
2tartineaplatit 131el. Sa se determine pretul unei tartinesi a unel cesti de cafea, compunind un
sistemn de ecuatii liniare.

b) Alta data Nelu aachitat pentru 2 chifle, un ceal si 2 prajituri 20 lei, iar colegul sau aachitat
pentru o chifla, un cea si 3 prajituri 22 lei. Compuneti un sistem de ecuatii corespunzator
acestel situatii. Se pot determina preturile produselor cumpirate? De ce?

__B_|

5. Sid serezolvein multimeanumerelor complexe, prin metodalui Cramer, sistemul de ecuatii:
X + X, + 2%+ 3%, =1,

2%+ (1+1)x, =%, =1, X+ X, + 2%, =1, et T4
X, +(2-1)%=0; AX + X, + 4%, =2, X 19X, X =X, =0,

X +2X, +3%, — X, =—4.
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6. Sa se stabileasca daca este compatibil sistemul:

+ X, —=3%g =-1,
X — 2%y + X5 =3, X X, — 2% =2, )2(1x1+§< —23x _1
A) 1% + 3%, — X =1, b) 12% +2x,+4x;=1,  ©) 2- =78
3% + 4%, — X3, =5; X + X, + 6% =1; X+ +% =3,
XX X =9 277 X +2X, —3%; =1;
2% + X, + X3 =2, 2% — X, + 3% =3, 3 _
X, +3%, + X, =5, 3% + X, —5%; =0, X AX2_+X3_O’
d) 20 €) f) ix+x=2
X + X, +5%; =7, Ax — X%, + %3 =3, ) =’1
2% 43X, — 3% =14; X + 3%, —13%; =—6; T =t

7. Sa serezolvein multimeanumerel or complexe sistemele compatibile din exercitiul 6.

8. Siserezolvein RxRxR sistemul omogen (efectuind studiul in functiede A€ R):

X, + X, — 2% =0, 4x, —3x, +5x, =0, X, — A%, + X, =0, X, — 2%, + A%, =0,
QX% +2% —X%X =0, b){2x —x,+x,=0, €)X +X=0, d) 4%, — A%, + X, =0,
X +3%, =0 X =X, + 2% =0; X, +2x%,=0; X + 2%, =0.

Exercitii si probleme recapitulative |

1. Sisecaculeze:
a) 3A-2iB; b) iA+ 2B,

1 i -1 i1 0
unde A= |, B= o :
0 2 3 10 i+1

2. Sa seafleprodusele:

2 1 1y° 1 2 1 iYi -3i
Lyr —ol
2 1|, b1l 2 3); ol _ ;
(3 o 1 I (L ofo 3
10 3

4 2 -1y 2 3 495 6 4
d|3 -4 6]-4] 9|5 -1 6] 8 9 7|

5 2 -7 5 5 3 5|-4 -5 -3

3. Sd sedeterminevalorile parametrilor X, ye R pentru care sint adevarate egalitatile:
2 1 2x-3y) (1 y-x-11) b) y+3x  -1) (x¥*+1 -1
—7x+6y 0 | (19 o | 3 y-xJ| 3 6]

1 -1
4, Sisecaculeze A>—5A+71,, daci A=(2 1]'

5. S sereduca matricealao matrice esalon:

2 1 3 -2 4 2 -1 2 i 1 0
|_
al 1 0 2 4 b)|3 -4 6 -4 C) . |
1 0 1+i
-1 -1 -1 6 5 2 -7 5
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1 2
6. Si sedeterminetipul matricei Xcaresatisfacee:galitateaX{3 5)=(3 4).

7. Si secadculeze determinantul matricei A:

2 -1 -2 2 0 -5
-1 1) J3 1), : :
a) A= — b) A= 2 \/§,C)A:6—1 1 d) A=|5 3 3}
E 4 5 3 0 4 6
a+b b-a b 1 -1 2 2 -1 1 11 2
e) A=|b+c c-b c| f)A=|2 1 3} g A=|-1 1 1| hA=[2 0 1}
c+d a-c a 4 5 -2 1 0 2 1 35

8. S serezolvein multimeanumerelor complexe, aplicind metodalui Gauss sau metodalui Cramer,
sistemul de ecuatii:

- Ny — X % =3 =1,

3) {;‘1”@:;’ b) {;‘ﬁ(l_")_x_%‘l Q) 42x + %, - 2%, =1,

X =X =9 X 1% =1 X+ X, X, =3

2X, +3X, —5%, =7, 2%+ X+ % =1 X —4x, =-1,
d) <4x, +8x, —11x, =17, €) 1% —2X%, + X, =1, f) 43x, +2x, =4,

2% — 2%, — X, =1; X+ X, — 2%, =1; 7x, +10x, =12;
g) 9— X +2X, + X, =6, h) 4% +3x, —x, =12,

3%, + 3%, =10; 2%, — 4%, + 2%, =-10.

9. Unéelev areocolectie de gindaci si paianjeni, Tn total 8 insecte. Gindacii au cite 6 picioare, iar
paianjenii —cite 8 picioare. Citi gindaci si citi paianjeni sint n colectie, daca toateinsectele au
54 de picioare?
10. Ipotenuza unui triunghi dreptunghic este de 13 cm, iar ariasa— de 30 cm?. Sa se determine
lungimile catetel or triunghiului.

11. Sasedeterminevalorile parametrului o e C pentru care sistemul are doar solutianula:

X, + 2%, + %, =0, 2X =%, + % =0,
a) {3x, — X, + o, =0, b) 4—x +2x, +x, =0,
2% +TX, + %, =0; 3%, +ox, +3%,=0.

__B_|

12. Fie A= . Sisedetermineovaloarealui Ae R, astfel Incit A - Ae ., (N).

~NINoN| e
oloollw

13. Sasedflevalorile parametrilor x, y, u, ve R pentru care este adevarata egalitatea:

X+1 x+y ) (2 —x-1) b -X Yy y X ) (-3 1
a)( 0 x—ZyJ_(O 9—2x} Must v _[3\/ 1—2u)_ -8 2

14. Fieomatrice patraticd Adeordinul 3 cu elementele a; € {0, 1} . Si sedeterminevaloareacea
mal mareadetA.

1 n
15. Sa sedetermine (O ?) ne N°.
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Modulul 7

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Fie o matrice patratica A, deordinul 3, alecarel elemente a; e {-1, 3.
a) Sa se arate ca detA este un numar par.
b) Sa se determine ceamai mica si ceamai mare val oare pe care 0 poate luadetA.

Sa sereduca matriceala o matrice esalon:

12 3 -1
22 3 -1
1 11 11 .1 2 32 1-1
al2 -1 5] b) ; ol2 3 1 1}
11 4 -3
1 0 2 2 2 2 -1
33 2 1
552 0
Sa se calculeze produsele AB, BA (daci exista):
3 -2 4 4 1 4 2 2 -3 0 -6 -3 3
a) A=|2 2 -3,B=|1 41 6| bA=|-2 5 -1|,B=[ -5 -2 2};
1 0 -1 1033 3 -1 -1 -13 -7 4
—i 3 1+i i1
c) A= . |, B= !
0O 1 1-i 0 i
1 o O

Sa sedflevalorile parametrului e R pentru carematricea| 0 1 -1 | esteinversabila si

sa se determine inversa acestela a 0 1

1 2 31
SésedeterminematriceaxcareverificéegalitateaX-(O 1]:{0 4)_

Sa se calculeze determinantul matricei A:

11 1 1 3 2 31 4 1 41

12 3 4 1 0 11 120 2
a) A= ; b) A= : c) A=

13 6 10 2 -1 -1 1 2 2 33

14 10 20 3 2 05 0 212

Se poate arita ca volumul paralelipipedului AAAAAAAA, unde A(x, Y, z),
A%, Y, Z) A(X, Vs, Z3), A(X,, Vi, Z,), secaculeaza conform formulei:
=X Yo=Y L4
7=modix,—%  Y:-Y, Z-7Z.
=% Yo=Y 24,74
Sa se calculeze volumul paralelipipedului construit pe vectorii E m ﬁ daca
A1), A®L22), A 42), AG 68).

Sa serezolvein C ecuatia:

1 x 01 1 X
x 011
a|x 1 x=0; b) 1 %0 1=O.
X x 1
11 x 0
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24,

25.

26.
27.
28.

29.

30.

31

32.

0 01
Sa se gaseasca o matrice X, X #1,, carecomuta cu matricea A=|0 1 0|
100
Sa se discute compatibilitatea sistemului X o0, =4-a in functie de valorile
ox +4x, =4, aeC,

parametrului o€ R.
Sa secalculezeinversele matricelor A din exercitiul 7 (daca exista).
Sa secalculezeinversele matricelor A din exercitiul 21 (daca exista).

Sa se rezolve in multimea numerelor complexe, aplicind metoda lui Cramer sau metoda lui
Gauss, sistemul de ecuatii:

2% =X, + X+ X, =2,
a) {— X + 2%, — 2%, + 2%, =1,
3X, + X, + X, + 2%, =10;

%, + X, + X, =0,

b) 3X, +2X, — X, +4X, =4,
—2X — X, + 2%, — 2%, =3,

33X, + 2%, + 2%, +TX, =T,

X, — 4%, + 2%, =1, [%, +2x%, + 3%, — X, =1,
9 2% —3X, — X, — 5%, =7, d) 33X + 2%, + X, =X, =1,
3X, — 7X, + X, —5%, =8, 2% + 3%, + X+ X, =1,
X, =X =X, =1, 5%, +5X, + 2%, =2;
_ 5%, —3X, + 2%, + 4%, =3,
0%+ % + X% =1, _ -
o Ix rox, +x =1 ) AX, —2X%, + 3%, + 7%, =1,

8x, —6X, — X, —5X, =9,

Xt o =1 7% —3X, + 7%, +17%, = A.

Sa se determine compatibilitatea (in functiede A€ C) si sa serezolve sistemul omogen:
X + X, + A% — X, =0,

X + 2%, + % =%, =0, A%, + X, + %, =0, ’ B
@) 3%, — X, +X, =0, b) {X% +AX, + X, =0, 0 §X1+>9 X3+x4:8,
2X1+7X2+X3_X4:0; X1+X2+1X3:0; Xl_XZ_XS_X4_ [l

AX — 2%, — 2%, =0.

Tn doui vase se afla solutie de acelasi acid, dar de diferitd concentratie: Tn primul vas sint
751, iar inal doilea—501 de solutie. Daca se amesteca aceste cantitati de solutie, se obtine o
solutie cu o concentratie de 42% de acid. Daca se vor lua aceste solutii Tn cantitati egale, se
vaobtine o solutie cu o concentratie de 50% de acid. Ce cantitate de acid este in fiecare vas?

Distanta dintre doua orase este de 30 km. Doi biciclisti pornesc din aceste orase unul spre
celalalt. Daca primul se porneste cu 2 ore mai devreme decit a doilea, atunci ei sevor intilni
peste 2,5 ore dupa ceaplecat biciclistul a doilea. Daca a doileabiciclist sevaporni cu 2 ore
mai devreme decit primul, atunci ei sevor ntilni peste 3 ore dupa ce aplecat primul. Care este
vitezafiecarui biciclist?

Trei persoane au plasat capitalul disponibil cu dobinzile anuale de 4%, 5% si respectiv 6%.
Peste un an, e au obtinut in total 530 u.m. dobinda. Persoana a doua a primit o dobinda cu
70 u.m. mai mare decit prima. Daci tot capitalul ar fost plasat cu dobinda de 5% anual, atunci
dobindaar fi constituit 500 u.m. Sa se determine suma de bani plasata de fiecare persoana.
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Modulul 7

Probi deevaluare |

Timp efectiy de lucru:
45 de minute

. Cdculati: 1 1 @)
3 12 2 10 21 0
a) 2~[ ]+[ ); b)( J 3 -2
2 16 -1 -2 4 32 -1
0 1
. Cuajutorul transformarilor elementarealeliniilor, transformati matricea ©)
21 3 4
A=|0 1 2 -3 intr-omatriceesalon.
31 -2 1
2% — X, =3,
. Rezolvati in CxCxC, prinmetodalui Cramer, sistemul deecutii liniare { x, + x, —3x, =0, | @
=X +5%, =—
X, + 9%, —6X%, =0,
. Rezolvati in CxCx C sistemul de ecuatii liniare omogene — X, +3x, — 2%, =0, ®
X, + 3%, — 2%, =0.
Daca el este compatibil nedeterminat, aflati solutiagenerala si o solutie particulara.

__B_|

Timp efectiv de lucru;
90 de minute

Tn itemul 3 indicari litera corespunzitoare variantei corecte.
1. Efectuati operatiile: 5 3 @
(3 2-i T+2 2 i-1 7-i
ai- _ ] - f 6
3-i 0 1-i i-1 2 3+i 3 3| 2+|
0 2 i
. Determinati 0o matrice esalon echivalenta cumatricea A=| -4 i 1 5 2| ©)
365 27 0
21 0
. Determinantul matricei A=[ -1 3 -2 |esteegddlcu Al. B0O. C—-4. D6 @
13 -2
. Determinati inversamatricei A dinitemul 3. s 1 3 @
. Rezolvati ecuatiamatriciala XA= B, matriceaAfiinddinitemul 3,iar B=|0 1 2| | @
1 -10
. Rezolvati in multimea numerelor complexe, prin metoda lui Cramer sau prin metoda | @
2% + X, =1,
S . 3%, +2x, =0,
matriciala, sistemul de ecuatii liniare X, + 2%, — 3%, — 2%, = 2,
AX, — 2%, + X, + X, ==1.

. Rezolvati Tn multimea numerelor complexe sistemul de ecuatii liniare AX =0, matri- | @

cea Afiind dinitemul 2.
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|__Modulul |

Paralelismul dreptelor
si planelor

Obijective

=2 identificareain diverse contexte si utilizarea axiomelor, definitiilor si teoremelor specifice
geometriei in spatiu Tn diverse contexte;

=2 identificareain situatii real e si/sau modelate si construireadreptelor concurente, necoplanare,
paraele;

=2 identificarea in diverse contexte a pozitiilor relative a doua drepte in spatiu, ale dreptei si
planului, ale planelor;

=2 construirea dreptelor ce intersecteaza planul, a planelor ce se intersecteaza si a planelor
paraele;

=2 aplicareacriteriilor de paralelism al dreptelor, a dreptei cu planul si adoua planein diferite
contexte.

BEEl| Axiomele geometriei in spatiu

Tn geometriain spatiu, casi in geometriain plan, notiunile si proprietitile figurilor se
stabilesc prin definitii, axiome si teoreme. Tn spatiu, pelinga notiunile fundamentale deja
cunoscute: punct, dreaptd, distansg si masura a unghiurilor, apare si notiunea plan.
Prin urmare, sistemul de axiome ale geometriei Tn plan necesita o extindere.

Vom completa grupul de axiome ale geometriei Tn plan cu trei axiome care exprima
proprietatile fundamental e ale punctelor, dreptel or si planelor Tn spatiu:

S, Oricare ar fi planul, existd puncte care apartin acestui plan si puncte care
nu-i apartin (fig. 8.1 a)).

S, Trei puncte necoliniare determind un plan si numai unul (fig. 8.1 b)).

S, Daci douid plane distincte au un punct comun, atunci intersectia lor este o

dreapta (fig. 8.1 ¢)).

[ [ 7

Acea, Be o AB,Cea (Aea,Ae B,a# B)=
saflf=a
a) b) 0)
Fig.8.1



Paralelismul dreptelor si planelor

Tn baza acestor axiome pot fi demonstrate urmatoarele teoreme:

Teorema 1. Daca doua puncte distincte ale unei drepte apartin unui plan, atunci
orice punct a dreptei apartine acestui plan (fig. 8.2 @)).

Teorema 2. O dreapta si un punct ce nu apartine acestei drepte determina un unic
plan (fig. 8.2 b)).

l Teorema 3. Doua drepte concurente determina un unic plan (fig. 8.2 c)).

e

ABeoa= ABcua Ag¢ a= punctul Asi aflb=M = dreptele asi
dreapta a determina b determina planul o
planul o
a) b) c)
Fig.8.2

Planul se noteaza cu literelemici ale alfabetului grecesc: a, B, v, ... Planul determinat
de o dreapta d si un punct A se noteaza (A, d) sau (d, A). Planul determinat de punctele
necoliniare A, B, C se noteaza (ABC).

Punctele care apartin unui plan se numesc puncte coplanare, in caz contrar —
necoplanare.

Teorema 4 (de separare a spatiului). Orice plan o Tmparte multimea punctelor
spatiului Tn doua submultimi nevide disuncte de puncte, astfel incit pentru orice
doua puncte A, B din submultimi diferite, segmentul AB intersecteaza planul o, iar
pentru orice doua puncte C, A din aceeasi submultime, segmentul CA nu intersecteaza
planul o (fig. 8.3).

Definitii. » Fiecare dintre submultimile din teorema 4 se numesc semispatii
deschise determinate de planul o, numit frontiera semispatiului.

* Reuniunea semispatiului deschis cu frontiera sa se numeste semispatiu inchis.

Se noteaza: (oA — semispatiul deschis cu frontiera o si care contine punctul A,
[@A —semispatiul Tnchis cu frontiera o si care contine punctul A (fig. 8.3).

=
[ 17

CeloA [CAINa=3, BglaA [AB]Na=E
Fig.83
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Probleme propuse |

1. Esteposibil canumai trei virfuri aleunui paralelogram sa apartina unui plan?

2. Centrul unui cerc si doua puncte de pe cerc apartin unui plan.
S4 se determine val oarea de adevir a propozitiei: D
»Orice punct a cercului apartine acestui plan”.

3. FieDABC untetraedru, Pe (AB), Qe (AD). Si seconstruias-
ca dupa figuraalaturata liniile de intersectie aplanelor:
a) ABD si CPQ;
b) CPQ si ABC;
c) CPQsi ADC.

4. Lungimeafiecarei muchii atetraedrului ABCD estea. Sa seafleariasectiunii APQ, daca P este
mijlocul muchiei BD, iar Q—mijlocul muchiei DC.

5. Sedau trel drepte care au un punct comun si nu sint situate Tn acelasi plan. Sa se determine
numarul de plane determinate de aceste drepte.

6. Sedau patru drepte care au un punct comun, astfel incit oricaretrei dintre ele nu sint coplanare.
Sa se determine numarul de plane determinate de aceste drepte.

7. Fie patru puncte necoplanare. Sa se dfle;
a) numarul de drepte determinate de aceste puncte;
b) numarul de plane determinate de aceste puncte.

8. Fiecinci puncte, astfel Incit oricare patru nu sint coplanare. Sa se determine:
a) numarul de drepte determinate de aceste puncte;
b) numarul de plane determinate de aceste puncte.

9. Poate oare o dreapti sa aiba cu un plan exact:
a) doua puncte comune; b) 2014 puncte comune; C) un punct comun?

10. Cite puncte comune poate avea un plan cu:
a) un segment; b) 0 semidreapts; C) un cerc?

11. Trei punctearbitrare ale unui dreptunghi apartin unui plan. Apartine oare dreptunghiul acestui
plan?

_B_|

12. Dreptele asi b sint paralele. Sa se arate ca daca dreapta a intersecteaza un plan o (a z ),
atunci si dreapta b intersecteaza acest plan.

13. Dreptele ABsi CD sint neconcurente. Si se arate ca exista un unic plan ce contine dreapta AB
si care este paralel cu dreapta CD.

14. Trei drepte d,, d, si d, sint concurente doua cite doua Tn puncte diferite. Sa se demonstreze
ca aceste drepte sint situate in acelasi plan.
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Paralelismul dreptelor si planelor

15. Punctul A nu apartine planului determinat de punctele necoliniare B, C, D. Sd se demonstreze
ca dreptele AD si CB nu sint continute de acelasi plan.

16. Punctele A, B, C, D apartin si planului ¢, si planului B. Sa se demonstreze ca aceste puncte
sint coliniare, daca se stie ca planele ocsi B sint distincte.

17. Fiepatru puncte ce nu apartin unuiasi aceluiasi plan. Sa se demonstreze ci oricaretrei puncte
din cele date nu sint coliniare.

18. Fieasi Bplanecare seintersecteaza dupa dreaptaa, iar punctele A, B apartin planului asi sint
separate de dreaptaa. Sa se arate ca planul 3 separa punctele A si B.

19. Fieasi B planedistincte. Sa searate ca exista cel putin o dreapta neinclusi Tn nici unul dintre
cele doua plane.

20. Dreptele AB si CD nu sint situate Tn acelasi plan. Sa se arate ci si dreptele AC si BD nu sint
situate Tn acelagi plan.

BEEN Pozitiile relative adoua drepte in spatiu

Fiedreptele a si b n spatiu. Distingem urmatoarel e cazuri posibile ale pozitiilor rela-
tive adoua drepte n spatiu:

a) dreptele a si b au doua puncte comune diferite (in acest caz, dreptele coincid,
fiindca doua puncte diferite determina o dreapta si numai una);

b) dreptele a si b au un unic punct comun (in cazul dat, dreptele se numesc concurente
Tn acest punct) (fig. 8.4);

c) dreptele asi b sint situate Tn acelasi plan si nu au puncte comune (fig. 8.5);

d) dreptele a si b nu se afla in acelasi plan. Astfel de drepte se numesc necoplanare

(fig. 8.6).
Tn cazurile @), b), c) dreptele a, b se numesc coplanare (fig. 8.4, 8.5).
B\b
A b / b a\ \A
o a/ (11 o \
|
Fig.8.4 Fig.85 Fig. 8.6

Existenta dreptelor necoplanare se demonstreaza astfel:

Tn spatiu exista un plan o si un punct B ce nu apartine acestui plan. Tn planul o exista
o dreapta a si un punct A ce nu apartine acestel drepte (fig. 8.6). Punctele distincte Asi B
determina dreapta b, care este necoplanara cu dreapta a.

Definitie. Doua drepte Tn spatiu se numesc par alele daca ele sint situate n acel asi
plan si nu au puncte comune sau daca coincid (fig. 8.5).
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Modulul 8

Observarie. Daca doua drepte distincte in spatiu nu au puncte comune, aceasta inca
nu Tnseamna ci ele sint paralele (fig. 8.6). Pentru a confirma ca doua drepte distincte
sint paralele Tn spatiu, trebuie sa verificam daca ele sint situate intr-un plan si nu au
puncte comune.

Teorema 5. Daca unadintre doua drepte distincte
paralele intersecteaza un plan, atunci si cealalta
dreapta intersecteaza acest plan (fig. 8.7).

atreiadreapta, atunci ele sint paraele (fig. 8.8).

I Teorema 6. Daca doua drepte sint paralele cu o

a\ \b a\ b\ c\
A\ \B A\\ \ C\\
o \ \ A , B \
\ \ \ \ !
| | T\ |
(allb,aNa=A)=>bNa#J (a]lb,allc)=Db]|c
Fig.8.7 Fig.8.8

| Exercifiu. Demonstrati teoremele 5 si 6.

Probleme rezolvate
% 1. Fie punctele necoplanare A, B, C, D. Si se demonstreze ca mijloacele segmentelor
AD, DC, CB i BA sint virfurile unui paralelogram.

Rezolvare:

Fie M, N, P si Q mijloacele segmentelor AD,
DC, CB si respectiv BA (fig. 8.9). Atunci [MQ]
esteliniemijlocieatriunghiului ABD, de underezul-
ta ca [MQ] || [DB], iar [NP] este linie mijlocie a
triunghiului BDC, deci [NP] || [DB]. Conform teore-
mei 6, [MQ] || [NP]. Tn mod anal og se demonstreaza
ca [MN] || [QP]. Prin urmare, laturile opuse ae
patrulaterului MNPQ sint paralele, ceea ce demon-
streaza ca €l este un paralelogram.

% 2. Fie punctele necoplanare A, B, C, D. Punc-

tul E€ (AB), iar punctul Fe (DC) (fig. 8.10).

Si se arate Ca: F
a) punctele E si F sint distincte; A C
b) dreptele EF si AD, EF si BC, EF si AC, E

EF si BD sint necoplanare. B

236



Paralelismul dreptelor si planelor

Rezolvare:

a) Daca am presupune ca E si F ar coincide, ar rezulta ca dreptele AB si CD sint
concurente Tn punctul E. Aceasta ar Tnsemna ca punctele A, B, C, D sint coplanare, ceea
ce contrazice conditia problemei.

b) Fie dreptele EF si AD coplanare. Atunci punctele A, E, F, D sint coplanare si cum
Be (AE, Ce (DF, rezulta ca punctele A, B, C si D apartin aceluiasi plan, dar aceasta
contrazice conditiaproblemei.

Rationamente asemanatoare se aplica lademonstrareanecoplanaritatii celorlate perechi
de drepte.

Probleme propuse |

1. Dreapta d intersecteaza dreptele distincte d, si d,. Rezultda de aici ci dreptele d, d, si d,
apartin aceluiasi plan?

2. Drepteleasi b sint paralele, iar dreapta c intersecteaza dreaptab. Si se determine’in cerelatie
sint dreptele asi c.

3. Dreaptaaintersecteaza planul . Dreaptab este paralela cu dreaptaa. Vaintersectadreaptab
planul o ?

4. Prinvirfurile unui paralelogram sint construite patru drepte \b
paralele care nu sint situate in planul paralelogramului. Sa se ) C/
arate ca punctele de intersectie a oricarui plan cu aceste o \\
patru drepte sint virfurile unui paralelogram.

5. Infigura, planele o si B sint paralele (AB Jf DC).
Sa se determine pozitiarelativa adreptelor asi b.

__B_|

6. Fiedoua drepte paralele si unadintre ele paralela cu un plan. Sa se demonstreze ca si cealalta
dreapta este paralela cu acest plan.

7. Fie o dreapta paralela cu doua plane care se intersecteaza. Si se demonstreze ca aceasta
dreapta este paralela cu dreapta de intersectie a acestor plane.

8. Drepteleasi b sint paralele, iar dreptele ¢ si b sint necoplanare. Tn ce relatie pot fi dreptele ¢
si a?

9. Punctul A nu apartine dreptei d. Prin punctul A se construiesc toate dreptele necoplanare cu
dreapta d. Sa se determine reuniunea dreptelor construite.

10. Dreptele d, si d, sint necoplanare, iar dreaptad este paralela cu dreapta d,. Tn cerelatie sint
drepteledsi d,?

1. Intersectiaplanelor o si f estedreaptad. Punctul Ae o si Ag d, punctul Be 8 si Be d.
In cerelatie sint dreptele d si AB?
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BEEN Drepte siplane

Fie o dreapta si un plan Tn spatiu. Distingem urma-
toarele cazuri posibileae pozitiilor relativeaeune drepte
si unui planin spatiu:

a) dreapta are un unic punct comun cu planul (vom
spune ca planul si dreapta se intersecteazi sau dreapta
este secanta cu planul) (fig. 8.11 a));

b) dreapta nu are nici un punct comun cu planul (fig. 8.11 b));

c) dreapta este inclusa in plan (fig. 8.11 c)).

a
a/ —_
A/ — 2
o ) o o
/
aNo=A bco, aNa=9, a|b aca
a) b) c)

Fig.8.11

Definitie. O dreapta se numeste paralela cu un plan daca ea nu are puncte comune
cu acest plan sau daca este inclusa in acest plan.

Infigurile 8.11 b), ), dreapta a este paralela cu planul a.

Teorema 7 (criteriul de paralelism al dreptei si planului). Pentru ca o dreapta
sa fie paralela cu un plan este necesar si suficient ca dreapta sa fie paralela cu o
dreapta din acest plan.

Demonstrarie

Necesitatea. Fie dreapta a (az ) parade-
la cu planul B. Consideram in planul S un
punct A, apoi construim planul o determinat de
acest punct si de dreapta a (fig. 8.12). Plane-
le @ si B seintersecteaza dupa dreaptab. Con-
statam ca dreptele asi b sint paralele, deoarece,
n caz contrar, ele, fiind situate in planul o, ar
avea un punct comun, care ar apartine si planu- Fig.8.12
lui B, ceeace ar contrazice ipotezaca a || b.

Suficienva. Fie dreapta a (a ) paraela cu o dreapta b inclusi n planul B. Tn
acest caz, dreapta a este paralela si cu planul B. Tntr-adevir, daci vom presupune ci
dreapta a ar avea un punct comun, B, cu planul B, atunci acest punct ar trebui sa
apartina si liniel de intersectie a planelor B si « (fig. 8.12), adica si dreptei b, dar
aceasta ar contrazice ipoteza ca a || b.

Cazul ac B esteevident. p
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Teorema 8. Daca o dreapta este paralela cu un plan, atunci intersectia acestui plan
cu orice at plan, care nu este paralel cu cel dat si trece prin dreapta data, este o
dreapta paralela cu dreapta data (fig. 8.13).

@@lle, aza, o fa)= o Na=ala ( =1,n,neN’)
Fig.8.13
Exercifiu. Demonstrati teorema 8.

Teorema 8' (teorema , acoperisului”).
Fiedreptele paralele d, si d,. Daca un plan
ce contine dreapta d, este secant unui plan
ce contine dreapta d,, atunci dreapta d de
intersectie a acestor plane este paralela cu
dreptele d; si d, (fig. 8.14).

Probleme rezolvate

% 1. Consideram punctul E care nu apartine planului
paralelogramului ABCD si punctul F —mijlocul seg-
mentului AE. Sa searate ca dreapta FC intersecteaza
planul BED 1n centrul de greutate G a triunghiu-
lui BED (fig. 8.15).

Rezolvare:

Fie planul EAC. Punctul F si mijlocul O a diago-
nalei AC a paralelogramului ABCD apartin acestui
plan. Prin urmare, punctul G deintersectie amedia
nelor CF si EO aletriunghiului EAC apartine planu-
lui EAC. Cum segmentul EO este mediana si atri- Fig.8.15
unghiului BED, rezultia ca (FC)( (BED) =G.

% 2. Fie punctele necoplanare A, B, C, D. Punctele E, F si G apartin ssgmentelor AD, DC
si respectiv BC, fara a coincide cu extremititile lor i, in plus, D—EE ;tE—E (fig. 8.16 a)).

Sa sereprezinte intersectiile planului EFG cu planele ADC, DBC, ABC si ABD.
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Rezolvare:
Evident, intersectiile planului EFG cu planele ADC si DBC sint dreptele EF si respectiv
FG (fig. 8.16 b)).

E
F
A C
G
B
3) Fig.8.16
Fie dreptele EF si AC se intersecteaza Tn punctul H. Acest punct exista, deoarece
D_Ei # % Punctul H apartine planului EFG si planului ABC. Prin urmare, dreapta HG

este dreapta de intersectie a planelor EFG si ABC. Fie HG() AB=L. Atunci dreap-
ta EL este dreapta de intersectie a planelor EFG si ADB.

% 3. Fie d, si d, drepte concurente situate in planul ¢, iar d o dreapta ce intersecteaza
planul o ntr-un punct D ce nu apartine dreptelor d, si d, (fig. 8.17). Sa se determine
multimea dreptelor care intersecteaza dreptele d, d, si d.,.
Rezolvare:
Fie O punctul de intersectie adreptelor d, si d,.

Orice dreapta care trece prin punctul O si printr-un
punct A al dreptei d verifica conditiile problemel. De
asemenea, orice dreapta din planul o care trece
prin punctul D si intersecteaza ambele drepte d, si  /,
d, verifica conditiile problemei. Alte drepte care ar
intersecta toate dreptele d, d, si d, nu exista.

% 4. Planul o este intersectat de dreptele necopla-
nare asi b Tn punctele A si respectiv B. Prin fiecare
punct M a dreptei a se duce paralelacu dreaptab si
se noteaza cu M’ punctul de intersectie a acestei
paralelecuplanul o (fig. 8.18). Sa searate ca atunci / ‘
c¢ind punctul M descrie dreapta a, punctul M’ de- / ‘\ \
scrie o dreapta din planul o cetrece prin punctul A. Fig.8.18

Rezolvare:

Fie b’ dreapta care trece prin punctul A si este paraeli cu dreapta b (care exista si
este unicd). Planul determinat de dreptele a si b’, concurente Tn A, intersecteaza pla-
nul o dupa dreapta c. Dreapta c este dreapta cautata.
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Probleme propuse |

1. Tntetraedrul ABCD, punctul M este mijlocul muchiei BD, iar punctul N este mijlocul muchiei
AD. Dreaptad esteintersectiaplanului ABC cu planul determinat de dreapta MN si virful C. Tn
cerelatie sint dreptele d si MN?

2. PuncteleA, B, C, D sint necoplanare. Punctul E€ AD (AE=2ED), punctul Le AB (AL=2LB),
punctul Fe DC (DF =2FC), punctul M e CB (BM =2MC). Determinati relatia dintre
dreptele EL si FM.

3. Sedau punctele necoliniare A, B, C. Un plan paralel cu dreapta AB intersecteaza segmentele
BC si ACTn punctele M si respectiv N. Sa se afle lungimea segmentului MN, daci:

a) AB=30cm si MB:BC=2:3; b) AB=16cm si BM:MC=5:3;
c) CM =20cm si AB:BC=4:5 d) BM =a, MC=c, AB=h.

4. PuncteleA, B, C, D sint necoplanare. Pe segmentele AB, BC, CD si DA seiau punctele A, B, C,
si respectiv D,, astfel incit AA:AB=1:3 BB,:B,C=3:1, CC,:C,D=2:1 si respectiv
DD, : D,A=1:2. Sa se demonstreze ca punctele A, B, C,, D, sint coplanare.

5. Fiepunctele A, B, Csi D necoplanare. Pe segmentele AB, BC si CD seiau punctele A, B, si
respectiv C,, astfel incit AA :AB=a, BB,:BC=b si CC,:CD=c. Planul ABC, inter-
secteaza segmentul AD in punctul D,. Sa seafleraportul DD, : D, A

6. PuncteleA, B, C, D sint necoplanare. Punctul M € AD si punctul N e BD. Incerelatieseafla
dreapta MN si planul ABC, daca sestieca AM : MD =BN:ND?

7. Punctele A, B, C, D sint necoplanare. Punctul M este centrul de greutate al triunghiului ABD, iar
punctul N este centrul de greutate al triunghiului BDC. Sa se demonstreze ca dreapta MN este

paralela cu planul ABC.
i

- ———

E—i‘

Plane paralele
& g

Fie doua plane n spatiu. Distingem urmatoarele cazuri
posibileae pozitiilor relative adoua planein spatiu:

a) planele se intersecteaza dupa o dreapta (fig. 8.19 a));

b) planele nu au nici un punct comun (fig. 8.19 b));

¢) planele coincid (fig. 8.19 c)).

o ﬂ d al ﬁ %) E
a) b) ©)
Fig.8.19
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Definitie. Doua plane se numesc paralele dacia ele nu au puncte comune sau
daca coincid.

Teorema 9 (criteriul de paralelism al planelor). Daca doua drepte concurente
situate intr-un plan sint paralele cu un alt plan, atunci planele sint paralele.

Demonstrarie

Fie dreptele concurente a si b, situate in
planul ¢, paralele cu planul 3 (fig. 8.20).

Presupunem ca planele o si B nu sint pa
ralele. Atunci intersectia lor este dreapta c.
Conform teoremei 8, drepteleasi b sint para- Fig.820
lele cu dreapta c, dar aceasta contrazice axioma dreptelor paralele, deoarece obtinem ca
n planul o printr-un punct trec doua drepte diferite, asi b, paralele cu dreapta c, ceeace
esteimposibil. Prin urmare, planele asi B sint paraele.

Teorema 10. Daca doua plane paralele sint intersectate de un al treilea plan, atunci
dreptele de intersectie sint paraele (fig. 8.21 a)).

Teorema 11. Daca doua drepte paraele intersecteaza doua plane paralele, atunci
segmentele dreptelor cuprinse Tntre aceste plane sint congruente (fig. 8.21 b)).

Y
_______ A | a M
a”"i T T
o i
| B b| N
o i
B |
o B
(allb, || B) =[AM]=[BN],
(¢lB, yNae=a, yNB=b) =a|b A Bea, M, Ne
3 Fig.8.21 b)
| Exercifiu. Demonstrati teoremele 10 si 11.
Probleme rezolvate B
% 1. Segmentul AB nu intersecteazi planul o si este /
Tmpartit de punctele M si N'in trel segmente, astfel incit N

AM :MN = MN :NB =1:2. Prin punctele A, M, N si
B sint trasate drepte paralele ce intersecteaza pla- A M, |N,
nul o in punctele A, M,, N, si respectiv B
(fig. 8.22). Sa sedflelungimeasegmentelor MM, /¢, ATM, N, B,
si NN, stiindcd AA =2cm, BB, =16 cm.
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Rezolvare:

Construim prin punctul A o dreapta paralela cu A B,, careintersecteaza dreptele MM, ,
NN, si BB, in punctele M,, N, si respectiv B,. Triunghiurile AM,M si AB,B sint
asemenes, deci MM, : BB, = AM : AB.

Din AM :MN =MN:NB=1:2 rezulta ca AB=7AM. Atunci MM, : BB, =1:7,
MM, =BB,:7=14:7=2.

Adtfel, MM, = MM, + M,M, =2+ 2=4 (cm).

Tn mod analog, constatam ci AANN, ~ AABB, .

Asadar, NN, : BB, = AN : AB=3AM :7AM =3:7, deunde NN,
Prin urmare, NN, = NN, + N,N =6+ 2=8 (cm).
Raspuns: MM, =4 cm, NN, =8 cm

:%BBZ:GCm.

% 2. Punctele A, A, A, sint situate pe muchia piramidei VABC, astfel Tncit

AA = AA = AA,. Prin aceste puncte sint trasate plane paralele cu baza piramidei, care

intersecteaza muchiile VB si VCin punctele B, B,, B, si respectiv C,, C,, C, (fig. 8.23).

Sa se afle perimetrele triunghiurilor AB,C, si A,B,C,, daci perimetrele triunghiurilor

ABCsi AB,C, sint # si respectiv 7.
Rezolvare:

Segmentul A,B, esteliniemijlocieatrapezului A A,B,B,

adica 7 = J);J) (1), unde # si & sint perimetrele

triunghiurilor AB,C, si respectiv A,B,C,.
J)+ & (2). Din (1) si (2) obtinem:

In mod similar, 2 =

25+ P 27+ 9”

3 '3 7

29+ 9, 29, +S
Raspuns. = S, ph="
¥ ! 3 ? 3 Fig. 8.23

% 3. Tetraedrul regulat ABCD este sectionat de un plan parael cu planul fetel BCD si
care trece prin punctul E€ AC, astfel incit AE:EC =2:3 (fig. 8.24). Sa se &fle aria
sectiunii, daca lungimea muchiei tetraedrului este a.

Rezolvare:

Este evident ca laturile triunghiului FGE sint paralele

P =

cu laturile fetei BDC si ca triunghiul FGE este echilateral .
Cum AAEF ~ AACB, obtinem:
BC_AC_AE+EC_, EC BC_, 3.5
FE AE AE AE’ FE ~ 2 2’
deunde FE = 25a

Astfel o (EF) \/__48. \/§_ a \/_

FGE 25-4 25
az-\/é

RASpUNS: .o/r e = o5
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% 4. S3 se construiasca sectiunea prismei drepte ABCDA,B,C,D, cu planul determinat
de diagonala BD, si de un punct M € (CC,).
Rezolvare: D, C,
Evident ca doua laturi ale poligonului obtinut in sec- A AN
tiune sint segmentele BM si MD, (fig. 8.25). a
Punctul N =CD (1 D,M este comun planului ABC Ll
si planului sectiunii cautate. Prin urmare, punctul :
P=BN AD este comun planului ADD; si pla- SO N
nului acestel sectiuni.
Punctul L = AA, N PD, este cel de-al patrulea
virf a poligonului obtinut Tn sectiune. P

/
7’
/
<

Raspuns: Sectiunea este patrulaterul BLD,M .

Probleme propuse |

1. Punctele A, B, C, D sint necoplanare. Punctele M, N, P sint mijloacele segmentelor AD, BD si
respectiv CD. Sa se arate ca planele MNP si ABC sint paralele.

2. Pemuchiiletetraedrului ABCD sint luate punctele Le AD, Pe AD (AL=LP=PD), M e BD
(DM =2BM), Ne CD (ND = 2NC).
a) Sa searate ca planul MNL este paralel cu planul ABC.
b) Sa se construiasca punctul 1, deintersectie adreptei PM cu planul ABC.
) Sé se construiasca punctul 1, deintersectie adreptei PN cu planul ABC.
d) Sa se construiasca intersectia planelor ABC si PMN. v

3. Punctele A, A, A, A, sint situate pe muchia AV a piramide
triunghiulare VABC, astfel incit [AA]1=[AA]=[AA]=
=[A,A]. Prin aceste puncte sint construite plane paraele cu
planul bazei piramidei, care intersecteaza muchiile VB si VC
in punctele B, B,, B,, B, si respectiv C, C,, C,, C,. Sd se
determine perimetrel etriunghiurilor obtinuten sectiuni, daca
perimetrul triunghiului AB,C, este de 5 cm, iar perimetrul A
triunghiului ABC este de 40 cm.

__B_| B

4. Prisma triunghiulara dreapta ABCAB,C, este sectionata de un plan ce trece prin punctul
M e[AA] si careeste paralel cu dreptele AB, si AC,. Sa sedetermine perimetrul poligonului
obtinut Tn sectiune, daci AM =1cm, AA =3cm, AB=AC=4cm, BC=2cm.

C,

5. Tetraedrul ABCD este sectionat de un plan cetrece prin punctul M e [AD] si care este paralel
cu planul bazel ABC. Sa se afle perimetrul poligonului obtinut Tn sectiune, daca AM =5 cm,
AD=15cm, AB=20cm, BC=19cm, AC=18cm.
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6. PemuchiaVAapiramidei triunghiulare VABC seiaupunctele A, A,, A,, astfel incit A A, =2AA
si AJA, =2AA,. Prin aceste puncte sint trasate plane paralele cu planul bazei piramidei, care
intersecteaza muchia VB in punctele B, B,, B,, iar muchiaVC —inpunctele C,, C,, C,. Sase
afle perimetrele %, 7, si 7, aetriunghiurilor ABC,, A,B,C, si respectiv AB,C,, daci se
stie ca perimetrul triunghiului ABC este 2, iar AA VA, = A.

7. Fie ABCD un patrulater convex si E un punct ce nu apartine planului suport a patrulaterul ui
ABCD. Pe segmentele AE, BE, CE, DE se iau punctele M, N, P si respectiv R, astfel incit
2AM =3ME, 2BN =3NE, 2CP=3PE, 3DR=2RE.

a) Sa se demonstreze ci planul MNP este paralel cu planul suport al patrulaterului ABCD.
b) Sa se construiasca punctul | de intersectie a dreptel NR cu planul suport al patrulaterul ui
ABCD.

8. Fie ABCD un patrulater convex si E un punct ce nu apartine planului suport a patrulaterul ui
ABCD. Punctele M, N, P sint punctele de intersectie a medianelor triunghiurilor ABE, BCE si
respectiv CDE. S sedemonstreze ca planul MNP trece prin punctul Q deintersectieamedianelor
triunghiului ADE.

Probleme recapitulative |

1. Segmentul AB nu intersecteaza planul o . Prin extremitatile segmentului AB si prin mijlocul
lui, punctul M, sint trasate drepte paralele, care intersecteaza planul o Tn punctele A, B, si
respectiv M,. Sa se afle lungimea segmentului MM, daca:
a8 AA =32m, BB =23 dm; b) AA =19cm, BB, =2dm; ) AA =33cm, BB, =75cm.

2. Segmentul AB nu intersecteaza planul o si este impartit de punctele M si N in trel segmente
congruente: AM, MN, NB. Prin extremitatile ssgmentului AB si prin punctele M si N sint trasate
drepte paralele ce intersecteaza planul o in punctele A, B,, M, si respectiv N,. Sa se afle
lungimile segmentelor MM, si NN,, daca sestieca AA =16 cm, BB, =4 cm.

3. Fie planele paraéele «, B si un punct M. Planul B si punctul M sint situate Tn semispatii
diferite limitate de planul ¢. Prin punctul M sint trasate doua drepte care intersecteaza pla-
nul o npunctele A si A, iar planul B — Tn punctele B, si B,. Sa se calculeze lungi-
measegmentului AA,, dacd BB,=20cm si MA : AB =3:2.

4. Punctele A, B, C, D sint necoplanare. Punctul Le DC, astfel incit DL =2LC, iar punctul M
este centrul de greutate al AABD. Sa se arate ca dreapta ML este paralela cu planul ABC.

__B_|

5. Printr-un punct O, ce nu apartine nici unuia dintre planele paralele a si b, sint construite
dreptele a, a,, a, si a,, care intersecteaza planul a n punctele A, A,, A, si respectiv A, iar
planul b —1n punctele B, B,, B, si respectiv B,.

AA _AA _AA _OA _OA OA OA

Sisedemonsirezecd g p =g E =55 ~0OB ~ OB, OB, OB,
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10.

12.

13.

14.

15.

Sa se demonstreze ca daca orice dreapta ce intersecteaza unul dintre cele doua plane date
intersecteaza si al doileaplan, atunci planele sint paralele.

O dreapta intersecteaza planul o n punctul A. Prin punctele Bsi C (B seaflaintre Asi C) de
dreptel, situate in acelasi semispatiu limitat de planul ¢, sint trasate doua drepte paralele care
intersecteaza planul o Tn punctele B, si respectiv C,. Sa se afle lungimea segmentului BB,
daca:

a) CC,=asi AC:BC=4, b) CC,=asi AB: AC=y;

c) AB=1 si AC:CC, =k; d) AC=a, BC=b, CC, =c.

Punctele A, B, C, D sint necoplanaresi AC =12 cm, BD =20 cm. Sa sedetermine perimetrul
patrulaterului ale carui virfuri sint mijloacel e segmentelor AB, BC, CD, DA.

Punctul E nu apartine planului trapezului ABCD (BC || AD). Punctele M si L sint mijloacele
laturilor AB si CD aletrapezului, iar punctele N si P —mijloacele segmentelor BE si CE. Sa se
arate ca dreptele MN si PL sint concurente.

Fie punctele A, B, C, D necoplanare. Pe segmentele AC si BC seiau punctele M si respectiv
N, astfel Tncit AM : MC =BN : NC =m:n. Sa se afle lungimea segmentului determinat de
mijloacele segmentelor AD si BD, daca MN =a.

Lareconstructia acoperisului unei case s-aluat deciziade aridicao mansarda. Capriorii AF,
BF, CE si DE urmeaza sa fietaiati in punctele A, B, C, si respectiv D,, astfel incit planul
dreptunghiului AB,C,D, sifieparael cu planul podului (fig. @)). Capetele capriorilor sevor
sprijini pe colturile peretilor mansardei (fig. b)). La ce distanta de la colturile podului casei
trebuietaiati capriorii, astfel ncit 1atimeamansardei Tn exterior si fiede 9 m, daca sestie ca
latimea podului casei estede 12 m, iar lungimeacapriorilor —de 8 m?

Tetraedrul regulat ABCD este sectionat de un plan ce trece prin virful A si prin mijloacele
muchiilor BD si CD. Sa se afle aria sectiunii obtinute, daca lungimea muchiei tetraedrului
este 2a.

Fietrei drepte necoplanare care se intersecteaza doua cite
doua. Sa se demonstreze ca dreptele au un punct comun.

Se dau planele o si B, acaror intersectie este dreapta a.
Punctele A si B apartin planului ¢, iar punctul C apartine
planului B. Sa seconstruiasca liniile deintersectie aplanului
ABC cuplanele o si B.

Se dau punctele necoplanare A, B, C si D. Punctul M apartine segmentului DC. Sa se
construiasca liniile deintersectie aplanelor ADC, CBD, ABC si ABD cu planul caretreceprin
punctele M si Asi este paralel cu dreapta BD.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

Fie punctele necoplanare A, B, C si D si punctul E ce apartine segmentului AC, astfel Tncit
AE: EC =3:2. Si seconstruiasca liniile deintersectie aplanelor ADC, ADB, ABC cu planul
cetrece prin punctul E si este paralel cu planul BCD.

Punctul E nu apartine planului paralelogramului ABCD. Sa se demonstreze ca linia de
intersectie a planelor ABE si CDE este o dreapta paralela cu dreapta DC.

Prin punctul E ce nu apartine planului o sint duse dreptele a b Da

si b, careintersecteaza planul o Tn punctele Asi respectiv B. E

Punctul D apartine dreptel a, iar punctul C —dreptei b. Sa se C
construiasca punctul deintersectie adreptei DC cu planul . A/ \ B
Fie punctele necoplanare A, B, Csi D. Punctul M este mijlocul o /// ‘.
segmentului AD, iar punctul G este intersectia medianelor / \

triunghiului ABC.
a) Sa se construiasca punctul F de intersectie a dreptei MG cu planul BCD.
b) Sa se demonstreze ca punctele B, D, C, F sint virfurile unui paralelogram.

Se dau punctele necoplanare A, B, Csi D. Punctele E, F si H sint situate pe dreptele AD, DC
si respectiv BC, astfel Tncit EFJf AC si FH }{ DB. Sa se construiasca punctele de intersectie a
planului EFH cu dreptele AB si DB.

Fie punctele necoplanare A, B, Csi D. Sestieca Ee (AD),

F e (ABD) si He (BCD). Sa se construiasca:

) liniile deintersectie aplanului EFH cu planele ABC, ACD, ABD
si BCD;

b) punctele deintersectie aplanului ABC cu dreptele EF, EH si FH;
c) intersectiadreptei FH cu planul ADC.

Se dau punctele necoplanare A, B, C si D. S se demonstreze ca dreapta a care trece prin
mijloacel e segmentelor AB si DC, dreaptab cetrece prin mijloacele sesgmentelor AD si BC si
dreapta c care trece prin mijloacel e segmentelor AC si DB au un punct comun.

Punctul E nu apartine planului paralelogramului ABCD. Punctul M apartine segmentul ui EC,
iar punctul N apartine segmentului ED si sestieca EM : MC = EN : ND.

a) Sa se construiasca intersectia planelor ACE si BDE.

b) Sa se demonstreze ca MN || AB.

) Sa se construiasca punctul P de intersectie a planului LMN cu dreapta AD, unde L este un
punct a segmentului BC.

d) Sa se precizeze natura patrulaterului NMLP.

Fie planele distincte ABC si o si un punct arbitrar M
(M ¢ (ABC) si M ¢ ), astfel incit nici una dintre dreptele
AB, ACssi BC nu este paralela cuplanul oc. Punctele M, M, B
si M, sint intersectiile dreptelor MA, MB si respectiv MC cu A

planvul O," %%demonsireze: - . . / C\/ M 2\
a) ca exista in planul o punctelefixe F,, F, si F, princare )
trec dreptele M,M,, M;M, si M,M,, oricare ar fi pozitia o’ iMs
punctului M;

b) ca punctele F,, F, si F, sint coliniare.
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25. Planele o si B, acaror intersectie este dreaptac, intersecteaza
planul v dupa drepteleasi b. Punctul A apartine planului o,
iar punctul B apartine planului 3, astfel incit ABf y. Sa se
construiasca punctul deintersectie adreptel AB cu planul .

26. Fiepatrulaterul convex ABCD situat in planul ¢.. Presupunem
ca patrulaterul ABCD arelaturile opuse neparalele. Punctul E
nu apartine planului .. S setraseze intersectiile planelor:

a) EABsi EDC; b) EAD si EBC; c) EACsi EBD.

27. Punctele A, B, Csi D sint necoplanare. Cite plane pot fi duse la aceeasi distanta de aceste
puncte?

Probi deevaluare |

| Timp efectiy delucry:
45 de minute

1. Prin doua puncte distincte A si B, ce apartin unuia dintre cele doua plane paralele, ©)
sint construite doua drepte paralele care intersecteaza celalalt plan Tn punctele A si
respectiv B,. Determinati lungimeasegmentului A B, daci AB=8cm.

2. Construiti cubul ABCDA B,C D, si indicati: )
a) drepte paralele cu planul BCD; b) plane paralele cu dreaptaA B, .

3. Punctul M este mijlocul muchiei AD a tetraedrului regulat ABCD cu muchiiledelun- | &
gime a. Aflati perimetrul triunghiului MNC, unde N este punctul de intersectie a drep-
tei BD cu planul cetrece prin dreapta MC, paralel cu dreapta AB.

4. Paralelogramele ABCD si ABB A sint situate in plane diferite. Determinati lungimea | @
segmentului B,C, daca AD =8cm.

Timp efectiy delucry:
| B | 45 de minute

1. Dreapta a este paralela cu planul ¢, iar dreapta b intersecteaza acest plan. Stabiliti @
pozitiarelativa adreptelor asi b.

2. Fiepunctele necoplanare A, B, C, D. Determinati pozitiafata de planul ABC adreptei: ®
a) EF, undeE este mijlocul segmentului AD, F —mijlocul segmentului BD;
BG CH 1

b) GH, unde G apartine segmentului BD, H apartine segmentului CD si GD-HD 3

3. FiepiramidaSABCD si punctul Ee (SD). Sectionati aceasta piramida cu planul cetrece | ®
prin punctul E si care este paralel cu planul bazei ABCD.

4. Construiti sectiuneatetraedrului regulat ABCD, formata de planul caretrece prin punctul ®
Ee (AD), astfelincit AE: ED =1:2, si careeste paralel cu planul bazei ABC. Aflati aria
sectiunii obtinute, daci se stie ca ariaunel fete atetraedrului este .o/
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Paralelismul dreptelor si planelor

Pozitiilerelativealedreptelor si planelor

1. Pozitiile relative a doua drepte

asi b coplanare a si b necoplanare

a
Ay
aflb=C aNb=9Y a=b aNb=9

2. Pozitiile relative ale unel drepte si unui plan

a secanta cu o a paralela cu o
\a —a
\ A b . a
a o a
\
aNa=A bca, allb,aNo=T aco=ala

3. Pozitiile relative a doua plane

o si [ secante o si B paradee
N | A
aNpB=c ocNp=90




" Modulul |
Perpendicularitatea
in spativ

Objective

=3 recunoastereain diverse contexte, descrierea, construireadreptelor perpendiculare, adrepte
perpendiculare pe plan;

=3 calcularealungimilor segmentelor, masurilor unghiurilor diedre, aplicind teorema celor tre
perpendiculare;

=3 utilizarean situatii reale si/sau modelate a criteriilor de perpendicularitate a doua drepte, a
dreptei si planului, a doua plane;

=3 recunoasterea, descrierea si construirea proiectiilor ortogonale ale punctelor, segmentelor,
dreptelor pe plan;

=3 calcularealungimilor proiectiilor ortogonale ale segmentel or Tn contexte diverse.

| Drepte si plane perpendiculare

I Lema. Doua unghiuri cu laturile respectiv paral el e sint congruente sau suplementare
(fig. 9.1 a)).

Demonstrarie

Fie unghiurile proprii AMB si AM,B, cu [MA || [MA,, [MB || [MB,, MA=MA si
MB =M,B,. Consideram cazul cind punctul A apartine semiplanului determinat de dreapta
MM, si punctul A, iar punctul B, apartine semiplanului determinat de dreapta MM, si
punctul B (fig. 9.1 c)). In aceste conditii, MAAM, si MBB M, sint paralelograme, deci
MM, = AA = BB,. Prin urmare, ABB A, de asemenea este paralelogram si AB=AB,.
Concluzialemei rezulta din faptul ca AAMB=AAM,B,. P

b/
L
! a
o
/
b)
Fig.9.1



Perpendicularitatea in spatiu

Rezultatul obtinut ne permite sa vorbim despre unghiul format de doua drepte neco-
planare. Anume prin unghiul format de doua drepte necoplanare a si b se intelege un
astfel de unghi BMA, incit M este un punct oarecare a spatiului, MB||b, MA||a si

m(£BMA) € [0°,180°] (fig. 9.1 &), b)).

|a
Definitie. Doua drepte Tn spatiu se nu- /A¥/C
mesc perpendiculare daca masura un-
L — T |
ghiului format de ele este de 90° o .‘ b
(fig. 9.2). (cca, aNc={A}, c||lb)= alb
Fig.9.2
D C,
Dreptele perpendiculare a, b se noteaza: a_Lb. !
I B
Usor se deduce ci in cubul din figura 9.3, Af——
AA 1BC, AD, LCB,. /b .
I/
L
Tn modulul 8 am constatat ci o dreapta si un plan A B
Tn spatiu pot fi sau paralele, sau secante. Fig.9.3

Definitii. » Dreapta perpendiculara pe orice dreapta
dintr-un plan se numeste per pendicular a pe acest
plan. Tn acest caz, se mai spune ci planul este
perpendicular pe dreapta.

 Dreapta care nu este perpendiculara pe
plansi nu este paralela cu el se numeste

oblica pe acest plan (fig. 9.4).

Tn figura 9.4, dreapta AO este perpendicu-
lara peplanul o, iar dreptele AB, AC, AD sint C
oblice pe acest plan.

Teorema 1. Daca o dreapta este perpen-

dicularad pe doua drepte concurente situ-
ate Tntr-un plan, atunci dreapta este per-
pendiculara pe acest plan.

Demonstrarie

Fiedrepteleasi bdinplanul occoncurentein o

punctul O si o dreaptad ¢ perpendiculara pe

dreptele asi b (fig. 9.5). o
Tnvirtuteadefinitiei unghiului format de doua

drepte Tn spatiu, se poate admite ci dreptele ¢ Fig.95




Modulul 9

si d contin de asemenea punctul O. Luam pe dreptele a si b doua puncte arbitrare, A si
respectiv B, diferite de O. Dreapta d intersecteaza [AB] Tn punctul D. Pe dreapta c luam
punctele Csi C’, astfel incit [OC"]1=[COQ] (fig. 9.5).

Cum ACOA=AC'OA si ACOB=AC’OB (catriunghiuri dreptunghice cu catetele res-
pectiv congruente), deducemci [ AC] =[ AC] si [BC]=[BC’]. Rezultici AACB=AACB
si ZCAB=«C’AB. Aplicind criteriul LUL, constatim ci ACAD = AC’AD, deci triunghiul
CDC’ esteisoscel. Segmentul DO este medianacorespunzitoare bazei triunghiului CDC'.
Prin urmare, [DO] este si Tnaltime, adica cLd.

Existentasi unicitateaplanului perpendicular pe o dreapta data, ce trece printr-un punct
al acestel drepte, rezulta din

Teorema 2. Prin orice punct al unei drepte trece un unic plan perpendicular pe
aceasta dreapta.

Exercifiu. Demonstrati teorema 2.

Problema rezolvata
% Si se demonstreze ca printr-un punct arbitrar A, ce a o
nu apartine dreptei date a, trece un unic plan perpen-
dicular pe dreapta a. B

Rezolvare:

In planul o = (A, a) construim AA'La (fig. 9.6). [T
Conform axiomei S, (modulul 8), exista unpunctBce Y
nu se afla Tn planul ¢, care cu dreapta a determina \
planul B. Tnplanul B din punctul A" construim per- B A
pendiculara A'C pe dreapta a. Planul determinat de
punctele A, A, C este planul care verifica conditia Fig.9.6
problemei.

Unicitatea planului o rezulta din teorema 2.

\

Teorema 3. Pentru orice plan si orice punct exista o unica dreapta care trece prin
punctul dat si este perpendiculara pe planul dat.

Demonstrarie
Fie a unplansi A un punct arbitrar.
Demonstram existenya dreptei. Tn planul o luam

doua drepte concurente arbitrare, b si ¢. Construim a
planele B si ¥, cetrec prin punctul A si sint perpen- A r
diculare pe dreptele b si respectiv c (fig. 9.7). P

Planele 8 si 7, avindunpunct comun A, seinter- .~ | _+———
secteaza dupa dreapta a. Deoarece b1 si cly, 4 oAb

rezulti ca alb si alc. Tnvirtuteateoremei 1, dedu-
cem ca dreapta a este perpendiculara pe planul o. Fig.9.7
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Perpendicularitatea in spatiu

Sa demonstram unicitatea dreptel a. Presupunem 5
ci prin punctul A trece inci o dreapti a’ perpendi-
culard pe planul o (fig. 9.8). Atunci in planul 6, a | d
determinat de dreptele a si @', din punctul A sint a /
construite doua perpendiculare pedreapta d =6 e,
ceeace esteimposibil. Contrazicereaobtinuta demon- o
streazi ci drepteleasi @ coincid.

Fig.9.8
Prezentam unele proprietafi ale perpendicularitarii dreptelor si planelor.

Teorema 4. Daca un plan este perpendicular pe una dintre doua drepte paralele,
atunci el este perpendicular si pe cealalta dreapta (fig. 9.9 a)).

Teorema 5. Daca doua drepte sint perpendiculare pe acelasi plan, atunci ele sint
paraele (fig. 9.9 b)).

i K i
a) b)
IB 13
A : A I
o | | o l :
[ | I [
(ala, b= bla (aloa, bLa)= allb
Fig.9.9

Exercifiu. Demonstrati teoremele 4 si 5.

Probleme propuse |

1. Dreptunghiurile CDAB si CDEF au o latura comuna si planele suport distincte. Sa se arate ca
CD LBF.

2. Triunghiurile CAD si BAD cu m(£A) =90° au o cateta comuna si planele suport distincte. Sa
searate ca AD este perpendiculara pe dreapta MN, unde M este mijlocul segmentului CD, iar N
este mijlocul segmentului BD.

3. Dreapta suport a segmentului AB cu lungimea de 5 cm este perpendiculara pe planul o si fl
intersecteazi Tn punctul C. Tnplanul o seiaun punct D, astfel incit AD =3cm, BD =4cm. Sa
se determine lungimea segmentului CD.

4. Dinvirful A al patratului ABCD este construita perpendiculara AM pe planul patratului. Sa se
determine MB, MD si MC, stiindca AB=4cm, MA=3cm.

5. Dinvirful Aa triunghiului ACB dreptunghic in C este construita perpendiculara AE pe planul
triunghiului. Sa se afleipotenuza AB, daca AE=CB=a, EC=h.

6. Distanteledelapunctele Asi B, situatein acelasi semispatiu marginit de planul o, pina laacest
plan sint egale cu a si respectiv b. Sa se aflelungimeasegmentului AB, daca A B, =c, unde A
si B, sint punctele de intersectie a perpendicularelor din A si respectiv B pe planul ¢
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Modulul 9

Din virful A a dreptunghiului ABCD, pe planul dreptunghiului, este construita perpendicula-
raAE, astfel incit AE =4 cm. Sa sedetermine DE, CE, BE si distantad delapunctul E ladreap-
taBD,dacd AB =6 cmsi AD =4 cm.

Punctul D este situat la distanta de 9 cm de la virfurile triunghiului ABC dreptunghic in C,
AC =8cm, BC =6.cm. Sa sedetermine distantade lapunctul D laplanul triunghiului ABC.

__B_|

10.

12.

13.

14.

Distantele de la punctele A si B, situate in diferite semispatii marginite de planul «, pini la
acest plan sint egale cu a si respectiv b. Sa se afle lungimea segmentului AB, daca AB, =c,

unde A si B, sint punctele deintersectie aperpendicularelor cetrec prin punctele Asi respec-
tiv B pe planul ¢

Din virful A a paralelogramului ABCD pe planul [ui este construita perpendiculara AE de
lungimeac. Sa se determine BE, CE, DE, daca AB=a, AD =b si m(£BAD) =¢..

Punctul D este egal departat de virfurile triunghiului isoscel ABC (AB= AC). Si se afle
distanta de la punctul D la planul triunghiului ABC, daca BC=a, AD =b, m(£CAB) =¢.

Punctul M este egal departat de virfurile poligonului ABCDE. Sa searate ca dreptele MA, MB,
MC, MD si ME formeaza unghiuri congruente cu planul poligonului.

Dreptele d, si d, sint concurenten punctul A. Prin punctul A seconstruiesc planele o si 3,
astfel incit d, Le, d, L 3. Sa se arate ca linia de intersectie a planelor o si B este
perpendiculara pe planul definit de dreptele d, si d,.

Punctul E, ce nu apartine planului dreptunghiului ABCD, este egal departat de virfurile drept-

unghiului. Si se arate ca dreapta ce trece prin punctul O de intersectie a diagonalelor drept-
unghiului ABCD si punctul E este perpendiculara pe planul suport a dreptunghiului ABCD.

| Proiectii ortogonale.

Unghi format de o dreapta si un plan

Definitie. Proiectie ortogonala a unui punct M pe un plan o se numeste piciorul
perpendicularei (punctul M, ) construite din M pe acest plan (fig. 9.10 a)).

Se noteaza: pr,M =M,.

a) . b) . B
el
o i g Al, 'Bl
(MM, La, Mea)= M, =pr,M F,=pr,F
Fig.9.10
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Perpendicularitatea in spatiu

Proiectia ortogonala a unei figuri geometrice F pe un plan este multimea F, forma-
ta din proiectiile ortogonale ale tuturor punctelor figurii geometrice date pe acest plan
(fig. 9.10 b)).

Fie o dregpta a si un punct M. Stim ca exista un unic plan o care trece prin punc-
tul M si este perpendicular pe dreapta a. Fie M, punctul de intersectie a dreptel a cu
planul « (fig. 9.11 a)).

b) a

a) | a
I

Fig.9.11

Definitie. Punctul M, se numeste proiectie ortogonala a punctului M pe dreapta
a, iar lungimea segmentului MM, se numeste distanta de la punctul M la
dreapta a (fig. 9.11 b)).

I| Observarie. Tn cele ce urmeaza, prin proiectie se va intelege proiectia ortogonala.

. Teorema 6. Proiectia unei drepte pe un plan este o dreapta sau un punct.

Demonstrarie

Daca dreapta a este perpendiculara pe planul
o, atunci proiectiaei este punctul de intersectie a
acestel drepte cu planul o

Consideram ca dreapta a nu este perpendicu-
lara pe planul « (fig. 9.12).

Fie Asi B puncte distincte pe dreaptaa. Notam
CUA, si B, proiectiilelor pe planul o

In baza teoremei 5, dreptele AA, si BB, sint @
paralele, deci ele determina un plan S.

Planului B ii apartine si dreapta a, si dreapta
a, = AB,. Daca luam un punct arbitrar Ce a,
constatam ca punctul C, = pr,C apartine planului f (CC, || AA si Ce ac 3), deci C,
apartine dreptel de intersectie a planelor o si 3, care este dreapta AB,.

Astfel, an demonstrat ca proiectia oricarui punct a dreptel a este un punct a drep-
tel a, adica pr,a=a. pp

Teorema 7 (teorema celor trei perpendiculare). Daca proiectia a, pe planul o a
unei drepte oblice a este perpendiculara pe o dreapta b din planul ¢, atunci si
dreapta a este perpendiculara pe dreapta b.
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Modulul 9

Demonstrarie a

Fie dreapta AA perpendiculara pe planul «,
Aea, Aea, deci AA L bca (fig. 9.13). Din

enuntul teoremel rezulta ca dreapta b este perpen- Ep—
diculara pe a,, adica dreapta b este perpendiculara o B A
si pe dreapta AA,, si pe dregpta BA,. Deducem ca % L \.b

dreapta b este perpendiculara pe planul determinat o , !

de punctele A, B, A,. Prin urmare, dreapta b este / .
perpendiculari si pe dreapta AB =a care apartine Fg.9.13
acedtui plan.

Teorema 8 (reciproca teoremei celor trei perpendiculare). Daca dreapta a
este perpendiculara pe o dregpta b din planul o si nu este perpendiculara pe plan, atunci
proiectia a, adreptei a pe planul o este perpendiculara pe dreapta b.

Demonstrarie

DreaptaAA, (fig. 9.13) este perpendiculara pe planul ¢, deci AA L b c o si dinenuntul
teoremei rezulta ca AB_Lb, adica dreapta b este perpendiculara pe planul ABA,. Prin
urmare, b este perpendiculara pe dreapta a, = BA = pr,a. p»

Teorema 9. Fie un plan ¢, un punct A ce nu apartine planului ¢, un punct B ce
apartine planului acsi A = pr, A Atunci AA < AB (fig. 9.14).

Demonstrarie A
Tntr-adevar, segmentul AA, este perpendicular
pe planul o, deci si pe segmentul BA,. Rezulta ca
triunghiul AA B estedreptunghicin A,. Prinurmare, B /o
AA < AB, egdlitateaavind loc numai daca B co- o
incidecuA (ABLa). p» Fig.9.14

A

Definitie. Distanta de la un punct la un plan se numeste lungimea segmentul ui
avind o extremitate punctul dat si cealata — proiectia punctului pe acest plan.

Tnfigura 9.14, lungimea segmentului AA, este distanta de la punctul A laplanul o

Teorema 10. Daca intre laturile triunghiurilor ABC si A;B,C; au loc relatiile
[AB]=[AB], [AC]=[AC,] si BC>B_C,, atunci m(£BAC) > m(£B,AC,).

Dinteorema 10 rezulta ca masuraunghiului format de o dreapta 48

si proiectia el pe un plan este mai mica decit masura unghiului
format de aceasta dreapta si oricare ata dreapta din plan.

Intr-adevar, fieun plan asi o oblici a (at o, alf a), A B,
care intersecteaza planul in punctul A. Consideram pe 4 e b
dregptaa un punct B, diferit de A, si construim B, = pr, B /a
(fig. 9.15). Fig.9.15
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Perpendicularitatea in spatiu

Pe o dreapta b din planul o (b= AB)), cetrece prin punctul A, consideram un punct C,
astfel incit AC = AB,.

Congtatdam ca ntre laturile triunghiurilor CAB si B AB au loc relatiile din ipoteza teo-
remei 10 CA=B,A, [AB] este latura comuna si CB > BB,, ca ipotenuza si respectiv
cateta triunghiului CB,B dreptunghic in B,. Prin urmare, m(£BAC) > m(£BAB,).

Tn cazul In care dreapta nu este perpendiculara pe plan este justificatd urmatoarea

Definitie. Unghi format de o dreapta si un plan se numeste unghiul ascutit
format de aceasta dreapta si proiectia ei ortogonala pe acest plan.

Tn figura 9.16, unghiul ¢ este unghiul format de a /M
dreaptaasi planul o.

Observarie. Prin unghiul format de un segment Pr,a ,/< ¢

si un plan vom intel ege unghiul format de dreapta o e Pr.M

suport a segmentului dat si acest plan. 7 Fig.9.16

Teorema 11. Lungimea proiectiei unui segment pe un plan este egala cu produsul
dintre lungimea acestui segment si cosinusul unghiului format de segment si plan.

Demonstrarie

Fie un segment AB, un plan o ([AB] .} o), proiec- B
tille A, si B, ale punctelor A si respectiv B pe planul o
si D — punctul de intersectie adreptei AB cu planul o A C
(fig. 9.17). o

Fie C punctul deintersectieadreptei BB, cu dreapta D A B
ce trece prin A paralela cu dreapta A B,. Constatam
ca triunghiul ABC estedreptunghicin Csi aulocrelatiile
m(£BAC) = m(£LADA)) = ¢. Astfd, intriunghiul ABC
avem AC = ABcose si, cum AC = AB,, rezulta ca
AB, = ABcose.

Fie punctele A, B situate in semispatii diferite /[B
limitate de planul o (fig. 9.18). o

Atunci AB, = AD + DB, si din triunghiurile A =
AAD si BB,D avem :
AD = ADcosp, DB, =DBcosg. Al/
Prin urmare, AB, = AD cos¢ + DB cosg =
= (AD + DB) cosp = ABcosp.

Celelalte cazuri ([AB] || ¢, ...) sint evidente.




Modulul 9

Probleme propuse |

1. Triunghiurile isoscele ABC si ABD au baza comuna AB si C¢ (ABD), iar punctul M este
mijlocul segmentului AB.
a) Sa se arate ci dreapta AB este perpendiculara pe planul MCD.
b) Sa se construiasca proiectiasemidreptel suport amedianei MC pe planul suport al triunghiului
ABD, daca unghiul CMD este ascutit.
c) Sa se afle lungimea proiectiel medianei MC pe planul ABD, daca MC =4 cm, MD =8 cm,
CD=6cm.
d) Sa se determine distanta de la punctul D la planul ABC, folosind datele de la punctul c).

2. Segmentul AB, este proiectiaortogonala a segmentului AB pe planul o. Sa se afle;

a) lungimeasegmentului AB,, daca AA =9 cm, BB =13 cm, AB=>5cm;
b) cosinusul unghiului format de segmentul AB si planul ¢.

3. Distantadelapunctul Alaplanul o estede3cm. Oblicele ACsi AB (C, Be o) laplanul o au
lungimile de 6 cm. Punctul M este mijlocul segmentului CB, iar A = pr, A Sa se determine
lungimeasegmentului AM, daca:

a) m(£CAB) =90°; b) m(£CAB) =60°.

4. Dintr-un punct care nu apartine unui plan sint construite doua oblice laacest plan, cu lungimile
de30cmsi 25 cm. Diferentalungimilor proiectiilor oblicelor esteegala cu 11 cm. Sa sedetermine
distanta de la punct la plan.

5. Tntr-o Tncapere, o grindi este instalata pe doi piloni, cu lungimile de 3 msi 5 m. Sa se afle
distantade la podealapunctul ce imparte lungimeagrindei in raportul de 2 : 3, considerind de
lapilonul mai scurt.

__B_|

6. Punctul V nu apartine planului suport al hexagonului regulat ABCDEF si este egal departat de
virfurilelui.
a) Sa se demonstreze ci dreapta ce trece prin punctul V si centrul O al hexagonului este
perpendiculara pe planul suport a hexagonului.
b) Sa se demonstreze ci dreptele VA, VB, VC, VD, VE, VF formeaza cu planul suport al
hexagonului sase unghiuri congruente.

7. Punctul E, ce nu apartine planului suport al patrulaterului convex ABCD, este egal departat de
virfurilelui.
a) Sa se demonstreze ca patrulaterul ABCD este inscriptibil .
b) Sd se demonstreze ca perpendicularacetrece prin punctul E pe planul suport al patrul aterului
ABCD trecesi prin centrul cercului circumscrislui.
¢) Sa se demonstreze ca cele patru unghiuri formate de dreptele EA, EB, EC, ED cu planul
suport al patrulaterului ABCD sint congruente.

8. Semidreapta [OC formeaza unghiuri congruente cu semidreptele [OA si [OB. Sa se afle
lungimea proiectiei segmentului OC pe planul AOB, daca m(£AOC)=m(£BOC)=¢,
m(£AOB) =28, iar OC =c.
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Perpendicularitatea in spatiu

| Unghi format de dou plane (unghi diedru)

Amintim ca orice dreapta a dintr-un plan o imparte multimea punctelor planului o ce nu
apartin dreptel a n doua submultimi o si o, care se numesc semiplane deschise. Dreapta
a determina atit semiplanul o, it si semiplanul o,. Reuniunea semiplanului deschis cu
dreapta ce-l determina se numeste semiplan inchis. Planul o se numeste plan suport si
pentru semiplanul oy, si pentru semiplanul o,

a
Definitie. Reuniunea a doua semiplane inchise, limitate de
aceeasi dreapta, se numeste unghi diedru (fig. 9.19).
Unghiul diedru a semiplanelor o, 3; senoteaza Z(o,f3,).
Dreapta a se numeste muchia unghiului diedru Z(e,f3,), iar o B
semiplanele o4 si B, se numesc ferele unghiului diedru. Fig.9.19

Unghiul diedru format de doua semiplane ce coincid se numeste
unghi nul.

Unghiul diedru format de semiplanele ¢ si B, acaror reuniune este un plan se numeste
unghi diedru plat.

Unghi diedru propriu se numeste unghiul diedru diferit de cel nul si de cel plat.

Interiorul unghiului diedru propriu se numeste intersectia semispatiului determinat
de planul suport a lui ¢, ce contine semiplanul f;, cu semispatiul determinat de planul
suport al lui B;, ce contine semiplanul o.

Fie Z(x,,) ununghi diedru propriu si A un punct oarecare pe muchia m a acestuia.
Din punctul A, in fiecare dintre semiplanele o, si 3, construim perpendicularele a si b
(fig. 9.20 @)). Astfel, am obtinut un unghi plan cu virful Tn punctul A, laturilelui fiind semi-
dreptele [AB si [AC (Ce b, Be a).

Acest unghi plan poate fi obtinut laintersectia unghiului diedru Z(e,3,) cuunplany
perpendicular pe muchia m a acestui unghi, ce trece prin punctul A (fig. 9.20 b)).

a) m b) m
A
b A b
a C
/ 8
B _
B B
o o
Fig.9.20

Definitie. Intersectia unui unghi diedru cu un plan perpendicular pe muchia lui se
numeste unghi liniar (unghi plan) al unghiului diedru.

Se poate arata ca toate unghiurile liniare ale unuia si aceluiasi unghi diedru sint con-
gruente.
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Definitie. Masura a unghiului diedru se numeste masura unui unghi liniar a
acestuia

Revenind lafigura 9.20 &), scriem ca
m(£(e,3,)) = M(£BAC).

Definitii. » Semiplanele o, si B, se numesc per pendiculare daca m(£(e,3,)) =90°.
« In acest caz, planele suport respective, o si 3, se numesc plane per pendiculare.

Se noteaza: o, L B,, respectiv o LS.

Teorema 12. Doua plane sint perpendiculare daca si numai daca unul dintre ele
contine o dreapta perpendiculara pe celalat plan.

Demonstrarie
Necesitatea. Daca doua plane sint perpendiculare,

atunci dreapta suport aoricarei laturi aunghiului liniar este a
perpendiculara pe planul ce nu o contine.

SQuficienra. Fie planul o trece prin dreapta a, per- C
pendiculara pe planul S (fig. 9.21). o

Planele o i B se intersecteaza dupa dreaptac, iar | L

dreptele a si ¢ se intersecteaza n punctul A.

Tn planul B, prin punctul A construim o dreapta b /A p~8
perpendiculara pe dreapta c. Constatam ca unghiul B

BAC esteunghiul liniar al unghiului diedru format de
planele aisi . Cum a L B, rezultaca alb. Asadar,

m(Z(eB)) =90°, deunde aLp. p»

Teorema 13. Daca ¢ este masura un-
ghiului diedru format de planul unui tri-
unghi ABC si un plan ¢, </, —ariatriun-
ghiului ABC, ./, , —ariaproiectiei orto-
gonale a triunghiului ABC pe planul ¢, ,
aunci .o/, , =.<, -cose (fig. 9.22). AABC = pr,AABC, +Aypc =+Hpgc -COSQ

Fig.9.22
Probleme rezolvate

% 1. Fietriunghiul isoscel ABC cu AB=BC =8cm si AC =5cm. DinvVirfurile Asi B
se construiesc perpendicularele AA si BB, Tnacelasi semispatiu marginit de planul ABC,
astfel incit AA =12 cm si BB, =6 cm (fig. 9.23). Sa se determine:
a) lungimeasegmentului CD,, unde D, estemijlocul [AB,];
b) distanta de la punctul C ladreapta AB;;
| c) masuraunghiului diedru format de fetele ABC si A B,C.
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A
Rezolvare: b
R - . 1
a) Distantadelapunctul Clamijlocul D, al ssgmentului A B
se calculeaza folosind triunghiul dreptunghic DD,C B

(AA || DD, = DD, L(ABC)). Segmentul DD, esteliniemijlocie
atrapezului AAB,B, deci DD, =9 cm, iar segmentul DC este
mediana atriunghiului ABC. Fol osi nd formuladecalcul al lungimii ﬂ/

medianei unui trlunghl (m = —\/Za +2b*—c?), obtinem ci

DC=1114 ¢
2 B

Aplicind teoremalui Pitagoratriunghiului dreptunghic CDD,,
. < 1 D
obtinemca D,C =,/DC? + DD/ :‘/Z'll4+ 81=,/109,5 (cm).

b) Distanta de la punctul C la dreapta AB, este egali cu A
naltimea triunghiului ACB,, construita din virful C. Aplicind
teorema lui Pitagora triunghiului dreptunghic A AC, obtinem ca AC =13 cm. Tn mod
analog, in triunghiurile dreptunghice BBC si AKB, avem BC=10cm si respectiv
AB, =10 cm.

Distanta de la punctul C ladrepata AB, poate fi determinata
2.4/,
astfel: h, = — 2%
o AB . |
Aflamariatriunghiului AB,C folosind formulalui Heront:

3313 13 7 13
=yp(p-a)(p-b)(p-0) =535 =",/23L (cm).
13J_ i o
231 :

13
1 =B
¢) Triunghiul ABC este pr0|ecg|atr|ungh| ului AB,C peplanul triunghiului ABC. Prin

urmare, masura ¢ a unghiului diedru format de planele ABC si AB,C se determina
folosindrelatia .«/,,. = .o/, ;. - COSQ.

aBc — “YaBcC

% 2. Semidreptele necoplanare [OA, [OB, [OC cu origineacomu-
na sint construite astfel, incit m(£AOC) =m(£BOC) =a <90°,
m(£LAOB) =2f (fig. 9.24).

a) Sa se demonstreze ca proiectia semidreptei [OC pe planul
OAB este bisectoarea unghiului AOB.

C
Fig.9.23

Atunci h, =

o/ 5
A pge 5\/ 231 cm?, deci cosg = 1—3 iar @ =arccos_— 13"
Raspuns: @) ,/109,5 cm; %«/ 231cm; C) ¢ =arccos-— 153

Observarie. Problema 1 c) arata ca masura unui unghi diedru
poate fi calculata fara a construi unghiuri liniare ale unghiului
diedru respectiv.

1Heron din Alexandria(sec. 1 d.H.) —matematician grec.




Modulul 9

b) Sa se determine masura unghiului diedru care are muchia OA.

C) Sa se afle masura unghiului format de dreapta OC si planul OAB.

Rezolvare:

a) Fie M, proiectia unui punct M € [OC pe planul OAB, iar N si L punctele de
intersectie a dreptelor ce trec prin punctul M si care sint perpendiculare pe dreptele OA
si respectiv OB. Dreptele NM, si LM, sint proiectiile dreptelor MN si respectiv ML pe
planul OAB. Conform teoremei celor trei perpendiculare, NM, LOA si LM, L OB.

Cum AONM = AOLM, rezults ci [ON]=[OL] si [MN]=[ML].
Deoarece AMNM, = AMLM,, rezults ci [NM,]=[LM,].

AONMlcsCAOLM1 = ZNOM, = ZLOM,, adica semidreapta [OM, este bisectoare
aunghiului AOB, c.c.t.d.

b) Din triunghiurile dreptunghice OMN, ONM,, MNM, obtinem:
ON=0OM cosor, NM =OM sina;; NM, =ON tg3 = OM coso tgf3;
_ NM, OM cosatgp
COSY= M T oM sna
c) Din triunghiurile dreptunghice ONM, si MOM, avem:

_ ON _ OM coso _OM,; cosax B coso
M, = cosB - cosp coSsé = OM = cosB B deunde 6 = arccos(—COS B )

Raspuns: b) y =arccos(ctgartgBl); ) 6 = arccos(% )
cosf
% 3. Sestie ca punctul M, care nu se contine in M
planul unui poligon, este egal departat de virfurile
acestuia. Sa se demonstreze ca acest poligon este
inscriptibil.

=ctgatgfB. Astfel, y = arccos(ctgo tgp).

Rezolvare:

Fie punctul M nu apartine planului poligonului S
AAA.A si IMA]=[MA]=[MA]=..=[MA)] A
(fig. 9.25). Punctul O este proiectia punctului M pe /4 A, A
planul poligonului. Atunci triunghiurile OMA,,
OMA,, OMA,, ..., OMA, sint dreptunghice si con-
gruente (criteriul 1C), deundededucemca [OA ] =[OA,] =...=[OA,]. Prinurmare, punctul
Odinplanul poligonului este egal departat de virfurilelui, adica poligonul esteinscriptibil i
punctul O este centrul cercului circumscris.

Fig.9.25

I| Observarie. Punctele dreptei OM sint egal departate de virfurile poligonului A ... A,.

% 4. Tn una dintre fetele unghiului diedru Z(e8) de masurd ¢ este dusa dreapta AD,
care formeaza cu muchia b a unghiului diedru un unghi de masura 6 (fig. 9.26). Sa se
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determine masura ¥ a unghiului format de dreapta
AD cu cealdta fata a unghiului diedru.

Rezolvare:

Fie ZABC unghiul liniar d unghiului diedru Z(of3).
Conform conditiei, m(£ABC)=¢, m(LADB)=34.
Deoarece AC_L 3, rezulta ca ZADC este cel vizat
n problema. Din triunghiurile dreptunghice ABD, ACB
si ACD avem: AB= ADsin?,

AC = ABsing = ADsingsing, AC=ADsiny.
Deaici obtinem ADsiny = ADsIind sing.
Prin urmare, siny =siné sing.

% 5. Fepunctul Ag o si dinacest punct sint construite
oblica AB si perpendiculara AO pe planul o, unde B
este piciorul oblicei, iar O — piciorul perpendicularei.
Prinpiciorul oblicel estecongtruita in planul o dreagpta
BC, care formeaza cu proiectia oblicei un unghi de
masura 6. Fie ¢ si ¥ marimileunghiurilor formate de
oblica AB cu proiectia ei OB si respectiv cu dreapta
BC (fig. 9.27). Sa se arate ca COSy = COS(Q COSO.

Rezolvare: Fig.9.27

Construiminplanul o dreapta OD L BC. Conform teoremei celor trei perpendiculare,
AD 1 BC. Fie AB = x. Atunci din triunghiurile dreptunghice AOB, BDO si ADB obtinem:
BO = xcosg, BD =BOco0sd = xcosgcosé, BD = xcosy.

Deaici rezulta: cosy = CoSg C0SO.

Probleme propuse |

1. Triunghiurile echilaterale ABC si ABD au o laturd comuna AB si planele suport ale acestor
triunghiuri formeaza un unghi diedru drept. Sa se determine lungimea segmentului CD, daca
AB=2cm.

2. Laturiletriunghiului echilateral ABC sint de 3 cm. Latura AB atriunghiului este situata in pla-
nul .. Unghiul diedru format de planul ABC si planul o aremasurade 30°. Sa se éfle:
a) lungimea proiectiei medianel triunghiului ABC corespunzatoare virfului C pe planul «;
b) distanta de la punctul C laplanul o.

3. Prin baza mica a unui trapez este construit un plan. Distanta de la punctul de intersectie a
diagonalelor trapezului laplan este de 6 cm, iar raportul lungimilor bazelor este 3: 2. Sa sedfle
distanta de la baza mare la planul construit.

4. Prin unadintre laturile unui paralelogram este construit un plan. Distanta de la latura opusa
pina laplan este de 10 cm. Sa se determine distanta de la punctul de intersectie a diagonalelor
paralelogramului pina laplan.
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LB |

5. Triunghiul ABC, esteproiectiaortogonalda a AABC peplanul «. Si seaflecosinusul unghiului
diedru format de planul ABC cu planul ¢, daca AA =BB, =3cm, CC, =8cm, AB, =13cm,
AC, =CB =12cm.

6. Punctul E este egal departat de laturile rombului ABCD si nu apartine planului suport al
rombului. Sd se demonstreze ca:
a) proiectia punctului E pe planul rombului coincide cu punctul de intersectie a diagonalelor
rombului;
b) cele patru unghiuri diedre formate de planele EAB, EBC, ECD, EDA cu planul « sint
congruente.

7. Fie ABCD un patrulater convex si punctul E, astfel incit cele patru unghiuri diedre formate de
planele EAB, EBC, ECD, EDA cu planul patrulaterului sint congruente. Sa se demonstreze ca
patrulaterul ABCD este circumscriptibil si ca proiectia punctului E pe planul patrulaterului
ABCD este egal departata delaturilelui.

8. Triunghiul isoscel ABC (AB = AC) si triunghiul echilateral ADE se &fla in plane diferitesi au o
mediana comuna, AF. Sa se demonstreze ci dreapta AF este perpendiculara pe planul determi-
nat de puncteleF, B, D.

9. Prinunadintre catetel e triunghiului dreptunghic isoscel s-aconstruit un plan care formeaza cu
cealalta cateta un unghi de 45°. Sa se afle masura unghiului format de ipotenuza si acest plan.

10. Tntrapezul ABCD, m(£BAD) = 60°. Prin bazamare AB este dusun plan care formeazi cu latu-
raAD un unghi de45°. Si seafleraportul dintreariatrapezului si ariaproiectiel lui peacest plan.

Probleme recapitulative |

1. Dreptele AB, AC si AD sint perpendiculare. Sa se afle lungimea segmentului CD, stiind ca:
a) AB=6cm, BC =14 cm, AD =3 cm; b) BD=18cm, BC =32cm, AD=10cm;
¢) AB=m, BC=n, AD= p; d) BD =s, BC=n, AD= p.

2. Distanta de la punctul M la virfurile unui triunghi echilateral este b. Si se afle distanta de la
punctul M laplanul triunghiului, daca laturatriunghiului are lungimeaa, iar b>a—33.

3. Din virful B a trapezului isoscel ABCD (AD | BC) pe planul acestuia este construita
perpendiculara BE cu lungimeade 4 cm. Sa se determinedistantele d, si d, delapunctul Ela
dreptele CD si respectiv AD, stiind ca inaltimea trapezului este de 4 cm, BC=4cm si
AD=12 cm.

4. Dinvirful A al hexagonului regulat ABCDEF pe planul acestuiaeste construita perpendiculara
AM, astfel Tncit AM = AB. Sa se afle masuraunghiurilor formate de planele:

a) MDC si AEF b) DCM si DEM.

5. Punctul D esteegd departat delaturiletriunghiului ABC. Stiindca AB= AC=6cm, BC =4 cm
si ca distantade la punctul D la planul triunghiului este de J2cm, sisedfle distantele dela
punctul D lalaturiletriunghiului.

6. Un cablutrebuieintinsdelaun stilp cu Tnaltimeade 8 m pe acoperisul unei cladiri cu Tnaltimea
de 20 m. Distantadintre stilp si cladire este de 9 m. Sa se determine lungimea cablului.
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_B |

7.

10.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Se stie ca punctul M, care nu apartine planului unui poligon, este egal departat de laturile
poligonului. Sa se demonstreze ca acest poligon este circumscris unui cerc.

Punctul M este egal departat de laturile poligonului ABCDE. vV
S4 searate ca unghiurile diedre formate de planele AMB, BMC,

CMD, DME, EMA cu planul ABC au aceeasi masura. D
Planul o intersecteaza muchia AV apiramidel VABC in punc-

tul D, iar planul determinat de fata ABC intersecteaza pla-

nul o dupa dreaptaa. Sa se construiasci sectiunea piramidei A B
date cu planul a.

Dreaptaa intersecteaza planul ¢, iar P este un punct situat C

Tn acest plan. Exista in planul oz o dreapta cetrece prin P i a

care este perpendiculara pe dreapta a?

Sa sedemonstreze ca diagonalaunui cub este perpendiculara pe planul ce contine extremitatile
atrel muchii ce pornesc din acelagi virf a cubului casi diagonalarespectiva.

Prin virful unghiului ascutit a unui triunghi dreptunghic este construit un plan o paralel cu
0 catetd a acestui triunghi. Catetele sint de 30 cm si 40 cm, iar proiectia catetei mai mari pe
planul o estede 2/31cm. Si se aflelungimea proiectiei ipotenuzel pe planul c.

Doua catarge ae unui iaht sint unite cu funii, astfel Tncit
fiecare virf a unui catarg este unit cu baza celuilalt catarg.
La ce distanta de la puntea iahtului se afla punctul de /

intersectie afuniilor, daca inaltimile catargelor sint a si b?

Punctul M este egal departat de virfurile unui hexagon \L b
regulat cu laturade lungime a. Sa se determine distantade X

la punctul M la planul hexagonului, daca distanta de la 4
punctul M laun virf a hexagonului este b.

Punctul C nu apartine planului unghiului drept AOB si este egal departat delaturile unghiului.
Sa se afle distanta de la punctul C la planul unghiului, stiind ca CO=a, iar distanta de la
punctul C lao latura aunghiului este b.

Din punctul A pe un plan sint construite doua oblice congruente. Masura unghiului format
deobliceeste 2¢, iar masuraunghiului format de proiectiile oblicelor peplan este 23. Sa se
afle distanta de la punctul A laplan, stiind ca lungimeaunei oblice este b.

Dintr-un punct situat la distanta a de la un plan sint construite doua oblice pe acest plan de
aceeasi lungime. Masuraunghiului format de oblice este 2¢, iar masuraunghiului format de
fiecareoblica si perpendicularape plan este 3. Sa se afle distantadintre extremititile oblicelor
din planul dat.

Cosul dereceptie agrauntelor lao moara are patru pereti in forma
de trapeze isoscele cu bazele de 0,4 msi 1,2 m. Distantadintre
planul orificiului de sus si planul bazei cosului este de 2 m.
Pentru a mari rigiditatea peretilor cosului, au fost sudate
bare defier de-alungul diagonalelor fiecarei fetesi piloni
verticali din punctul deintersectie aacestor bare pina la

planul bazei cosului. Sa se determineinaltimeapilonilor.
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Probi deevaluare |

A 1 clctv de g
45 de minyte

1. Determinati distanta delamijlocul segmentului AB laun plan ce nu intersecteaza acest
segment, daca distantele de la punctele A si B la plan sint de 2,4 cm si respectiv
4,6cm.

2. Lungimealaturii unui triunghi echilateral este de 6 cm. Un punct, care nu este continut
de planul triunghiului, se &fl la distanta de 3 cm defiecare latura atriunghiului. Aflati
distanta de la acest punct la planul triunghiului dat.

3. Punctul M este situat |a distante egale de la virfurile unui dreptunghi cu dimensiunile
de 4 cmsi 10 cm. Determinati distanta de la punctul M la dreptele suport ae laturilor
dreptunghiului, daca distanta de la punctul M la planul dreptunghiului este de 5 cm.

4. Laturatriunghiului echilateral ABC este de 12 cm. Dreptele MA, MB, MC formeaza cu
planul triunghiului ABC unghiuri congruente de 30°. Aflati distantade la punctul M la
planul triunghiului ABC.

@

Timp efectiy delucry;
“| 45 de minute

1. Un segment intersecteaza un plan. Extremitatile segmentului sint situate ladistantele a
si bdelaplan. Aflati distantadelamijlocul segmentului la acest plan.

2. Prin medianaunui triunghi este construit un plan. Demonstrati ca virfurile triunghiului,
ce nu apartin planului construit, sint egal departate de acest plan.

3. Lungimilelaturilor unui triunghi isoscel ABC sint de’5cm, 5cmssi 2 cm. Distantadela
punctul M la planul ABC este de 8 cm, iar proiectia lui pe planul ABC coincide cu
mijlocul celei mai mari Tnaltimi atriunghiului. Determinati distanta de lapunctul M la
laturiletriunghiului.

4. Aflati masuraunghiului format de muchialaterala si planul bazei unei piramide patrula-
tere, daca se stie ca toate muchiile el sint congruente.

@
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c
S

1

i
(aca, bca, alfb, cla, clby=cla

/Y

(aia, AB—OblICa,
Bea, Aca, ABLb)= ABla

o

/
o

(ala, bLo)= alb

A C

L=/

([AB]=pr,[AB], AC|IAB)=
= lungimeaproiectiei [ AB] este ABcosg

M

[ 7%

[
(MM, Lo, M, e a)= lungimea MM, este
egala cu distantade la punctul M laplanul «

a b

04

|
|

!

(a]lb, ala)=bla

m

LA b

B
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Z(e,B,) —unghi diedru, N f=m,
(ABC) L m, m(£(e,8,)) = m(£BAC)

a

pr.a

a ,’b

bca 1)alb= pralb
2)blpr,a= alb

gl

(FcB: F=pr,F: m(L(ap)) =9)=
= J/Fl = .o/ COSQ

alo, M, M, ea, M, e a, MM, — distanta
de lapunctul M ladreaptaa
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" Modulul | L .
1 @ Transtformdri
geomefrice

Obijective

=3 recunoastereain situatii variatesi utilizareain diferite contexte anotiunilor: simetrie axiala,
simetrie centrald, simetrie faza de un plan, “trandarie, *asemanare, “rotarie in spayiu;
utilizareaterminologiel aferentetransformarilor geometricen diverse contexte;
construireaimaginilor unor figuri obtinute in urmatransformarilor geometrice studiate;
utilizareatransformarilor geometricein rezolvari de probleme.

go0d

Tn clasele anterioare s-au studiat simetria axiali, simetria centrala, trandatia, asema-
nareain plan. De asemenea, afost definita congruentatriunghiurilor. Congruentafigurilor
mai complicate se defineste cu agjutorul transformarilor geometrice, care au o aplicatie
larga. De exemplu, pentru a elabora un program ce permite vizualizarea pe ecranul calcu-
latorului a unei figuri spatiale Tn miscare, sint necesare transformarile geometrice.

| Notiuneade transformare geometrica.

Transformari izometrice

Fie X'si Y multimi nevide de puncte din spatiu. Amintim ca daca fiecarui punct x a
multimii X i seasociaza un singur punct y a multimii Y, atunci este definita o aplicarie a
multimii X Tn multimea Y. Se noteaza: f: X -Y sau X -5Y. Punctul y=f(x) se
numeste imaginea punctului xe X, iar x este o preimagine a punctului ye Y. Semai
spune ca punctul x se aplica pe punctul y la aplicatia f.

Exemple

1. Fie o un plan si d o dreapta ce intersecteaza
acest plan. Prin orice punct M al spatiului trece o C/ M/
singura dreapta paralela cu dreaptad. Fie M’ punctul
deintersectie aacestei drepte cu planul o (fig. 10.1). / . I/M'

Aplicatia spatiului in planul ¢, care 1i asociaza
fiecarui punct M al spatiului un punct M’e o, astfel
incit MM’||d, se numeste proiectare paralelad a
spatiului pe planul o Tn directiadreptei d. Fig.10.1

2. Fie O un punct din spatiu. Aplicatia spatiului in el Tnsusi, care Ti asociaza fiecarui
punct M diferit de O un punct M, astfel incit punctul O este mijlocul segmentului MM,
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Transformari geometrice

iar punctului O — Tnsusi punctul O, se numeste M

simetrie centrala de centru O aspatiului (fig. 10.2). p'\/
Se noteaza: S,. N N’
Punctul O se numeste Tn acest caz centru de /,/o\ P
simetrie.

Evident, daca la simetria centrala, punctul M’ M Fig.10.2
este imaginea punctului M, atunci punctul M este
imaginea punctului M’; sespuneci M si M’ sint simetrice fata de centrul de simetrie.
Observam ca proiectarea paralela a spatiului pe un plan nu este o aplicatie bijectiva
(deoarece orice punct din plan poseda mai multe preimagini), iar simetria centrala este o
aplicatie bijectiva aspatiului.

Definitie. Orice aplicatie bijectiva aspatiului in e Tnsusi se numeste transfor mare
geometrica a spatiului.

Tn continuare, pentru ane exprimamai laconic, vom folosi cuvintul , transformare” Tn
loc de , transformare geometrica”.

Fie F o figura din spatiu si g o transformare a spatiului. Figura F’ = g(F), ce consta
din imaginile tuturor punctelor figurii F latransformarea g, se numeste imagine a figu-
rii F latransformarea g.

Deoarecetransformarile sint un caz particular al aplicatiilor, ele poseda toate proprieta-
tile generale ale aplicatiilor. Astfel, compunerea transformarilor este o transformare; are
loc legea asociativa a compunerii transformarilor, se poate defini restrictia transformarii
lao figura etc.

Daca prin transformarea g figura F se aplica pe ea insdsi, adica g(F)=F, atunci
restrictia transformarii g la figura F se numeste transformare de simetrie a figurii F.
Pentru concizie, vom spune ca g este transformare de simetrie a figurii F.

Definitie. Transformarea g a spatiului se numeste transformare de izometrie
(sau izometrie) a spatiului daca pentru orice doua puncte M si N ale spatiului si
imaginilelor M"=g(M), N’=g(N) areloc egditatea MN =MN".

Altfel spus, izometria este aplicatia spatiului Tn el Tnsusi care pastreaza distantele.
Izometriile se mai numesc si deplasari sau miscari ale spatiului.

Evident, transformarea identica a spatiului, adica transformarea care aplica fiecare
punct al spatiului pe el Tnsusi, este 0 izometrie.

Doua figuri se numesc congruente daca exista o izometrie care aplica una dintre
aceste figuri pe cealalta.

Teorema 1. Oriceizometrie aplica trei puncte coliniare petrel puncte coliniare. De
asemenea, izometriaaplica un punct situat Tntre alte doua puncte pe un punct situat
ntre imaginile acestor doua puncte.

Demonstrarie

Fie A, B, C puncte coliniare distincte. Atunci unul si numai unul dintre ele este situat
ntre celelalte doua. Fie B situat intre A si C. Astfel, are loc egalitatea AB+ BC = AC.
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Fie A', B’,C” imaginile respective ale punctelor A, B, C lao izometrie. Din definitia
izometriei rezulta egalititile AB= A'B’, AC=A'C’, BC=B'C/, iar din elerezulta ega-
litatea AB'+B'C'=A'C’. Adici B’ estesituat intre A" si C’, iar aceastainseamna ci
punctele A', B’,C” sint coliniare. P

Definitie. Punctul A se numeste punct invariant a izometriei g daca g(A) = A;
dreapta d se numeste dreapta invarianta a lui g daca g(d)=d; planul o se
numeste plan invariant a lui g daca g(«x) =o.

Daca toate punctele unel drepte sint puncte invariante ale izometriei g, atunci aceasta
dreaptd se numeste invarianta punct cu punct la aceasta izometrie.

Problema rezolvata

% Si searate ci daci o izometrie nu are puncte invariante, atunci dreptele invariante ale
acestel izometrii (in cazul in care exista) sint paralele.

Rezolvare:

Presupunem contrariul, fie a si b drepte invariante neparalele la izometria data g.
Deci, aceste drepte se intersecteaza sau sint necoplanare. Daca dreptele a si b se
intersecteazi n punctul M, atunci punctul M’ = g(M) apartine acestor drepte (invariante),
adica g(M) =M. Aceasta contrazice ipoteza problemei. Tn cazul in care dreptele a si b
sint necoplanare, exista perpendicularalor comuna AB, Ac a, Be b. Deoarece AB este
ceamai mica distanta dintre drepteleasi b, rezulta ca punctele A si B sint puncteinvariante
laizometriag si iarasi obtinem o contradictie.

Probleme propuse |

1. Si sedeaexempledetransformari geometrice Tn spatiu din diverse domenii.

2. Si sedecida daca proiectarea paralela a spatiului pe un plan este o izometrie.

3. Fieunghiul AOB si f o aplicatie a spatiului Tn €l Tnsusi, astfel Tncit au loc urmatoarele doua
conditii:
a) imagineaoricarui punct M a spatiului, ce nu apartine unghiului AOB, esteTnsusi acest punct M;
b) imaginea oricarui punct ce apartine unghiului AOB este simetricul lui fata de bisectoarea
acestui unghi.
Este aceasta aplicatie o transformare geometrica aspatiului? Dar o izometrie?

4. Tnurmaunei transformari geometrice a spatiului, o figura se aplica pe ea insisi. Este oare 0
astfel detransformare o izometrie a spatiului? Si se deaexemple.

__B_|

5. Si sedemonstreze ci oriceizometrie aplica:
a) un segment pe un segment congruent cu €l;  b) un triunghi pe un triunghi congruent cu el.

6. Sid sedemonstreze ca oriceizometrie aplica un unghi pe un unghi congruent cu €.
7. Sisedemonstreze ca aplicatiainversa izometriei este de asemenea o izometrie.
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8. Fie AAB'C’ imagineatriunghiului ABC laizometriag.
Sa se construiasca imaginea:
a) medianel BK; b) bisectoarel BL;
¢) fnaltimii BM; d) centrului degreutate G; A

€) centrului cercului inscris|;  f) ortocentrului H;
g) centrului O al cercului circumscristriunghiului ABC C B’
laaceasta izometrie.

9. a) Sdsearateca daca Asi B sint puncteinvariantedistincte
aleizometriei f, atunci orice punct al dreptel AB este invariant.
b) Poate oare izometria spatiului sa posede exact doua puncte invariante distincte?

10. a) Sd searateca daca A, B, C sint puncte necoliniareinvariante aleizometriel f, atunci orice
punct al planului ABC este invariant.
b) Sa se decida daca izometria spatiului poseda exact trei puncte invariante.

11. lzometria f areun punct invariant.
a) Areoare un punct invariant izometria f *?  b) Darizometria f o f ?

12. lzometria f poseda urmatoarea proprietate: pentru un punct A, f (A)=B, iar f(B)=A
Sa sedecida dacid izometria f o f are puncteinvariante.

| Simetriacentrala

Tn §1 am definit simetria spatiului fata de un punct si am numit-o sSimetrie centrala.

. Teorema 2. Simetria centrald a spatiului este o izometrie.

Demonstrarie g N M

Presupunem ca simetriacentrala S, aplica punctele arbi- M
trare M si N ale spatiului pe punctele M’ si respectiv N’.

Daca punctele M, N si O sint necoliniare (fig. 10.3a)), N

afirmatiateoremel rezulta din congruentatriunghiurilor MON
si MON’ (criteriul LUL), deci MN =MN’ b)
Daca punctele M, N si O sint coliniare si, de exemplu, M W
este situat intre O si N (fig. 10.3 b)), atunci
MN=0ON-OM = ON’-OM" = MN’,
Anaog seobtineegalitatea MN = M N’ si Tn celelalte cazuri de amplasare apunctelor
M, Nsi O pe aceeasi dreapta. Asadar, Simetria centrala pastreaza distantele dintre puncte,
prin urmare, este o izometrie. P

Fig.10.3

. Definitie. FigurileF si F” senumesc simetricefati de punctul Odaci S,(F)=F".

Tn particular, daci figura F este simetrica cu ea insisi fata de punctul O, atunci F se
numeste figura central simetricd, iar O se numeste centru de simetrie al figurii F. De
exemplu, cercul, patratul, sfera sint figuri central simetrice.
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Problema rezolvata

% Punctul A estesituat Tninteriorul unghiului BOC (fig. 10.4). Si se construiasca segmentul
cu extremitatile pe laturile acestui unghi, astfel incit mijlocul lui sa fie punctul A.

Rezolvare: D/ C o
Prin punctul O’ =S, (O) ducem dreptele O'C’ si O'B’ 5 A 5
paralele cu OC si respectiv OB. Segmentul DE, unde
D=0C'NOB si E=O'B'NOC, este segmentul care o C /E
trebuie construit. Fig. 10.4

Probleme propuse |

1. Sisedeaexempledefiguri geometrice central simetrice.

2. Sa sestabileasca daca sint simetrice orice doua puncte ale spatiului fata de un al treilea punct
al spatiului.

3. Citecentredesmetriearefiguraformata din doua drepte paralele? Cefigura reprezinta multimea
acestor centre?

4. Si sedecida daca sint simetrice fata de un punct doua segmente necongruente.

5. Pot oare s fie simetrice fatd de un punct doua segmente concurente? Dar neconcurente?

6. PuncteleA, B, C, D sint situatein spatiu, astfel incit Asi C sint ssimetricefata deB, iar Bsi D sint
simetrice fata de C. Ce se mai poate spune despre amplasarea acestor puncte?

7. Sa seconstruiasca simetricul unui triunghi fata de:
a) un virf al triunghiului; b) mijlocul unei laturi atriunghiului.

8. Sa sedecida daca exista puncte, drepte si plane invariante la o simetrie centrala.

9. Ceaplicatiereprezinta compunerea S, o S,?

10. Poatefi un triunghi figura central simetrica?

11. Sa sedemonstreze ca aplicatiainversa unei simetrii central e este aceeasi simetrie centrala.

12. Sa sedemonstreze ca simetriacentrala aplica:
a) orice plan pe un plan paralel cu el;
b) orice doua plane paralele pe doua plane paralele;
¢) doua plane ce se intersecteaza dupa o dreapta pe doua plane ce se intersecteaza dupa
imaginea dreptei respective;
d) doua plane perpendiculare pe doua plane perpendiculare.

13. Fiepunctul Asi figuraF, Ag F. Seconsidera multimeatuturor punctelor spatiului simetrice
punctului A fata de toate punctele figurii F. Sa se determine aceasta multime, daca figura F
este:

a) un segment; b) o dreapta; ¢) un plan.

14. Sasearateca, laosimetrie centrala, orice dreapta si imagineael sint coplanare.

15. Sisearatecidacifigura F =[ AB]U[CD] estecentral simetrica, atunci si figura [ AC]U[BD]
este central simetrica fata de acelasi centru.
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| Simetria axiala

Fiedreaptadsi punctul Ag¢ d. Punctul A" se numeste simetricul punctului Afata de
dreaptad daci AA'Ld, AANd=M si AM =AM. Punctele dreptei d se numesc
Simetrice cu ele nsesi fata de aceasta dreapta.

Definitie. Transformarea spatiului care aplica fiecare punct al spatiului pe simetricul
sau fata de dregpta data d se numeste smetrie a spatiului fata de dreapta d sau
simetrie axiala de axa d.

Senoteazi: S, S,(A)=A, S,(B)=B’ (fig. 10.5).

Fig.10.5

. Teorema 3. Simetria axiala a spatiului este o izometrie.

Demonstrarie

Presupunem ca simetria axiala de axa d A N d B’
aplica punctele arbitrare Asi B pe punctele A’ u AT
si respectiv B”. Sa demonstraim ci AB = AB’.
Daca dreptele AB si d sint coplanare, atunci
este evident ci AB= A'B" Presupunem ci
dreptele AB si d sint necoplanare (fig. 10.6) si A 0
BB’(Nd = N. Ducem prin punctul N dreapta
paralelda cu AA" si construim pe ea segmen- Fig.106
telesimetrice AN si NA, astfel incit AA = AA’ Patrulaterul AAAA este dreptunghi
si, prinurmare, AA = A’/A’. Cum axad este perpendiculara pe dreptele BB’ si AA, ea
este perpendiculara si pe planul determinat de aceste drepte. De aici si din faptul ca
AA ||d|| AA rezultaca AA LAB si AA L AB’. Dincongruentatriunghiurilor ANB
si ANB’ rezultd ca BA = B’A. Avind catetele congruente, rezulta ca triunghiurile drept-
unghice AAB si A/AB’ sint congruentesi deci AB= AB. p»

A/

Dacalasimetriaaxiaa S,, figura F’ esteimagineafigurii dateF, adica F' =S, (F),
atunci aceste figuri se numesc simetrice fara de dreapta d.

Dreapta d este 0 axa de simetrie a figurii F, dacd simetria axiala de axa d aplica
aceasta figura pe eainsisi: S;(F)=F. De exemplu, dreptele ce contin diagonalele si
mediatoarele laturilor patratului sint axe de simetrie ale acestuia; orice dreapta ce trece
prin centrul cercului si apartine planului cercului sau este perpendiculara pe el este 0 axa
de simetrie a cercului.
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Problema rezolvata
% Pelaturile ABsi AC detriunghiului ABC cu m(ZA) < 90°
sint date punctele fixe P si respectiv Q (fig. 10.7). Sa se
determine pe latura BC punctul X,, astfel ncit perimetrul
APQX si fieminim.

Rezolvare:

Fie B =S,.(P), atunci BX =PX, VX e (BC).

Perimetrul APQX este minim daca suma P, X + XQ este
minima; deci X = X, =BCNPRQ.

Probleme propuse |

1. Sd sedeaexempledefiguri geometrice care:
a) au cel putin 0 axa desimetrie;  b) nu au axa de simetrie.
2. Sa sedetermine axelede simetrieale cubului.

3. Sa seconstruiasca imagineaunui cub lasimetriaaxiala fata de:
a) dreapta suport a unei muchii a cubului;
b) dreapta suport a diagonalei unei fete.

4. Si sedeterminepozitiareciproci aaxel desimetried si aimaginii o aplanului dat oo lasimetria
S,, daca: &) aod; b) dlo; c) d este oblici fata de c.

5. Fiepunctele distincte A si B. Sa se indice axele tuturor simetriilor axiale care aplica A pe B.
Ce figura este reuniunea tuturor acestor axe?

6. Saseindicetoate axeledesimetrieale:
a) unui segment; b) unei semidrepte; C) unei drepte;
d) unui plan; €) unui paralelogram.

__B_|

7. Sisedetermine care poatefi pozitiareciproca lasimetriaaxiala:
a) aunei dreptesi aimaginii ei;
b) aunui plan si aimaginii lui.
8. Sa sedetermine:
a) drepteleinvariante le simetriei S,; D
b) dreptele invariante punct cu punct ale simetriei S;.

9. $a seconstruiasca imagineafigurii reprezentate lasimetria A c

fata de dreapta AB, daci punctele A, B, C, D sint necoplanare,
ABC si ABD sint triunghiuri isoscel e cu baza comuna AB. B
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B simetriafat de un plan N
|

Fieplanul o si punctele A, A’ ce nu apartin acestui ID ;
plan. Punctele A si A" se numesc simetrice fafa de I IC 87
planul o daca acest plan este planul mediator al seg- @ D'
mentului AA’, adici planul o este perpendicular pe A
segmentul AA’ si 1l imparten jumatate. Orice punct B a Fig. 108

planului o seconsidera smetric cu el insusi (fig. 10.8).

Definitie. Transformarea spatiului care aplica orice punct al spatiului pe simetricul
lui fata de un plan dat o se numeste simetrie a spatiului fata de planul .

Senoteaza: S,.

Planul o¢ se numeste plan de simetrie.

Daca pentrufiguraF arelocrelatia F = S, (F), planul ¢ senumeste plan desimetrie
al figurii F, iar figura F se numeste figura simetrica fara de planul a.

De exemplu, cilindrul circular drept este simetric fata de orice plan ce contine axalui.

Problema rezolvata

% Planele a si B sint perpendiculare (fig. 10.9). B
Petrulaterele ABCD si AECF sint romburi. Sa se =
demonstreze ca EBFD este romb.
Rezolvare: HRYe
Observamcilasimetria S,, S, ([FB]) =[BE], D<’ 3 5
S, ([FD])=[DE]. [ KT
Prin urmare, [FB] =[BE], [FD] =[DE]. \I
In mod analog, lasimetria S, E
S, ([FB]) =[FD], adica [FB]=[FD].
Astfel, patrulaterul EBFD are toate laturile
congruente, adica este romb. Fig.10.9
Probleme propuse |
| A |
1. Si sedeaexempledefiguri geometrice care au plane de simetrie.
2. Sa sedetermine dreptele care se aplica pe eleinsesi lasimetriafata de un plan.
3. Siseindiceplanele de simetrie (daca ele exista) ale:
a) unui segment; b) unei drepte;
C) unui plan; d) reuniunii a doua drepte concurente;
€) reuniunii adoua drepte paralele; f) reuniunii adoua plane paraele.

4. Se stie ca segmentele AB si A'B’ sint simetrice fatd de un plan. Sint oare coplanare sau
necoplanare dreptele lor suport?

5. Fie ABCDAB,C,D,; un cub. Sa sereprezinte simetricul punctului Afata de planul:
a) CC,D;; b) BDD,; c) CDA; d) BDC,; €) BCB,.
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6. Doua plane reciproc perpendiculare se intersecteaza dupa dreapta d. Punctele A si B sint
simetricele punctului C fata de aceste plane. Sa se afle distanta de la punctul C pina ladreap-
tad, daca AB=10m.

7. Planul o estesimetricul planului 8 fata deplanul y. Care
poate fi pozitiareciprocd aplanelor o si 37

__B_|

8. Sid sedemonstreze ca simetriaspatiului fata deun plan a:
a) este 0 izometrieg;
b) coincide cu inversasa, adici S, =S.%
¢) aplica orice dreapta pe o dreapta si orice plan peun plan.
9. Punctele A si B sint situate de aceeasi parte a planului o.
Sa segaseasca in planul oo un punct M, astfel incit suma AM + MB si fie minima.

10. Punctele Asi B sint situate de parti diferiteale planului o, ladistante diferite de planul o.. Sa
se aflein planul ¢« unpunct M, astfel Incit valoarea absoluta a diferentei AM —MB si fie
maxima.

11. Prindreaptad sint duse toate planele posibile. Se considera un punct A ce nu apartine drep-
tei d si multimeatuturor simetricelor punctului A fata de aceste plane. Ce reprezinta aceasta
multime?

12. Sa sedemonstreze: compunereaatrei simetrii in raport cu trei plane reciproc perpendiculare
este o simetrie centrala.

BEEl Transiatia

Doua semidrepte cu aceeasi dreapta suport se numesc semidrepte la fel orientate
(sau coorientate), daca intersectia lor este o semidreapta, respectiv semidrepte opus
orientate, daca intersectia lor nu este o semidreapta.

Semidreptele [AC si [BC din figura 10.10 sint la fel A B o)
orientate, iar semidreptele [BA si [AC — opus orientate. Fig.10.10
Se noteaza: [AC TT[BC, [BATL[AC.

Daca dreptele suport adoua semidrepte sint drepte paral el e distincte, atunci ele apartin
unui plan. Dreapta ce trece prin originile acestor semidrepte imparte planul Tn doua
semiplane. Daci aceste semidrepte sint situate Tn acelasi semiplan, atunci ele se numesc
semidrepte la fel orientate (fig. 10.11 &), iar daca sint situate in semiplane diferite —
semidrepte opus orientate (fig. 10.11 b)).

N/ B B A
C// D Cf/ D
[AB TT [CD [AB T! [CD

a) b)
Fig.10.11
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Evident, doua semidrepte lafel orientate cu atreiasint lafel orientate.

Definitie. Se numeste translatie a spatiului de- A A
terminata de perechea ordonata de puncte dis- M M.
tincte (A, A) transformarea spatiului care aplica
fiecare punct M al spatiului pe punctul M, astfel 8—6
incit [MM’ TT[AA si MM’ = AA” (fig. 10.12). Fig. 10.12

Pentru translatia determinata de perechea (A, A") se foloseste notatia t,,. Deci,
M’'=t,, (M), C'=t,,(C) etc.

Evident, daca t,, (M) =M’ aunci t,,,.(A) = A’ si, In acest caz, t,, =t,,, . Aceasta
Tnseamna ca trandatia poate fi determinata de orice pereche de puncte, unul dintre care
este imaginea celuilalt la aceasta trandatie.

Transformarea identica a spatiului este considerata drept o trandatie determinata de
orice pereche de puncte ce coincid: t,,(M)=t,;(M)=M, VM si VA B.

Daca M'=t,,(M) si M ¢ AA’, atunci patrulaterul AAMM este paralelogram.

Problema rezolvata

% Doui sate, A si B, sint despartite de un riu ae carui maluri au forma a doua drepte
paraele. Undetrebuie si fie construit podul pesteriu, astfel incit lungimeadrumului dintre
aceste sate sa fie minima (podul se construieste perpendicular pe maluri)?

Rezolvare:

Fie vectorul a perpendicular pe malurile riului si
modulul lui esteegal cu distantadintremauri (fig. 10.13). N
Daca B, =t,(B), atunci punctul M, din caresevacon- _
strui podul, este situat pe malul pe care se afla satul A si a M /
pe segmentul AB,. Pentru orice alt punct M, =M, M

1
AM, + M,B, > AM + MB, = AB, = AM + NB. A
Fig.10.13

B

Q|

Probleme propuse |

__B_|

1. S seconstruiasca imaginea paralelogramului ABCD latranslatia t,,, , daca punctul M coin-
cidecu:
a) virful B; b) virful C; c) virful D; d) intersectiadiagonalelor.

2. Si se construiasca imaginea cubului ABCDAB,C,D, latranslatia t,,,, daca punctul M coin-
cidecu:
a) virful B; b)virful B;; c¢)virful C;; d) mijlocul muchiei AB; €) centrul O al cubului.

3. Trei drepteparaeedistincteintersecteaza doua plane paraeledistinctein virfuriletriunghiurilor
ABC si respectiv AB,C, . Sa se arate ca aceste triunghiuri sint congruente.
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4.

Punctele A, B, C, D sint necoplanare, astfel ncit triunghiurile D
ABD si ABC sint isoscel e cu aceeasi baza AB. Sa se construias-
caimagineafigurii ABCD latrandlatia t .. A Cc

Sa sedecida daci exista puncte, drepte si plane invariante la
o trandatie diferiti de ceaidentica. B

6. Sa sedetermine trandatiainversa pentru t,g.

7. Sa sedemonstreze ca:

10.

12.

13.

a) tranglatia este 0 izometrie a spatiului;

b) translatia aplica orice dreaptd pe o dreapta paralela cu ea, orice semidreapta pe o semi-
dreapta coorientata, orice plan pe un plan parael cu €;

¢) compunerea a doua translatii este o trandlatie.

Exista oare o tranglatie care aplica unul dintre cele doua plane date pe celalalt, daca aceste
plane: @) seintersecteaza; b) sint paralele?
Sa searate ca daca laturile unui unghi sint coorientate cu laturile unui alt unghi, atunci aceste
unghiuri sint congruente.
Sisearateca S;0S,=t,, , unde A= SA.
Sa sedemonstreze: compunereaadoua simetrii fata de doua plane paraleleeste o trandatiein
directie perpendiculara pe aceste plane de la primul plan spre a doilea la distanta egala cu
dublul distantel dintre aceste plane.

S se demonstreze ca orice transl atie este compozitia a doua simetrii fata de plane. Cum se
construiesc astfel de plane?

Sa sedemonstreze: compozitiaadoua simetrii axiale cu axele pardeleeste o trandatie. Cum se
determina aceasta translatie?

BERH| Transformarea de asemanare. Omotetia

Definitie. Fie k un numar real pozitiv. Se numeste
transformare de asemanare de coeficient k (sau
asemainar ede coeficient k) aspatiului aplicatiaspatiului
Tn el insusi care pentru orice doua puncte A, B si imaginile
lor respective A', B” satisface conditia A'B" =kAB.

Observam ci orice izometrie este o asemanare de coeficient k=1.
Din egalitatea A'B’=kAB rezulti ci daci A# B, atunci A’ # B’, adici asemianarea

spatiului este o aplicatie bijectiva aspatiului.

Teorema. 1) Compunerea adoua asemanari de coeficienti k, si k, este o asema-
nare de coeficient kK,.

2) Transformarea inversa asemanarii de coeficient k este 0 asemanare de coefi-
1

clent X
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Demonstrarie

1) Admitem ca punctele arbitrare A, B se aplica, prin asemanarea de coeficient k;,
pe punctele A" si respectiv B, iar acestea, la rindul lor, prin asemanarea de coefici-
ent k,, seaplici pe A”, respectiv B”. Atunci AB" =k AB si A’B” =k,A'B". De aici
obtinem A”"B” =k, -k,AB, adici transformarea care aplica punctele A, B respectiv pe
A”,B” este 0 asemanare de coeficient kK, .

2) La asemanarea de coeficient k, pentru punctele arbitrare A si B ale spatiului si
pentru imaginile respective A’ si B’ areloc egalitatea A'B’ =kAB. De aici obtinem ci
AB :%A’B’, adici transformarea care aplica punctele A, B’ pe punctele A si respec-

1

tiv B este 0 asemanare de coeficient R [

Doua figuri se numesc asemenea daca exista o transformare de asemanare a spatiul ui
care aplica unadintre aceste figuri pe cealalta. Congruentafigurilor este un caz particular
a asemanarii (k=1).

Definitie. Fie O un punct al spatiului si k un numar
real nenul. Se numeste omotetie de centru O si
de coeficient k aplicatia spatiului in el Tnsusi care
satisface conditiile:

1. Punctul O se aplica pe e insusi.

2.Daci M #0 si M’ esteimaginealui M, atunci M
punctele O, M si M’ sint coliniare. Punctul O este
exterior segmentului MM’ pentru k >0 si interior
acestui segment pentru k <O.

3. Pentru orice punct M a spatiului si imaginea sa
M’ areloc egditatea OM’ =|k|OM (fig. 10.14). Fig.10.14

k<O A

Doua figuri se numesc figuri omotetice daca exista o omotetie a spatiului care aplica
una dintre aceste figuri pe cealalta.

Omotetia este un caz particular a asemanarii.

Problema rezolvata
% Fiecubul ABCDAB,C,D, (fig. 10.15). Sa se construiasci D

0 sectiune acubului cu un plan care este un hexagon regulat. D , =M C
Rezolvare: A= y
Planul determinat de punctele A, D si Btaietrel feteale ;’S/

cubului dupa diagonalele AD, DB si respectiv BA. Triun- / (=

ghiul ADB este echilateral. Consideram omotetia de cen- L) D,

AT = -1-~C
tru A si coeficient k:g. Laaceasta omotetie, imagineapla A== '

nului ADB esteplanul A,D,B,, caretaie cubul dupa hexa- g
gonul regulat MNPQRS. Punctele M, N, P, Q, R, Ssint res- Azl
pectiv mijloacele muchiilor DC, CB, BB,, AB,, AD,, D,D. Fig.10.15




Modulul 10

Probleme propuse |

. Sd sedeaexemple de aseminare din diverse domenii.
. Sd sedecida daca o sfera este asemenea cu un cub.

. Cite puncte invariante are 0 omotetie de coeficient k = 1? Dar drepte invariante?

. Lungimeamuchiel unui cub este detrei ori mai
mare decit lungimea muchiei altui cub. Pentru C
vopsirea fetelor cubului mai mic s-afolosit o c
cutie de vopsea. Cite cutii de vopsea sint
necesare pentru avopsi cubul mai mare?

I
1
1
6. Laomotetiade centru O, punctul A" esteima- o B :
ginea punctului A. S se gaseasca imaginile A AN |-~
punctelor B si C (cercetati cazurile @) si b) din A o A
figuraalaturata). a) b)
Trei drepte caretrec printr-un punct O intersecteazi planele paralele o si B Tnpunctele A, B,
Csi respectiv A, B;, C,. Sa se demonstreze ca triunghiurile ABC si A B,C; sint omotetice.
8. Sasedemonstrezeca, in urmatransformarii de asemanare, intersectiasi reuniuneaadoua figuri
se aplica respectiv peintersectiasi reuniuneaimaginilor lor.
9. Consideram o transformare de asemanare. Cefigura reprezinta imaginea:
a) cercului; b) discului; ¢) paralelogramul ui;
d) patratului; €) cubului; f) sferei?

1
2
3. Sint oare asemenea un cub si fotografia sa?
4
5

~

| Rotatian jurul unei drepte (rotatia axiala) s

Definitie. Se numeste rotatie de axa | si unghi de masura ¢
(saurotatiein jurul dreptei | cu un unghi ¢ ) aplicatia spatiului Tn

el Tnsusi lacare fiecare punct al dreptei | se aplica pe el Tnsusi, iar fiecare punct A ce
nu apartine dreptei | se aplica pe punctul A, astfel incit A si A" apartin unui plan
o perpendicular pe |, AA=AA si m(LAAA)=p, unde {A}=aNl.

Se noteazi: R’. | ”

Seconsidera ca directiarotatiel (in planul o) de d 70 |
lapunctul Alapunctul A" este aceessi pentrutoate - -
punctele A daca privim ntr-un sens a dreptei | c=C ’l\ A
(fig. 10.16). AR T |4

Dreapta | se numeste axa de rotarie, iar un- o ; A J:
ghiul @ —unghi de rotarie. I

Fig.10.16
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Transformari geometrice

Daca R’(F)=F, atunci dreapta| este o axa de rotatie a figurii F. Se poate arata ca
rotatia axiala este o izometrie.

Definitie. O figura se numeste figura de rotatie daca exista o dreapta, astfel Tncit
oricerotatie in jurul acestei drepte aplica figurape eainsisi. O astfel de dreapta se
numeste axa a figurii.

De exemplu, cercul, discul, sfera, cilindrul, conul sint figuri de rotatie.
Problema rezolvata

% Sa se determine cite axe de rotatie are cubul. %
Rezolvare: R IID,I M Z c
Fiecubul K = ABCDABC,D, (fig. 10.17). Al ! //B’
Daca M este centrul fetei ABCD si N —centrul : o 5

fetei ABC,D,, atunci R (K)=RY (K)= 055 T AN

=R (K)=RX (K) =K. Deci, MN este axd de /L:;\_,:-__.._\_\ C,

rota;ieacgbului.CubuI mai aredoua axederotatie A’ z Y NY---. 1

de acest tip. é

Dreapta AC, este axa de rotatie a cubului,
unghiurile derotatiefiind de 120°, 240° si 360°.
Adtfel de axe mai sint DB,, CA,, DD,.

Cubul mai are sase axe de rotatie cu unghiurile de 180° si 360°. Acestea sint dreptele
determinate de mijloacele muchiilor opuse ale cubului.

Asadar, cubul are 13 axe de rotatie.

Probleme propuse |

Fig. 10.17

1. Sisearateci daca oizometrieare cel putin doua puncte invariante distincte Asi B, dar nu are

puncte invariante ce nu apartin dreptei AB, atunci aceasta izometrie este o rotatie de axa AB.

2. Fie Asi B doua puncte distincte. Sa seindice o rotatie axiala care aplica punctul A pe punc-
tul B. *Cefigura formeaza axeletuturor rotatiilor de acest fel ?

3. Citeaxederotatie poate avea:
a) o sfera; b) o sfera fara un punct;
¢) o sfera fara doua puncte; d) o sfera fara trei puncte.

4. Si sedemonstreze ca rotatiain jurul unel axe este o izometrie.

5. Sisearateci simetriaaxiaa esteorotatiein jurul unei axe.

6. S searate ca orice dreapta a perpendiculard pe axa de rotatie se aplicd la aceasta rotatie pe
dreapta a’ situatid cu dreapta a Tn acelasi plan si ¢i unghiul format de asi a’ este egal cu
unghiul de rotatie.

7. Fiedreaptal si punctele distincte A si B, astfel ncit dreptele | si AB sint necoplanare. Sa se
determine pe dreaptal un punct M, astfel incit AM + MB sa fie minima.
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Modulul 10

Probleme recapitulative |

1. Fiedoua drepte d,, d, si doua puncte A, C. Sa se determine punctele B, D (Be d,, De d,),
astfel Tncit patrulaterul ABCD si fie paralelogram. Discutii.

2. Sedaudreaptad, cercul € si punctele A, C. Sa sedetermine puncteleBsi D (Be d, De €),
astfel Tncit patrulaterul ABCD si fie paralelogram. Discutii.

3. Sd searate ca daca medianaBM atriunghiului ABC estesi Thaltime, atunci AABC esteisoscel.

4. Cercurile € si €, auun punct comun M. Sa se construiasca o dreapta d ce trece prin punctul
M, astfel incit coardele formate de aceste cercuri pe dreapta d sa fie congruente.

__B_|

5. PelaturaAB atriunghiului ascutitunghic ABC este dat un punct fix P, iar pelaturile AC si BC—
punctele mobile X si respectiv Y. Sa se determine punctele X, si Y,, astfel incit perimetrul

triunghiului PX.Y, sifieminim.
= —_— _h

A

6. Pe o masi de biliard sint doua bile: una alba A si
ataneagra N. Sa se determine punctele de impact
cu bordurile, astfel Tncit dupa impact bila aba sa NO
loveasca bilaneagra.

7. Saseaflevirful Cal triunghiului ABC, daca sedau
virfurile lui A, B si dreapta suport d a bisectoarei
unghiului C.

8. Fiedoua drepte concurente d, si d, si unvector @, care nu este coliniar cu aceste drepte. Sa
se determine un punct M,ed, si unpunct M, € d,, astfel incit MM, =a.

9. Fiedrepteleconcurente d,, d, si doua puncte distincte A, B ce nu apartin acestor drepte. Sa se
construiasca paralelogramul ABB A, astfel incit A € d,, B e d,.



Transformari geometrice

__B_|

Probi deevaluare |

Indicati planele de simetrie ale figurii formate din reuniuneaadoua plane secante.
Indicati axele de simetrieaefigurii formate din reuniuneaadoua drepte paralele.
Stabiliti cite centre, axesi plane de simetrie are un cub.

Stabiliti cite centre, axe si plane de simetrie are un tetraedru regulat.

Determinati literele majuscule detipar ale alfabetului latin care admit centru de simetriesi
literele care admit axe de simetrie.

Aratati ca reuniuneaadoua drepte necoplanare este o figura care aretrei axe desimetrie.
Aratati ca orice izometrie a spatiului aplica doua plane secante pe doua plane secante.

Aratati ca planul determinat de sectiuneadiagonala a cubului este un plan de simetriea
acestuia.

Determinati care dintre urmatoarelefiguri sint asemenea:
a) doua cuburi;

b) doua tetraedre regulate;

c) doui sfere;

d) doi cilindri;

€) doua paral€elipipede.

Tn planul Tnzestrat cu sistemul cartezian rectangular de coordonate xOy sint reprezentate
punctele A(2, 1), B(—1, 4), C(—3, —1), D(0, —4). Determinati coordonatele simetricelor
acestor puncte fata de:

a) origineaO;

b) punctul A;

c) axele de coordonate;

d) dreapta AB.

Timp efectiv de| ucru;
45 de minyte

® ® ® 8 ©

Timp efectiy delucry:
45 de minute

@

® e




Modulul 10

Transformari geometriceale spatiului |

| | zometrii |

/

Altetransformari

geometrice
Z
Simetria| | Translatia| | Smetria| | Rotatiainjurul || Simetriafai| | Omotetia| | Asemanarea|
centrala axida unei drepte de un plan

Simetriacentrala: S,
N, M
O
M N
1 S,(0)=0;

2 VM £0, S,(M)=M’, astfel incit
O este mijlocul segmentului MM,

Simetriaaxiala: S,
B A
4 'V'/ d
B/ A’/
1 VMed, S,(M)=M;
2 VAegd, S, (A=A, adtfel incit

AA'Ld, si daca AA'Nd={M}, atunci M
estemijlocul lui [MM "].

Simetriafata deunplan: S,

A’
D 1
' ¥
B=B’

SRR
o ' !
D;t =
Al

1 VBea, S,(B)=B;

2 VAg «, S, (A=A, astfel incit
AA'Ld si punctul M =AA'Nd este
mijlocul segmentului AA.

Trandatiadeter minata de perecheaordonati
(A, A) depunctedistincte: t,,,

A A

T 1
/7 /1

I q

M & M

N N

N\ N,

C

VM g (AA), t,,(M)=M’,astfel incit
AA'M'M este paralelogram.
t,.(C)=C’

Aseminareadecoeficient k, k>0
Pentru orice puncte A, B ale spatiului si imaginile
lor A, B” areloc egalitatea A'B'=k- AB.

C
B ¥
B
A
A'B’=2AB,
A'C'=2AC, c’
B'C’=2BC.

Rotatiain jurul dreptei | cu ununghi ¢: R’

R'(A=A, R’(B)=B

Omotetiacu centrul Osi coeficientul k

k>0

k<0



Raspunsuri si indicatii

i i
1 35,9 11,
o )5'5’]"_ =, b) crescator.

Modulul 1. 81. A. 2. Deexemplu, (X,),.;s X, = g’

1559 9 oyt -
§1. B. 6. 3691215 8. De exemplu, @) (X,)ss X, =D B) (X)) ey X, =N+2.

9. a) Crescator, marginit; b) crescator, marginit; c) descrescator, marginit; d) nici descrescator, nici

2
crescator, marginit; €) descrescator, marginit. 10. a) 1 G—é) (%) , G—é) Gé) b) crescator,

marginit inferior. 12. @) x, = ‘;’(1—31” ) ne N; b) strict crescator; c) 1SXn<%, ne N*.

13. @) x,=3-5""; b) strict crescitor. 14. @) x,=1-2n, neN’; b) strict crescitor, marginit

superior. 15.a) x, =5n—-15, ne N, crescitor, marginitinferior; b) x, =4-2"*, ne N, crescitor,
marginitinferior. 16.8) x =a+f(n-1), neN"; b) x, =a-a"*, ne N"; c) princalcul direct sau
prininductieseobtine x, =a-a"* + B(l+a+o’ +...+a" ), neN". 17. X, =5n-2, ne N".

§2. A. 1.a) x =3(-1"% b) xn=(—%)n; ) xn=(1)n; d) x =(2n-12 2.8)7,9, 11, 13;

b) -3, 2, 7, 12; c)13 1,6: 1,9 2,2; d) 3 14 1 33 a=23 b) a=5.

5’35’ 35°
. 1433303 . .
4. @) -10, -5, _5’ _Z’ b) 5 Ty oy 5.23 dm. 6. 1900 de locuri. 7. 4154,28 lei.
8.1700m. 9.5760 . 10. 512 bacterii.
52. B. 11484, 12.) 8, =", SM— b)an Nl s, =22 14,9 b 9.2,
(1Y 768 B . s (3)° .y
b) bn_1o(§) .15.8) b = 15 9= b)bl_ ;g=—-=.16. 5 =40 (2 . 17. Indicarie.

Numerelex, y, zrezultd dinsistemul xz= y2, X+z=2(y+a), x(z+b):(y+a)2.

19. a) b =03 b) bl=—i1. 20. S={55. 21. Mai mica decit 2. 22. De exemplu,

9 27 81, 243

47++/1993
18. T .

180=12+ 24+ 48+ 96; 180—— tS S S
§3. B. 6.4) 0; b) 0; c) 0; d) —; e) 0;f)0;g) 0; h) 1;1) §; e’ k=11 1; m) €%, n) 0.
Exercigii si probleme recapitulative. A. 1. a) =, 1 = 7 g 13 b) % % @ %

615,20 2 H _n. . 1
c) -6, 3" 4’ 5 2.a)xn_n+1,b)x_2n C) X, = 3(1),d)x_3
3. Deexemplu,a)22, 24,26,28,30;b) 1, -1, 1, -1, ...; ©) X, =nL+1’ n>1. 4. Nueste monoton.
5. @ a,=-4n+2 b) a,=2n-1 c) a,=5n-15; d) a,=7n-4. 6. a) —24550; b) 4850.
7. d) x=ﬂ' b) a=b, xeR. 8.a) b =2-6"" b) b =-10- 1 - c) b =32""

2a(2-a)’ ' n ' n 2 n
n-1

9.a x,=2-3"%, =3 b) x,=2n+2, r=2; ¢) xn=—4(%) ,q=%; d) x,=5n-6, r =5.

10. a) n=10, S,=140; b) a =4, n=8 sau a=-2, n=11. 11. a) =2, S, =2555
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Raspunsuri si indicatii

b) b =3, S,=765. 12.50re. 13.313,6m. 14. —1++/6. 15. De exemplu, @) X, =1+ (-1)%*;
22k 1+( 2)2k -1 6k+(_1)3k

921 6k ’
B. 16.24 ul. 19.2431. 20.1224. 21. S =n[x’+(3—n)ax+a’]. 22.a) +oo; b) +oo; C) —oo;

d) —%; €) %; f) %; g) e’ hei)o.

b) X, , = ; ©) X, =2K-sinkr; d) x,, =cos2kr; €) X, =

Proba de evaluare. A. 1. a) % 1 % 21—73 b) O, % 0, % 0. 2. Strict descrescator.
3.a=2r=3saua=14,r=-3 4. b =1 q=-3. 5. Laetgul 6.

15 1113 —4(—3)™ i 5 1,.1
B. 1. 5 5 3, 15 2. b, =4(-3)"". 3. Strict descrescator. 5. a = 3 7

6_ bl:§‘ q:% Sau b1:_$! q:—%. 7.9Ine|8.

Modulul 2. §1 B. 1. Indicasie. Aritati ci (2—r 2+1NE=2Q, Vr>0. 2. a) -2, 2

. 11 2.1 _ _ 1
b)2,4,c)—,7,—l1. 3.a)x_4+ ;b)) X = 1+2+1 X' = n+1561)2 b) ; C) 5
7. Indicayie. Studiati I|mf(x;) i I|mf(xn’) pentru sirurile (X)),.,, X, = X, si (xn’)m, X' — X,
care se determina din conditia ca functia sinus sau functia cosinus s ia, de exemplu, una dintre
valorile 0, 1 sau —1 si aplicati observatia 3 de la definitia Heine. 8. @) 1,(2)=5, 1,(2)=6;
b) 1.-)=1,(-D)=L I,D)=—, |;D=+. 9. &) 1(0)=1 AIQ); b) 1(0)=-2, 1(2)=-4.
10.8) I (kr)=-1, Id(kn):lzﬂlLrgw” f(x); b) I, (K)=k-1, Id(k):kzﬂljmf(x).

11. a) xeR\Z b) xo;t%mz, keZ ) x#kr, keZ 12, a) a=1limf()=4
a=-2, Ixirrl1f(x)=]; b) a=2, Lirr21f(x)=0; a=-3 IxirT21f(x)=5. 13. a=1.
§2. B. 1.@)—1; b) 4oo; C) +oo; d) —o0; €) 4oo; f) 0. 2. Q) 4 b) —oo0; C) 4o0; d) —oo; €) 55;
f) —%; 0) 0; h) +eo; 1) =3. 3.a) b) —oo; C) +oo; d) e(e-1)7; €) e f) 400, 4.@) —oo; b) —oo;
C) —oo; d) +o; €) 2; f) —%. 5. a) 1;b)2; ¢) (-D"; d) 3- (=D 7. Indicayie. A sevedeaindi-
catia la exercitiul 7 din 81. @) A; b) F; ¢c) A. 8. a) f(x0)=0, f(1+0)=f(—1-0)="-e,
f(l-0)=f(-1+0)=—o0; b) f(A+0)=f(-1-0)=0, f(1-0)=f(-1+0)=+c; ) f(-1-0)=1,
f(-1+0)=0. 9. m=-1, m=2. 10. me[-13]. 11. @) 1; b) —oo; €) 0; d) —oo; €) +oo;
f) —eo; @) —oo; h) —o.
§3 B 143 b)-30 3 d) L o223 ga h) )Xk Loy L
S ' A 2’ 4 16’ ' 4 79
3. . 2, 4. . 3. 2. . - 3. 8. _5.
m) g n) 3; o) -3 p) 3 q) 71’ N e’ s) e t) e’ u e’ 2 a) > b) 3 C) 1
) 2 N N N 2. 1. 1, ) 5. 1 5.
d)2 €3 f) 5 9) > h)3; i) > ) 2K) > ) M5 n) 3 0)-1; p) Y ) 3 r o
S) —%; t) %; u) % 3.a) +oo; b) +o0; C) —oo; d) +eo. 4.8) m=-1, n=4; b) n=2+7x, m=-2,

m)

12 0 (3Y. m 1. m ey e 3 dlam a5
§4.B.1.1) 551 2) (E) 3) 5149351 6)0,7) 2-log,3 8) ; 9) 5 10) —=; 11) 7

12) %; 13)3; 14) - %; 15) %; 16)-1;17)-3; 18)0; 19) e?; 20) &; 21) \/6; 22) €°; 23) %; 24)1;
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Raspunsuri si indicatii

n(n 1.

25) 2" 26) ; 27) C2.; 28) In2 29) — 30) -L 31) %e; 32) €°-Je; 33) ¥e:

34) 4/e*; 35) \/E 2. a=1 b=-1. 3. +o, daci a+2b>0, —co, dacd a+2b<0; —%, daca
a+2b=0. 4. a=2, b=5, f(-1£0)=4c. 5. a:—3 b:—

Exercifii gi problemerecapnulauve B. 1 a) = b) -= c) d) =3; €) -14; f) —co; Q) %

h)—1; i) 12, D) - ; k) —Z; ) —g; m) §; n) _71' 2.a) E; b) 1;c) §; )§; €) Iogng; f) %;

92 h g; )3 4K D e’ m et g 3.8) —; b) 0; ) %; d) +oo; € +o; 1) 0.
4.3) ae {-% }; b) ac{+L+4; c) a=5 d) a=0. 5.8 a=1 b=-2; b) a=-2, b=3;

c) a=2,b=4. 6.a) x=-1 x=3 b) 600 m; c) 400 m; d) 5,7°; €) 200 m. 7. a) 5200 m;
b) 621 km 480 m; c) 10m.

Proba deevaluare. B. 1.C. 2.C. 3.8) I, =4, 1,=9; b) | =%; 0 I2=1—16; d) S=(4,51U[8,9).
4@xm%

Modulul 3. §1. B. 2. a), b), c) Continua cafunctie elementari. 3. a), b) Continua pe [a, b];
c) continua pe intervalele [a, x,) si (%, b]. 4. @ Continua pe intervalele [-3,-2), [-2, 1),
(-1 2], (2,4] si (4,5];b) f(-1)-f0)=2-1=2, f(2)- f(4)=1-3=3 f(O)- f(45)=12=2.
X=X XX |

2 2 in
36 >0 (6 <¢), astfel incit |sinx—sinx, |<e, VxeR, |x=x,|<8; b), c) si d) similar cu a).

5. ) Indicasie. Vx,€ R=|sinx—sinx,|=|2sin <2

<|x X |= Ve=0

6. Indicasie. Conditia |f(x)—6|<i0 poate fi scrisa |x2+x—6|=|x—2||x+3|<i. Cum
[x+3]|<7 (deoarece 0<x<4), conditia anterioara este respectata daci |Xx— 2|< , adica

pentru 6 = %. Functia este continua, Tnsi aceasta nu rezulta din conditiile obtinute. Verlflcagl

daci Ve >0 (sl nu numai pentru 8‘1%)) 35>0, astfel incit [x—2|<6=| () f(2)|<e.
7. a), b) Continua; c) discontinua in x, = 0; d) discontinuain x, =0. 8. a=0, a=—+/2, a=+/2.
9.9) x,=L f1+0)-f(1-0=—e b) x,=-1 x =0; f(-1+0)—f(-1-0)=2, f(+0)— f(-0)=1.
10. @) Continua in punctele x, =-1, X, =1 b) continua pe R\{0}, x,=0 — punct de discon-
tinuitate de speta a doua. 11. a) Continua; b) discontinua in punctele x =-1, x, =1.
12.a) a+be=2, a,beR; b) a=-1.

§2. B. 1.8 Discontinua in x, =1; b) discontinua in x, =1; c) discontinua in x, :%; d) discontinua

npunctele x, =k, ke Z. 2. 3g,>0, V§>0, Ix;, astfel inCit |x; — %, |<d si | F(X;)—T(%)]|=¢,.
1

Xsin=
3. Indicasie. I|mf(x)—I|rr3) Snx X —0=f(0). Deci, f este continui pe [O, %] 4.8) a=2
X

b=-1 b)nuexistd. 5.@)2) fog continua, go f discontinuain x,=0; b) 2) f o g discontinua
in punctele 0,-1,1, go f continua; c) 2) f og discontinua in punctele x, =kz, ke Z; go f
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Raspunsuri si indicatii

discontinua in x,=0; d) 2) fog discontinua in x,=-1, gof discontinua Tn x,=1.
_ 2 R U2 . . . _Jx, daca x<1
6. @ (fog)(X)=(X+D° si (go f)(X)=x"+1 continue; b) (f g)(x)—{x_z, daci x> 1
X, dacd x<0
Xx—2, daca x>0
nua in punctele x, =Inn, neN"; go f discontinua in punctele x =k, ke Z; d) fog
T
2
x, =k, ke Z; e) fog discontinua in punctele x, =0 si xk=%, ke Z\{Q}; go f discontinua

discontinua in x,=1, (geo f)(x):{ discontinua in x,=0; c) fog disconti-

discontinua tn punctele x, =mn, me Z, si x, ==+ 2kr, ke Z; go f discontinua in punctele

npunctele x, =k, ke Z\{L}; f) f g discontinua in punctele xe R\[0, 1]; go f discontinuain
punctele x, =k, ke Z. 7.a) a=1 b) a=1 c) a=0; d) a:g; e) YaeR. 8. De exemplu,

) _J1, daca xe @ _
f,g:R>R, f(x)_{_L daci xe R\@, 99=—T(.
-1, daca x<O
9.Deexemplu, f:R—> R, f(x)=<0, daca x=0 ¢g:R—>R, g(x)=x
1, daca x>0,

§ 3. B. 1 Indicasie. limf,(x)="f,(x,), Vx,el. 2. Indicasie. Fie (a, b) interval finit.
X—Xg

_ _ f(x), dacd a<x<b

f:]a, b >R, f(X)=4c, dacd x=a este o functie continua pe[a, b], deci si marginita:
B, daci x=b,

m<(f(X) <M, Vxe[a b= m< f(X) <M, Vxe (a b). Daci (a, b)=(a, +o0) (a#—oo), aunci

Ve>0 JA>a, astfel incit B-e< f(X)<B+e, VX=A. Peintervalul (a, A) functia f este

marginita: m< f(x)<M,Vxe (a, A)=min(f—-g, m< f(X)<max(B+e, M), VXe (@, +).

1

Similar pentruintervalele (—eo, b) si (—oo, +o0). 4. f: (a,b) >R, f(X)=m-

1. dacs xe (o, %]
7.Deexemplu: ) f: (0,1) —[0, 1], f(X)=1—4x+3, daci xe %ﬂ b) f: (0,)—(0,1), f(X)=x:
0, daca xe (%1)
2x, daci xe | 0, 1]

2
—2X+ 2, daca xe (% 1).

c) f:(0,)—> (0,1, f(x)= 8.d) Indicasie. Fie x =-1, B =0. Atunci

f(-)=-1si f(0)=1,si functia f nuiape(-1,0) vaori dinintervaul (O, 1); b) avem f (0,5) =-0,5
si f(Q =0, iarfunctia f nuiape (0,5 1) valori dinintervalul (-0,5; 0); ¢) functia f ianumai valori

ntregi. 9.a) xe (e, 3); b) xe (—o, —4); C) xe (‘3+T‘/E’ 1)U (10", +e0). 10.8) f >0 pe
(==, O)U(a, b)U(c, +) si f<0 pe (0,a)U(b,c); b) f>0 pe (4 +~) si f<0 pe
(=oo, =) U (-4,1). 11. Teoremadespre anulareafunctiei nu poate fi aplicata.
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Exercirii i probleme recapitulative. B. 1. ¢=-1. 2. ad) x=1 — punct de discontinuitate de
speta l; b) x=1 — punct de discontinuitate de speta Il; ¢) x=-1 — punct de discontinuitate de
speta l; d) f(X) este continua pe R. 3. a:%, b=1. 5.a) x=0 este punct de discontinuitate

0, daca x= 1( £)(x) = 4, daca x<0
1 daci x=1, \9° 1 daci x=0;

c) fog estediscontinua in x=1, go f este discontinua in x=0. 6. &), b), d) Marginite;
¢) nemarginita. 9.a) S=(—es, ~3)U (3, ++); b) S=(L 4); ¢) sz(o, e—lz)U(l, too).

pentru functia f, g este continua; b) (f o g)(x)= {

Proba deevaluare. B. 1. a) Poate avealoc (Indicarie. Aplicati teoremalui Weierstrass.); b) nu
poate avealoc; c), d), €), f) pot avealoc (Indicarie. Construiti exemple.) 2. a) Continua; b) x, =1
este punct de discontinuitate de spetaintii. 3. @) Marginita; b) nemarginita. 4. a€{05; 1.

Modulul 4. §1. A. 1.a) Ax=15, Af =375, ¢) Ax=-05-+/3, Af =2,75, d) Ax=-4,7,
Af =17,39. 2.¢) f/(x)=6x% d) f’(x)=—xi. 3.8 f'(-1)=f'(0)=f’(0,5)= f’(10)=05.

2
4. a) y=-x+4, unghi obtuz; y=\/§x+(3—\/§), unghi ascutit; b) y=x+2, unghi ascutit;

y=— 3x+(3+\/_) unghi obtuz; ¢) y=0, unghi nul; y—£x+9 3‘/_

§1. B. 5.b) f nuestederivabilainpunctele x,=-2 si x, =2. 7.8) f nuestederivabilain x, =0;
b) f estederivabilain x,=0. 8.8) me Z, m>1% b) neN,n>2. 9. n=0, m=%. Indicarie.
Pentru a determina parametrii m si n, puneti conditiile de continuitate si de derivabilitate ale
functiei in punctul x, =e.

§2. A. 1.9 f estederivabilain x, si x; b) f estederivabilain x; si nu este derivabila in x;
) f estederivabilain x si nuestederivabilain x; si x,. 3.8 y=3x—2 b) y=-1 c) y=4x+6.
4.3) 0°; b) 60°.

§2. B. 6.a@ f nuestederivabila in x,=-3 si x, =3, b) f nu este derivabila in x, =10.

unghi ascutit.

7. @ 1) y=x+075 2) y=6x-3 3) y=-8x-24, b) 1) y_\/_ (4-m)N2 ﬂ)\/_
3~/_ 3 fa 6 8
2) y:§X+ 3o, 7 3) )/—*X+7r . 8.a) 1) Functiilef, g, h sint continue pe R; 2) f este

derivabila pemulglmeaIR\{O}, g&stederlvabllé pemultimea R\{C}; hestederivabila pemultimea
R\{-3, 3. 9.8 1) y=3%x, a=arctg3, 2) y=x+1 oc=%; b) 1) y:—%x—], a:—arctg%;
2) y=-2x+6, a=-arctg2. 10. b=4,c=1.

§3. A. 1.8 f(x)=8X, D, =R; b) f/(=-7x*, D, =R’; ¢) f'(x)=—=

X o
d) f(0=3In3 D, =R e f’(x)=(%)ln%,Df,=lR; H F)=— 1 D, =R’;

9 f'()=- I13 D, =R"; h) f'(x)= 5\/1)(_ D, =R". 2.4 7|n7 . b) InlO ¢) 120; d) ﬁ;

e) 32In2;, f) 0. 3.3 y=—x+—; b) y=xIn2+1; ¢) y=x|ogB\/E+Iogg—; d) y=5x+4.
1

=0

-R":
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1 . D R _ _R*
b) fd(x)_Z\/;,x>O, f2(x) = \/_ x<0, D, =R"; ¢) (0= 2| oz Dr =R’
dy f/(x)=2"In2, x>0; f/(x)=2*In2, x<0; D,,=R. 6. a) fd’(”) 5(7;)
b) f/(0)=2 f(0)=-2 c) f(0)=3, f/(0)=-2. 7.8) y=-42x—63 b) y_ 3‘/56 z.

3x In9-1.
) Y= %727 In3

§ 4. A. 1. a) f'(X=30x b) f'(X)=ne*; c) f'(X)=

; d) y=25xIn25+25(1-1n25). 8. m=1 n=0.

; d) f/(x)=3x"-10x;

I_9
Froy . _ _2\/;+1 Dp*.
e) f (X)—14X—3, f) f(X)—m a) Df —R+, f(X)—W, Dfr—IR+,
b) D, =R’, f/(x)= %Jrsx D, =R"; ¢) f(x=e‘l+x), D, =D, =R: d) D, =R,
Inx  +/x log,x  3/x 2x-1
9=+, D, =R 9 D, =R0, 0= A g O R+,f)f()_ﬁ,
D, =D, =R\{3; 9 D, =R, 1'0=- 2)2, D, =R; h) (9 =""%"%, D, =D, =R; \{3;
=204 b _p -R\3: f :L,Dz—w;o 0,5; +0),
) (x)= (x-3)? ¢ =Dy 3 ) f'(x i —x ( JU[0,5; +eo)

D, = (= QU(08; +=); k) D, =R, ()=, D, =R" 3a)‘/_— b) I09505+%

4.8 v(it)=—t*+6t+7; b) 15m/s, c) 7s. 5 @ t,=1s t,=2s b) v(t)=12t+4, a(t)=12
V,(t)=3t*+6t+6, a,(t)=6t+6;, c) v,()=16m/s, v(2)=26 m/s, a(l)=a(2)=12m/s’;
V,(1) =15m/s, v,(2)=30 m/s, a,() =12 m/s?, a,(2)=18m/s*; d) v,(t) =V, (t) Tnmomentele

3- \/_ 3+\/_

t,= ssit,=

s, a(t)=a,(t) nmomentul t=1s.

1

§4.B. 6.a) f x:25x24———sinx;b f’(X) = cosx +
) /(%) oix ) £(X)

1 .

xIn03_5 /xt
=B VB 10 o L 3. _ _4.
C) f(x)_X+2\/§+x3, d) f(x)—3.@+7e +X10 e f'(x)= J5sinx—7cosx 1

f) f'(x)=5[9”X+</§cosx]; g) f'(x)=8x@3Inx+1); h) f'(x)=3x"°(log,x—0,2log,e);
/%

10x—-15 6v2logitgx . NN 3 . 2 K & nay-
i) f(x)= 2 i) f'(x)= Snoxng k) f'(x)=3-6"-In6-sin“4x+4-6™-sin8x;
- 2. .. 2— — . 2—
) 0= 6x°-Inx s|n(3;<(|n31>2 2-cos(3x 1). 7. a) y=+3x+ 1_7r\/3 . b) y=0

c) y=+/3-x+1-+/3. 8. acR,b=2c=1. 9. De exemplu, a) f(x)=2x—sinx+2008;
b) f(x)=-€"-100. 10. &) S={(-)"Z+"nez}; b) S={(-D"'Z+ nklk 2.

keZ

11. @) S=(-oo, 2— \/_)U(2+\/§ +o); b) S= U(—— M 7—”+M) Indicasie. Rezolvati

inecuatia sm(6x—7r)<%. 12. @) f”(x)=12x-10; b) f”(x)=-18sin3x; c) f”(x)=20e?;
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r” ’” l ’” X ’” 4
d F")=———F——18 "= " (N=-—F——x,09 "=
(3-x )\/3 X X ¥ (x+1)°
27 (1—9)
i) f"(x)=(\/§)”-[(ln\/; ) 21)(+21 } Indicasie. Aplicati de doua ori formula
’ 2X 5 e .
(Inx)' = f( ) -f/(x). 13. (x2+1)2 - X2+1+3arctgx. 15.70m N. 16.168. 17. n- 2", Indicaie.

Derivati identitatea (1+ X)" =C?° + Cix+ C2x* + ...+ C'x" si substituiti x=1.

§5. B. 1. a) f(x)=-096, f(x)=-102 b) f(x)=7512, f(x,)=~486. 2. a) =~116;
b) =0,972; c) =6,0009; d) =0,999; €) =0,05. 3.a) df (x)=(3x*+2)dx; b) df (x)=(1(_j—);)2;
c) df (x) =cos(x+1)dx; €) df (x)=-2sin2xdx. 4. &) df (x)=(log, x+10g, €)dx=10g,(ex)dx;

b) df (x) = 2xe™ (1+ 2X)dx ¢) df(x)=[ctg(x+5)—m—ﬂd>c d) df (x):%dx

J§+1 1 7
5.a) — d b) X="=dx; c dX 6.a) df (X) =[ —=+20x° +— |[dx;
) ) ) ) df (x) = o N

2X ) _|2sinx  2x-1 1.
_1)dx, ) df(X)_[cos3x 5&{/(x2_x)4 de. 7.a) 28dx, b) nu

exista; c) %dx; d) 28e*dx. 8.d) =~0,695. Indicasie. Calculati cos(45°+1°). b) =1,05. Indicarie.
Calculati 1g(10+12). c) = 2,511, d) =0,497; €) =0,92.

b) df(x):(—2~e

§6. A. 1.8 x,; b) %,, X,; €) %,; d) %,; €),f) Innici unul din puncteleindicate. 2. a) 1) S:{%};

sint verificate conditiile teoremei [ui Fermat; b) 1) S= {%} sint verificate conditiile teoremei [ui
Fermat. 3.a) Da; b) nu.
§6. B. 6.8) c=1 b)functia f nuestederivabilain x, =2; ¢) c=0; d) c=%. 7.8 a=7,b=-3,

d=-1 b) c=—%. 8. Indicarie. Aplicati corolarul teoremei lui Rolle. 9. Indicarie. Studiati
functia f: R >R, f(X)=x-2"-2-x°+2. 11.8) c=-0,5 b) c:é; c) teoremalui Lagrange

5
nu poate fi aplicata functiei f, deoarece ea nu este derivabila pe (0, 3); d) c=|ne5;1.

13. f'(x)=7. Indicarie. Aplicati corolarul 3 teoremel lui Lagrange. 14. @) 3; b) «; ¢) —%; d) 1,
e) 0;f)0;0) 1, h) 0. 15.4) 0; b) 0; ¢) 0.

Exercifii si problemerecapitulative. A. 1.B. 2.D. 3.@) A;b) y=2x-1 ¢) S=R’"; €) O(0, 0).
4.a)S={ }b)S {e}; ©) S={0}. 5. S=[0, +). 6a)4sb)6s

B. 7. @) (cosx)sin(sinx)dx; b) (—sinx)cos(cosx)dx; c) dx 8.a) S= { +km |ke Z};
b) S:{—z+k7r|kez}; c) S={CG. 9. 4a 1) fs(0)=fd(0)=0; 2) f.3=0, f,3=3
3) f/(0)=2, f/(0)=0. 11.Indicasie. Aplicati corolarele teoremei lui Rolle. 12. Functia f este

continua pe [1, +e-), dar nu este derivabila in punctul x, =2. 14. c= 1. 15. a) Functia f verifica
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conditiileteoremei lui Rollesi c=2; b) Functia f verifica conditiileteoremei lui Rollesi c==L,;

2
12+4/3
3

Proba de evaluare. A. 1. a) <; b) S:[%, +oo); c) S={-30}. 228 R; b)F;c) y=x+1.

c) Functia f verifica conditiileteoremei lui Rollesi c=

2
. 16. 3

3.8) f(X)=x-5(2+xIn125); b) f'(X :i. 4.15s.
) (%) ( 5); b) () P IXB(x15)
i _ T . _ . 2Iog0,26x .
B. 1. a) A: b) S—{(k+1)€|kez}, ¢) y=6x-(6r+D. 2.a) Ri; b) “ e rdx

c 2(1-1n0,2-10g,, 6X)

ATl .
Cion 39 S:{(—l)k1§—10+kn:|kel},

b) S= U(—%—10+ ok, %”—10+2kn} S= U(—%—lm 2, ~Z-10+ 2k7r)

keZ keZ
1
4.e2 548 a=In2, b=0,d=1 b)c=0. 6.1s.

Modulul 5. §1. A. 1. @) (oo, -1 /, [-L O\, [L +e0) /; f(-1)=2 —maxim, f(})=-2 —
minim; b) (—oo, O] \, [0, +°) /; f(0)=3 —minim; c) (—eo, ]\, [1, +0) /; f (1) =-3 —minim;

d) (—eo, =2] / [-2, 2]\, [2, +°) /; f(-2) =16 —maxim; f(2)=-16 —minim; €) (—oo, —%] /,

[—%,—%]\, [—% +oo)/; f[—%):O — maxim,; f(—%)=—2—27 — minim; f) (—oo, %]/

[% +oo)\.; f(%):% —maxim. 2.a) f(-2)=f(2 =—4 — minime, f(0)=12 — maxim;

b) f()=4 —minim; c) f(-5)=0 —maxim, f(1)=-324 —minim; d) f(—\/E):4\/§ —maxim,
f(v2)=—4y/2 —minim; &) f(1)=0 —minim, f(-1)=4 —maxim; f) f este strict crescitoare.

3.8 m=-7, M =9 b) m=—%, M =120.
. 1 S [P oY -
§1 B.5.9) (—oo,1]/‘,(1,3)\.,[3,+oo)/‘,b)[0,\/é}\.,[\/E,+ ]/‘,c)( L3NG [3 o) N

d) [0, +eo) \; € (=0, 3]\, [-3, —v/3] /, [-V3,4/3] /, [/3,3] /, [3, +e0) \; f) (—o0, —1] /,
[1, +o) /. 6.8) ac[l, +); b) ac[-1, +); c) a=1. 7.a) f(5)=_2747 —maxim; b) f(2kr)=1,

f(2k7r+%):l f(2k7r+7517r):—g, ke Z, —maximesi f(2kr +7)=—1, f(an+£):‘/§

4 27

. T . T 2__32_

ke Z, — minime, c¢) f(_])_f_l — maxim, f(@)=1 5 minim; d) f(3)_ 3

e f(—/2)=f(/2)=4e? —maxime; f(0)=0 —minim; f) f@L)=0 —minim; f(e*)=4e? —
3V6

maxim; g) f(—%):% —maxim; f(1)=0—minim; h) f(0)=0 —maxim; f(i):—i—minim;

i) f(-)=e* —minim; f(2)=4/e —maxim. 8.8 m=min[f(-1), f(0), f(2)]=f(2)=-13,
M =max[ f (-1, f(0), f(2)]= f(0)=3; b) m=min[f (0), f(’é) f(SgJ f(m)]=f(0)=f(n)=1
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M = max{ f (0), f(%), f(%”} f(n)] = f(%): f(%):%; Q) M=2-2In2, M = 4o,

§2. B. Lay=x;b)nuareasimptote; c) x=0,y=3. 2.8) y=0, x=0; b) x=%2;c) y=0 la +o,
X=0;d)y=X la +e §i —co. 3.8) Concava pe (—e, —3) si convexa pe (-3, +); b) convexa pe
(==, -)U (0,2 si concava pe (-1, 0)U (L +); c) concava pe intervalele (2kx, (2k+1)x),
ke Z, si convexa peintervaee ((2k+Drx, (2k + 2)x), ke Z; d) concavi pe (—oo, Q) si convexa

_3
pe (0, +0); €) convexa pe (-, 0) si concava pe (0, +oo); f) concava pe (O, e 2} si convexi pe

32 . ) 2kn-Z 2k SF ) . .
€2, +oo |, convexa pe intervalele |e  4,e 4 | ke Z, si concava pe intervalele
N

+ +5l . . . . C A A ~ ” B ~
(eZk “,eZk'r 4 ) ke Z. 4. Indicasie. Determinati mai intii punctelein care f” =0 si punctelein

7oA

care f” nuexista sau este infinita, apoi discutati semnul lui f” Tn vecinatatea punctelor gasite.
5.8)y=0,x=0;b)nuareasmptote; c) x=0, y=1; d) x=-1, x=0, x=1, y=X; €) y=—1 la -

siy=1 la+oeo; f) y=0. 7. Deexemplu, f: R\{k} - R, f(x):—x 1[x]’ ke Z.
2
§3. B. 3.0) ./, :%.
2
§4. A. 1.8) v(0)=<(0)=12 m/s. b) Peste 2 secunde. Distantaestede 16 m. 2. R=r, Pmax=P(r)=%.

4.42251€.
§4. B. 5. v(t)=3at’+b; a(t)=V(t)=6at. 6. Indicasie. v(t)=3t>-12t; a(t)=6t-12,

at)=0=t=2, v, =v(2)=-12. 7. Indicasie. Beneficiul brut B(x)= p(x)-x—C(x). x=11

unitati, B, =479 u.m.

Exercirii si problemerecapitulative. A. 1.a) (—e,—4] /, [-4, 0] \\, [0, +) /; b)

11
_é’:_?,]\’

C) (—eo, =2\

§!

/

1 1
2372

1

Sl
b) (—w,—g]\,

d) (-0, +e0) /5 €) (=0, =1 /, [-LA\, [L+0) /; f) (

V2

E

—,+w]\; f (

[1 oo S 2. 8) (com—T]\,

ol sl
3. 8) (oo =UN\, [-14ee) /5

o o3

\, [§,+w)

—oo, I\, [1, +0) /.

—oo, ——

5
3

5

1
(]

[1 1e0) /5 B) (=e0, 0] /1 [0\, [L+e0) /;
1

\ 1

/5 C) (=0, =21 /, [-2, 2]\, [2,+00) /;

2}/, [—3,0]\, [0, +o9) /.

4am=—3 M=2bm="28 y_g 64a-2 b a=-2.7.B,, =B(39)=4443 lei.

3

B. 9.8) (coor =T\, [=L +e) / b) (=0, 2]\, [<1 2] 4, [1 +e)\; ©) [0, € 2]\, [€ 2, +00) /.
10. me (=, -1]. 13.8) me[0,1]; b) me &; ¢) me (-, 0)U (L, +); d) m=1. 14.a) Concava
pe (-, 1) si convexa pe (-1, +0); b) concava pe (0, &) si convexa pe (x, 2r); ) concava pe
(—o0, —/3)U(0, 4/3) si convexa pe (—/3, 0)U(v/3, +). 15.8) x=0; b) x=0; c), d) nu are
puncte deinflexiune; €) x=¢; f) x=0, x=4. 16.8) x=1 y=1la +w §i —eo; b) x=-1 x=1,

EX
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y=0Ila+e §i —oo; C) x:%, y:%x la+eo gi —oo; d) X=0, y=0 la+eo; € Xx=0, y=1la+
si —oo; f) x=kr, keN. 17. a=8, b=2. 19. x=26, B, = B(26) =336 lei.

Proba de evaluare. A. 1. (-, 3\, [3, +=) /. 3. B, =B(21) =873 lei.

B. 1. (-, =11 /, [, O]\, [0, ] /, [L +e0) \. 2. M=—o0, M =2In2. 4.V =1000 u.m.si se
realizeaza pentru impozitul de 50 u.m. pentru o unitate de produs.

Modulul 6. §1. A. 1.a) -1+2i; b) 6-2i; c) V3++2- (1+J_)| ) ~10-10j;

& 6-V3-@+V2)i: 1) E-4ii @ g+qgii ) 21200 1) 2423 ) 53 W) — ) 2

2.8)—i:b)1;¢) L d)—i: ) -1 3.8) sz{(%, ﬁ’)} b) S= {(—% ——)} 0) S= {(—% —g)};

d) S:{(—3+§‘/§,8+\/§]}. 4. a) s={3‘2/1_5, 3”‘;@}; b) 5={_1“2‘/§, _1”\/5};

2

B —1—iJE 1+M’5 1-iV42-1 -1+iya2-1 1-3i 1+3i ],
c)S_{ 5 }d)S{ 20z , o2 ,e‘)S{2 2},
) sz{‘z‘;@, ‘2+5i‘/371}; 9 82{5_2/177, 5”:1/177}; h) S={1—i, 1+i}; i) S={-2—i,~2+i}.

5. @) 4; b) -52i; ¢*) 76i; d*) 117 —44i. 6.a) S={1+2i}; b) S= { (3- 4|)} c) S= {—%+5i};

dr) S={%(4—3i)}. ) S={1—i,—%}; b) S={zl=%((2+i)zz—i), zzeC}- 8. a) {1+i};

b) nu exista; c) {3i}.
§1. B. 9.4)0; b) ﬁ)(19 3077); ¢) 72(1+i); d) 1(—1+32i). 10. @) S={+i, +2}:
b) S={+2i,+4/3}; ¢) S={#iV5,iv7}. 11. @) Z'+4 b) z'-1 c) a’—ab+b’

? —(ab+bc+ac). 14. 1i2‘/§ +i1i2‘/§. 15. 1_2‘/5.

§2. B. 2. a) {£@-0)}; b) {£(2-3)}; o) {x(7+D}; d) {+(3-)}; €) {£(3-iV2)};
f) {i(\/z+i\/§)}. 3.8) S={-1+i,-3-i}; b) S={1+2i, -6i}; ¢) S={i,-3+i}; d) S= {—3+| Q};

d) a*+b’+c

2
e) S={-1+i,1-i}; f) S={-7-i, 7+i}. 4. {X(B-cai)}. 5. & 5(cost+isinr);

o g ] e 5 5] 2o ol 3]
5 cos(-_)+.sn( ); f) 4(cos%”+|sn%”), 9) cos(arctg%)ﬂsin(arctg%);

h) cos(—”+(p)+|sm( ); i) 2%°(cosm +isinz). 6. a) 1; b) —64(1+i); ¢) 512(1—i+/3).

7.a){—| +‘E+'} b){ 7(1+.\E3)} 9 {+ [((J3+1)-(3-1)i], + (\/5—1)+(\/§+1)i]};

I\)|?~I

N\Pl oo|§|’
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d) {‘f(lii), *gz(—lii)}; ) {2112(cosé[f2”+2kn)+|sné(12+2kn)) k=—2,3}.
8.8)i; b) 2—i, —2—i.
§3.B. 1.a) S= {%/_(cos (237 + 24Kr) +iSin o (23n+24kn))\k=?2};

b) S= {1 (cos (237 + 24km) +isin = (23ﬂ+24kﬂ))|k=—711}?

5
0) S={L e e%,36,3/6e,Y6¢? e=—%+i§}; d) S={il i i‘/_(1+|)}

e S={i/§(cos%+|smk”)k——2 2} {%(cos%(n+2kﬂ)+isiné(ﬂ+2kzr)) k=—2,2}

2.5={0,-1 1. 4. S= {gkii —COS%-HSIH% k=-2, 3}
5.a)8:{—i,' -5 Zﬂ 5+ﬂ} b) S= {2+\/§ ——+|‘/2_} Q) S= { 5‘[21, 5*5@}.

Exercirii g1 probleme recapitulative. A. 1.8 1-2i; b) 2+2i; c) —10+10i; d) 2 1

f) 1 g)i. 3.8 S={3}; b) S={+4+2i}. 4.1 5.8 —4(/3-i); b) —2—2|J_. 6. a) 2+i;

b)gﬂ‘/_ )——| d)%+1—53| 7. z= +§+|

B. 8.-1. Indicasie. Inmultiti egalitateacu z—1; seobtine z* =z 9.-64.

10.8) S= { 3+421; 3- ‘/_1} b) S= {ﬁﬂ}; ) S={1+i}; d) S={0, +i}:

|e)|

3

6) S={1-i;08-0,4i}. 11.4a) co'{—%)ﬂsin(—%); b) cos(—%ﬂx)ﬂsin(—%ﬂx).

12.9) {i/z‘r(cosgot +ising,)| o, € {% % MT”H

3 - Ir 19r 3t _ 25 ) —27: ¢) = 2° =
b) {i/;(cossoﬁlsnwt)ltpte{w, 18 18 }} 13.8) -2°; b) -2; ¢) -2°. 14. n=4k, keN.

15. Punctele M, si M,.

Proba de evaluare. A. 1. a) 5—%, b) 1?? 109;. )%—% 2. S:{%M—i)}.
3 s:{(x g)} 4. s:{l‘;‘/_, 1*'7‘/5}. 5.8) 2i; b) C.

B. 1a)—1—l—8+f| b) 93(1—i); c)—ég 513| 2.5= { ‘/74‘”, “/Z”i}. 3x=2, y=3.
5. 2=} z,=—1-i. 6. 2*(L+i). 7. S—{S\/;(ié %) _B\E} 8. S={(i, 1+i)}.
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5 1
9 1 3+i [ 3 —2+i
Modulul 7. §1. A. 1. a)[ ); b)|8 -3 [0 _ ) d) ( i ]
-1 7 . 1+i 2+ 2 21 =1+i
2 -1-i
30 9 2 4 -2 6 0 2i 7 3 5 4
5 5 i
5) L Hl2a o0 14f g|-2 4 -1-2| h|2 2} o
3 6 3 _ _ _ 3 5 -1+i &
4 -2 6 100 -2 -6 2
3 01
Dli 0 2| 2 x=2 y=1 z=-1, u=0. 3.a) AB 1718) pp (™4 12 b) AB nu exist
. . = = =— =U. . = " = , a,
: , Y 43 30 5 51
1 -2 i
6 -18 -3 18 33 -3 12 11 a+c b+c a+b+c
BA=(-42 14} c)AB=|18 4 10| BA=|27 4 5[ d) AB=| 2 2 3 \
—-48 8 0O 3 7 0O 6 7 X+zZ y+z X+y+z
0 -1
a+x b+y c+z 9 3
BA=| 1+X 1+y 1+z | e) AB= 10 3l BA nu exista; f) AB=BA=A
a+l+x b+1l+y c+l+z
24 10

~

6 4 46 -10 7 10 10 7 5 13 -21

4.9, b) (3 8} © (32 —8} 9 (15 2 | ® [15 22} " (10 7} 9 (—21 34]
9 12 -46 39 96 a+bd+cg-1 ab+bc+ch  ac+bf +d
5.a)[ j; b),€) nuexisti;¢)| 9 —69 144[f)| ad+ed+fg bd+&+fh-1 dc+ef +fi

-62 -5 . . I
27 27 -63 ag+hd+ig  bg+eh+ih cg+fh+i"-1
-5 12 22 2-a -b 2-c
6. @) 1 9 -3} b) nu exista; c) 1 18 2 10§ d) 1 -1 1 1 [ e) nuexisti;
3 12 7 i il 3 y 3 i ]
0O 6 13 2-X 2-y 2-z
2-a -b -c 22 33 44 22 33
f)% ~d 2-e —f| 8T=11T=|44 22 33 66 33
-g -—-h 2-i 33 11 22 33 55

10 10 13 11 11
9.M=M,+M,+M,=[19 11 9 5 12|
12 13 9 17 8

9 3 - —-2—-i 2+3i -3 -
§1. B. 10. : b) > 6;c) 6_ _I +$I;d) 33 9_ 3.;
20 -15 4 10 1+i i 2—1i 0 3 9+3

€) [ o3 ]; f) (1 n} ) (Cck q“l} ¢, — numere Fibonacci: ¢, =0,¢,=1,
k

3 -1 -1+4i 01 L, Co,
A0 0 7 00 -33 19 32
G =C.+Ch|[0o A& .. ofi|o 7 0ofj)| 4 47 -1}
00 X loo7 5 50 -29

2% ]
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6 21 -10 17
5 11 0) (16 15 8 151 117)F,
1 54 -51 30
K) . 11.a|0 5 ofb)|16 14 8| 13 5=[103 81 |F,.
~4 -39 20 7
2 6 1 8 7 8 154 118 |F,
% 19 -2 71
3 2
14.8) 3,daca o #-9; 2,daca oo =—9; b) 3,daca o #5; 2,dacd o =5, €) 1. 15.a)é( 4 1]; b) nu
5 8 4 -4 1 4 3 .
. 1 1(-
esteinversahili; c) = d=— 1-7 2}e--1 5 3}f)= ;
i3} ) 3 )
6 2 8 1 -6 -4
~8 29 -11 _242i 1-20 2-i
9|-5 18 —7;h)nuesteinversabilé;i)% -2 i o0
1 -3 1 i 140
2 3 -7 6 24 3 —4 -8 1-1 0..0 0
1l-1 2 7 -10 B 4 5 ! 0 1-1..0 0
i = - k) 2 2 | 1) | S e _
71 4 -1 0 -2 0 1 -2 -3 00 0. 1-1
3 -1 0 5 5 0 1 1 0 0 0.0 1
0 2 2 2
6| % 7] aber 17. 5=
a-b b 0 -1 0

§ 2. A. 1. a) -10; b) 24; ¢) —a; d) —17i; ) 9-10i; f) —374; g) —11; h) -22; i) 4; j) —18.

1 -2 (13 -
2. 3 Sz{(?’?)}' b) S‘{(zs 23

_ ac—bd ad+bc
a’+b*’ a®+b?

=)

19 3
14' 14

e)

i) S:{(g 0, - )} j) nu poatefi aplicata regulalui Cramer.

Jioo s {3}

)}; f) S={@0D}; 9 S={X32}; h) S={(213};

§2. B.3.a) —20; b) 0; ¢) 0; d) —15; €) 36. 5. a) Sevaschimbain opus; b) sevainmulti cu (-1)".
6. Se va schimba in numar complex conjugat. 7. Determinantul se va Tnmulti cu o".
8. Indicasie. Dezvoltati determinantul dupa coloana a treia. 9. a) x=1+i, y=i;

b) x=2+i, y=2-i; ¢) x=3-11i, y=-3-9i, z=1-7i.

10. @) 4 u.p.; b) coliniare; c) 2—27 u.p.;

d) 13 u.p. 11. d) Indicarie. Adunati laliniiledoi si trei liniaintli inmultita cu—1. (a—b)(c—a)(c—b);

b) (x—a)’(2a+x); c) ab(a®+b*—ch)+c(c’

8 4 -4 -1 4 3 1 -3 5
1 o DN .
O ol 1 -7 2f d-|-1 5 3fe -4 5 3|
-6 2 8 1 -6 -4 2 2 -9

_bc-ad). 12.4) %

-3

4

f)

2) 513 1)
—1]’b)§[20’
1 1 1 1
101 1 -1 -1
401 -1 1 -1f
1 -1 -1 1
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2 -6 -26 17

-17 5 20 -13 1 4 3 1(4 -1
9) | 13 X == Y=
-1 0 2 -1 5|2 1 6 1

4 -1 -5 3
15. @) Indicarie. Adunati laliniaintii liniaatreiasi scoateti factorul comun.
(a®+b*+c?)(a-h)(a-c)(c-b)(a+b+c); b) (a-Db)(b—c)(c—a)(ab+ac+bc).
§3. A. 1. a), b), d) nu este solutie; c) este solutie. 2.8 S={(1, 0, }; b) S={(@ -3, 3)};
0 S={(X 1 -2)}; d) S={(1 2 -2)}. 3.9) S={(5¢ -1, 30+, &)|exe C}; b) S={(0, 0, O)};
0 S={(0, 0, 2)}: d) s:{(7 0 i‘)}; e S={(7, -6, 3}: f) S={(l-a, @, 2¢~1) [ae C}.
4. 34516 416

5 75
§3. B. 5.9 S={(‘2+‘“, -2 ‘4“)}; b) S={@ 2 -2)}; ¢) S={(-1 -1, 0, 1)}.

= ] 14.9) S={1 3; b) S={0, 34}

5 ' 3 ' 15
6.3),d), &), f) compatibil: b, c) incompatibil. 7. a) S:{(%(ll—a), %(—1+a), a)|(xe c}; solutie

particulara: (3, -2, —4); d) S={@ 2 -2}; € S={1 2 D}; f) S={(A, 1, 0)|A=0};
S={(-o, 1- 20, @) | C,A=0}. 8.8 S={(-3, a, —a)\ae R}; b) S={(e, 3, &) |eeR};
0) S={(0, 0, 0| A% S={(t, —20t, &)| 1=0: d) S={(0, 0, 0) [ L€ R}.

5 i -3 3 1 —Ii
Exercirii gi probleme recapitulative. A. 1. a) ) b ) )
-2 8 2+7i 2 4 -1+2

o 3 2 4 6 . -5 11 9 13
2.a)( ]; b) {1 2 3} c)[I - '); d)[52 ) |—22 —27 -17]|
10 3 2 -6
3609 ~33 29 32 26
3.4 x=-1, y=2; b) x=5, y=11 sau x=-1, y=5. 4. (_; i] 5.a)2; b) 3;c) 2. 6.1x2.
7.8)i; b) 0; ) —70; d) -88; €) 0; ) —21i; g) 0: ) 0. 8.8) S={(2, D}; b) S={(i, V}; ©) S={(L 1 1};
1

d S={(3 2,1}; & S=@; f) s={(1 5)}; 9) S={(4-t,5-t)[teC}; h) S={(2 3 -D}.

9. 5gindaci si 3 paianjeni. 10. 5cmsi 12cm. 11.8) ae C\{%}; b) aeC’.

1
B.12. 2=210. 13.8) x=1 y=-3 b) x=1 y=2,u=0,v=3. 14.2. 15, [0 ”f) 16.b) Cea

mai mica valoare: —4, cea mai mare: 4. 17. a) 2; b) 2; ¢) 4. 18. a) BA nu exista,

14 -5 22 6 300 14 o
AB=[ 7 10 1 7] b) AB=BA=|0 3 0| c) AB nu exista, BA:[ )

0 -1 1+i
3 1 1 -1 0 0 3

1-o

1 -0 -« 3 _5
19. — 1 |-¢ 1 1 |aztl 20, X= . 21.a) 1, b) 36 c) —15.
-0 o 1 o 4
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012
22. 7' =6 (un. cub.). 23. 3 S={—%, }; b) S={-2,0,1ti}. 24. ({4 3 4| 25. Pentru
210

o #12, sistemul este compatibil determinat; pentru o =2, sistemul are o infinitate de solutii;

_?]; b), €), g), h) nu exista A™;

2
pentru o =-2 sistemul este incompatibil. 26. a) [3

8 7 3 -6 20 -15 17 -8 5
1 L ~ o 1| _
Q25| 14 -14 145 d) gl 30 -12 31[f) 5 1§ 19 1
-34 14 -4 -20 8 -6 6 -9 3i
1 B3 7 _1
_ _ 4 36 18 18
s o s ER O
27.8) At=| B ‘pAl=| 4 12 6 6 |
4 -11 10 -3 o £ _2 _1
1 3 -3 1 -
4 12 6 6

2 7 0 -8

7 2 -15 17
) A_1=1_15 s s o 1| BASS {(5 9-9 M t)|teC};

-8 2 15 -13
b) S={(5-3t, -5+2t,1-t,t)|[te C}; c) S={(-5+2A+4t, -1+ A +t, A,1) |, te C};

(iig 1 71 :
d) S—{(G +5t, -5t 55t 6t |teC},

Jf1 11 .
e) pentru e R\{-2, 1}, S_{(a+2'a+2’a+2)|aec}'

pentru o=1, S={(1-1-t, A, 1) |t, Ae C}; pentru a=-2, S=;f) pentru 1eR’, S=;
pentru =0, S={(-054-6,5t—15 -351-9,5t—35; 4; t)|A,te C}.

29.8) S={(-50, &, t, -3 +t) |, te C}; b) pentru Ae R\{1, -2}, S=0;

pentru A =-2, S={(t, t,t)|te C}; pentru A=1, S={(a, t,—a—t) |, te C};

c) pentru A=l S=C; pentru A=1 S={(2t, -3, 5, 4t)|te C}. 30. Vasul | — 7,51,
vasul [ —451. 31. Biciclistul | =5km/h, biciclistul Il —3km/h. 32. Persoanal —2000 u.m., persoana
1 —3000 u.m., persoanalll —5000 u.m.

2 1 3 4
8 -1 4 5 0
Proba de evaluare. A. 1.3 ; b) . 2.Deexemply, |0 1 2 -3|
3 0 16 9 -2
0 0 -11 -10
3.5={(L -1 0)}. 4 S={(0, %a, o) lae C}; solutieparticulara: (0, 2, 3).
! . 4+7i  4+5i 2 3 0 2 -i
-1 3 5+6i ) . . .
B. 1. a i I b)[12-9 -8+5 | 2. Deexemplu, |0 i 4 8 3|
4 2 4+2 ) ) )
6-91 —7+i 0 0 27 47 21
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0 —% % 2 15 -21
3C. 4|1 1 -1|5x=116 14 -18| 6 S={(2 -3, 24, —39)}.
6 5 7 1.4 26 6
4 4 4
Y54+ Ltig g, 285, _47, T
7. S_{(9a+3|ﬂ, 9ﬁ+27|a, 770 9|[3, a, ﬁ)|a,ﬁe C}.
2
Modulul 8. §1. A.1.Nu. 2.F. 3.3) PQ; b) PC; ¢) QC. 4. f—Gﬁu.p. 5. 3 plane. 6.6 plane.

7.8) 6;b)4. 8. @) 10; b) 10. 9. @) Nu; b) nu; c) da. 10. &), b) Nici un punct, un punct, o multime
infinitd de puncte; ¢) nici un punct, un punct, doua puncte, o multime infinita de puncte. 11. Da,
daca punctele sint necoliniare.

§1.B. 14.Indicasie. Dreptele d, si d,, fiind concurente, definesc un plan o.. Deoarecedreapta d,
este concurentd cu d, si cu d,, rezultd ca d, are doua puncte diferite ce apartin planului c.

15. Indicayie. Dreptele AD si CB nu sint coplanare. 16. Indicarie. Daca doua plane diferite au un
punct comun, atunci toate punctele comune apartin intersectiel planelor o si . 17. Indicarie.
Daca trei punctear fi coliniare, atunci cele patru puncte ar fi coplanare, ceea ce contraziceipoteza.
18. Indicasie. aN AB=C c 8 = B separa punctele Asi B. 19. Indicarie. Ac o si Az 3,Be f

si B¢ o = dreapta cautata este AB. 20. Indicarie. Punctul D¢ (ABC).

§2.A.1.Nu. 2. ajfc. 3.Da. 5. Necoplanare.

§2.B. 8.afc. 9. Multimeapunctelor spatiului fara punctele planului (A, d). 10.d} d,. 11. Drepte-
led si AB sint necoplanare.

53.A.1. d[[MN. 2. EL||FM. 3.2) 10cm; b) 6cm; c) 16cm; d) .
§3.B.4. Indicatie. AABB, ~ AABC = AB, || AC si AD,DC, ~AADC = D,C, || AC. 5. Indicajie.

Aplicati teorema Iui Menelaus. ﬁ 6. MN||(ABC). 7. Indicajie. M,=DM () AB,

N, =DNBC, atunci ADMN~ADM,N,.

§4.A. 1. Indicasie. MN || AB, NP||BC. 2.Indicasie.a) LM || AB si MN||BC; b) I, =PM N AB;
c) 1,=PNNAC; d) (ABC)N(PMN)=11,. 3. .. =1375cm, g =225cm,
A =3125cm.

A4B4Cy
§4.B. 4.8 cm. 5.38 cm. 6. 2:%.@, 9;=%° , 03=%+1.
a) AMEN ~AAEB si ANEP~ABEC; b) | =NRNBD. 8. Indicatie. (MNP)|(ABC)=
= (MNP) (N (AED) esteodreapta d|| AD si Qe d.

Probleme recapitulative. A. 1. &) 17,15 dm; b) 19,5 cm; c) 54 cm. 2. MM, =12 cm,
NN,=8cm. 3. 12 cm. 4. Indicatie. Daca M, este mijlocul segmentului AB, atunci

AMDL ~ AM,DC = ML [|M C.
B. 7.2) 2(-1); b) i o) IF; @) S(a-b). 8.32em. 10. TEa 11.2m. 12.0,250° VL up.

13. Indicarie. Fie | punctul de intersectie a oricaror doua drepte. Daca am presupune ci a treia
dreapta intersecteaza una dintre cele doua ntr-un punct diferit de |, atunci aceasta dreapta ar
intersectasi adoua, dar in acest caz dreptelear fi coplanare, ceeace contraziceipoteza. 14. Dreptele
AB i DC, unde D =a() AB.
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15. AM, MN || DB, AN si AL || DB; asevedeafigura D M

16. Indicasie. Intersectia a doud plane ce trec prin doud drepte paralele |

este o dreapta paralela cu celedoua drepte. 17. A sevedea problema 16. C
18. Punctul exista daca ABJDC, adica daca AD:DE=#BC:CE. AN WAL
19. Indicarie. Fie BE = EC, atunci [MF] este mediana a AADF. Din B
conditie, AG:GE=2:1, deci [AE] este mediana a AADF. 20. Indicarie. Daca | = AC(N EF,
atunci IH N AB este unul dintre punctele deintersectie, iar FH (1 DB este cel de-al doilea punct.
21. Indicatie. @) 1,=EFNAB, H,=BCNHD, |,=EHNAH, (EFH)N(ABC)=1,I, etc.
c) FF=DFNAB, H,=DHNBC, FFH,NAC=P, atunci FH (1 DP este punctul deintersectie.
22. Indicatie. Aplicati proprietatea liniei mijlocii si proprietitile paralelogramului.
23. 8) Dreaptacetrece prin punctul E si centrul paralelogramului; b) MN || DC || AB; ¢) LP || DC;
d) MNLP estetrapez. 24. Indicasie. Punctele F,, F, si F, sint punctele de intersectie adreptelor
CB, AC si respectiv BA cu planul «. 25. Indicarie. Considerati un punct Mec
(Mey, AMJly, BMJl 7). Construiti (ABM)Nc, care este dreapta AB,, unde A =a() AM,
B, =b(1BM si punctul deintersectieeste ABN AB,. 27. 4.

Proba de evaluare. A. 1.8 cm. 2. a) AB, AD,, D,.C,, BC,, AC,, D,B;; b) (ADB), (DCC),
(ABA), (D,AB). 3. a(0,5++/3). 4.8cm.

B. 1.afb.2.2) EF [|(ABC), b) GH [|(ABC). 4. 5./

Modulul 9. §1. A. 1. Indicasie. CD LCB, CD LCF = CD L(CBF). 2. DALCB, CB||MN =
= MN_LAD. 3.24cm. 4. MB=MD=5cm, MC=+/41cm. 5. AB=b. 6. AB=,/(a—b)?+c?.

7. DE =442 cm, CE =217 cm, BE =213 cm, d:l—‘;\/zses cm. 8. 2414 cm.
§1.B.9. AB=./(a+b)?+c?. 10. Va2 +c?, va’+b’+c? + 2abcosa, Vb’ +c?.

2

a
4sino’
d,L=d,Ld=dLl(dd,). 14 Indicasie. AAEC isoscel = EO_L AC; analog ABED isoscel
= EO_LBD.

§2.A. L Indicasie. 9 ABLMD, ABLMC; b) pr s, [MC)=[MD); c) 2,75 cm; d) 15115 cm.
2.8)3cm; b) 0,6. 3.a)3cm; b) 3V/2 cm. 4.24 cm. 5.3,8m.

§2. B. 6. Indicarie. @) AAVD isoscel, [VO] — mediana; ABVE isoscel, [VO] — mediana =
=VO_L(ABC); b) AAOV = ABOV = ACOV = ADOV = AEOV = AFOV. 7.Indicasie. a), b) Daci

O = Pr 0 E, alunci AAOE = ABOE = ACOE = ADOE = OA=0B=0C =0D. 8. c25%

11. . |b* -

13. Indicayie. Daca d =), atunci din d, Lo =d, Ld, iar din

9 33 cosf’
§3.A.1. /6 cm. 2. a) 7 cm; b) 2 cm. 3.15cm. 4.5 cm.

§3.B. 5. —V%l. 6. Indicayie. 8) Daci O = pr g E, iar [EM], [EN], [EP], [EQ] sint inaltimile

triunghiurilor AEB, BEC, CED si respectiv DEA, atunci OM =ON = OP =0Q, deci punctul O
esteegal departat delaturilerombului; b) AMOE = ANOE = APOE = AQOE = ZEMO= ZENO =
= /EPO=/EQO. 7. Dacd O= pr g, E si [EM], [EN], [EP], [EQ] sint Tnaltimile triunghiu-
rilor AEB, BEC, CED si respectiv DEA, atunci AMOE = ANOE = APOE = AQOE, deci
MO =NO=PO=QO. 9.30°. 10. /3.
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2

Probleme recapitulative. A. 1. a) 13 ¢cm; b) 30 cm; c¢) \/p2+n2—m2; d) \/2p2+n2—s .

2. ,/bz—éaz. 3.d,=2J6cm, d,=4v2cm. 4.a)30°; b) arccos(—%). 5.2cm. 6.15m.

B. 10. Indicatie. Dreapta din planul o este perpendiculara pe pr,a. 12.32 cm. 13. ai

| +b’
14. o’ —a’. 15. \20°—a2. 16. beosoy1—tgPactg’B. 17. 223N% 18 0.5m.

cosf
Probad deevaluare. A. 1.3,5 cm. 2. Jeem. 3. 5J§cm, J29cm. 4.4 cm.

B. 1. %|a—b|. 3. J70cm, 216,06 cm. 4. 45°.

Modulul 10. §1. A. 2. Nueste. 3. Este o transformare geometrici, dar nu este o izometrie.
4. Nuntotdeauna (de exemplu, proiectareaparalela).
§1.B. 8.a) BK’, unde AK’=K'C’; b) BL’, unde ZAB'L'= ZL'B'C’ etc. 9. Daci Ce[AB] si
f(C)=C/, atunci AC=AC’, CB=CB si AC+CB=AC +C'B, deci C=C". Anaog pentru
Cg¢[AB]. 10. a) A se vedea problema 9; b) nu. 11. a) Da, daca f(A)=A, atunci
fAA=f"(f(A)=I(A=A b) da, deoarece (fof)(A)=f(A=A 12. Da, deoarece
(fof)A=F(f(A)=F(B)=A
§2.A. 2.Sintsmetrice. 3. Oinfinitatesi multimealor reprezinta o dreapta paralela cu dreptele date.
4. Nu. 5. Nu. 6. Sint coliniare. 8. Da (centrul, orice dreapta, orice plan care trece prin centrul
simetriel centrale). 9. Identica. 10. Nu.
§2.B. 13. a) Un segment paralel cu cel dat; b) o dreapta paralela cu ceadata; c) un plan paralel cu
cel dat.
§3.A. 1.@) Triunghiul isoscel, dreptunghiul; b) triunghiul cu laturi delungimi diferite, paralelogramul.
2. Dreptele care trec prin centrele a doua fete opuse; dreptele care trec prin mijloacele a doua
muchii paralele ce nu apartin aceleiasi fete. 4. a) a=a’ si dea’; b) a=a’ si d Lo
c) dNa’# Q. 5. Orice mediatoare asegmentului AB. Reuniuneaeste planul mediator a segmentu-
lui AB. 6. a) Dreapta suport si orice mediatoare a segmentului; b) dreapta suport a semidreptei;
C) Tnsdsi dreapta si orice dreapta perpendiculara pe ea; d) orice dreapta din plan si orice dreapta
perpendiculara pe plan; €) dreapta care este perpendiculara pe planul paralelogramului si care
trece prin punctul de intersectie a diagonalelor lui.
§3.B. 7.a) Imagineadreptei paralele cu axaeste o dreapti paralela cu ceadata; imagineadreptei
care intersecteaza axa este o dreapta care trece prin punctul de intersectie adreptei date cu axasi
axa este dreapta suport abisectoarel or unghiurilor opuse lavirf formate de dreapta si imagineae;
imagineadreptel neconcurente cu axa este o dreapta neconcurenta cu ceadata. 8. a) Orice dreapta
perpendiculard pe axade simetrie si insisi axa; b) axade simetrie.
§4. A. 2. Oricedreapta din plan si orice dreapta perpendiculara pe plan. 3. @) Orice plan care
contine segmentul si planul mediator a segmentului; b) orice plan care contine dreapta si orice
plan perpendicular pe dreapta dati; c) Tnsusi planul si orice plan perpendicular pe planul dat;
d) planul care contine dreptel e date si doua plane perpendicul are pe planul definit de dreptel e date
si care contin bisectoarele unghiurilor formate de dreptele date; €) planul determinat de dreptele
date, planul perpendicular pe planul determinat de dreptele date, egal departat de ladreptele date
si orice plan perpendicular pe dreptele date; f) planul egal departat de la planele date si orice plan
perpendicular pe planeledate. 4. Sint coplanare. 6.5m. 7. a|| B,daca et ||y; o || B, daca « || V-
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§ 4. B. 9. Punctul M este punctul de intersectie a dreptei AB’ cu planul o, unde B’ este
simetricul punctului B fata de planul ¢. 10. Punctul M este punctul deintersectie adreptei AB’
cu planul ¢, unde B” este simetricul punctului B fata de planul «. 11. Un cerc situat Tn planul
care trece prin punctul A perpendicular pe dreaptad, a carui centru este punctul de intersectie a
dreptel d cu acest plan, iar raza— distanta de la punctul A la dreapta d.

§5. B. 5. Puncteinvariante nu exista. Orice dreapta si orice plan paralele cu dreapta determinata
de un punct si imaginealui laaceasta trandatie. 6. tg,.

§6.B. 2. Nueste. 3. Nu. 4. Un singur punct — centrul omotetiei. Orice dreapta care trece prin
centrul deomotetie. 5. 9 cutii. 6. a) Laturiletriunghiului A'B'C” sint paralele cu laturiletriunghiu-
lui ABC; b) asevedea 64d). 7. AABC ~AAB,C,. 9. a) Un cerc; b) un disc; ¢) un paralelogram;
d) un patrat; €) un cub; f) o sfera.

§7.B. 3.8 Oinfinitate de axe; b) 0 axa; ¢) 0 axa sau nici una; d) nici o axa. 7. Indicasie. Considerati
rotatiafn jurul axei | care aplica punctul B pe punctul B’, astfel incit: 1) B’e (IA); 2) Asi B’ sint
situate de parti diferite dle dreptel I. Atunci M = AB’(| satisface conditia problemei.
Problemerecapitulative. A. 1. Indicasie. Daca O este mijlocul [AC], atunci S,(d,)(Nd, esteun
virf al paralelogramului cautat. 2. Indicarie. Daca O este mijlocul [AC], atunci S,(d)( ‘€ esteun
Vvirf al paralelogramul ui.

C
3 B M Sw(B)=B, = ABCB, —paralelogram cu diagonalele perpendiculare =
A = ABCB, romb.

4.Daci S, (€)=€ si €NE,=B, aunci dreapta AB este cea cautati.

B. 1.Dacd B =S,.(P) si P,=S,(P), atunci {X,} =ACNPRP, si {Y,} =BCNRP,. 6.Punctul
deimpact este intersectia bordurii cu segmentul ce uneste unul dintre aceste puncte cu simetricul
celuilalt punct fata de aceastd bordura. 7. Virful C este intersectia dreptei d si dreptei BA,, unde
A =S,(A). 8 Daca d,=t,(d,), atunci M,=d,Nd,, iar M, =t _(M,). 9. Fie B,ed, si
BB,|ld,, A,ed, si AA |ld,, a=AA, b=BB,, auncit_ (A=A, t . (B)=B.

Proba deevaluare. A. 1. Planele bisectoarealefigurii datesi orice plan perpendicul ar pe dreapta
deintersectie a planelor. 2. Dreapta situata in planele determinate de dreptele date, echidistanta
fata de acestea. Orice dreapta din planul determinat de aceste drepte, perpendiculara pe acestea, si
orice dreapta perpendiculara pe planul determinat de aceste drepte, careintersecteaza primaaxa de
simetrie. 3. Uncentru, 13 axe, 9 plane. 4. Nu are centru, 7 axe, 6 plane.

B. 1. Fie a si b dreptele necoplanare date. Consideram dreapta AB perpendiculara comuna pe
dreptele asi b (aceastaexista si esteunica), unde Ae a, Be b. Fiepunctul C mijlocul segmentu-
lui AB. Consideram dreptele a,, b, care trec prin punctul C, paralele cu a si respectiv b. Atunci
axeledesimetriealefigurii date sint dreapta AB si suporturile bisectoarel or unghiurilor formate de
dreptele a, si b,. 4. @) Da; b) da; ) da; d) Tn caz general, nu; €) Tn caz general, nu.
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