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Dragi prieteni,

Manualul este elaborat in conformitate cu Curriculumul disciplinar de informatica si
are drept scop insusirea de catre elevi a cunostintelor necesare pentru formarea culturii
informationale si dezvoltarea gindirii algoritmice. Cu ajutorul acestui manual veti studia
functiile si procedurile limbajului PASCAL, structurile dinamice de date si metodele de
elaborare a produselor program. De asemenea, veti studia cele mai rdspindite tehnici de
programare: trierea, tehnica Greedy, reluarea, metoda desparte si stipineste, programarea
dinamics, metoda ramifici si mirgineste, algoritmii euristici. In manual sint expuse meto-
de de estimare a necesarului de memorie si a timpului cerut de algoritmi, recomandari
ce vizeazd utilizarea recursiei si iterativitatii.

Modul de expunere a materialului este similar celui din manualele de informatica
pentru clasele precedente. Mai intii se prezintd sintaxa si semantica unitatilor respective
ale limbajului PASCAL, urmate de exemple de aplicare si recomandari pentru elaborarea
de programe ce pot fi lansate pe calculator. In cazul tehnicilor de programare, sint expuse
notiunile de baza si suportul matematic al tehnicii respective, urmate de modul de orga-
nizare a datelor, descrierea algoritmilor, elaborarea si depanarea programelor PASCAL.
O atentie deosebitd se acorda metodelor de implementare a tehnicilor de programare, in-
terdependentei dintre performantele calculatorului si complexitatea problemelor ce pot
fi rezolvate cu ajutorul mijloacelor respective.

Implementarea tehnicilor de programare este ilustratd cu ajutorul mai multor proble-
me frecvent intilnite in viata cotidiana si studiate in cadrul disciplinelor scolare din ciclul
liceal. Totodatd, in manual au fost incluse si probleme de o reald importanta practica,
rezolvarea carora este posibild doar cu aplicarea calculatorului.

Fiind strins legate de cunostintele din alte domenii, temele din manual sint axate pe
metodele de rezolvare a problemelor ce necesita un volum foarte mare de calcul, evi-
dentiindu-se rolul esential al gindirii matematice in aparitia si dezvoltarea informati-
cii. Exemplele, exercitiile si sarcinile individuale din manual vor contribui la perceperea
adecvatd a rolului si locului calculatorului, a influentei lui asupra dezvoltarii matema-
ticii, fizicii, chimiei, stiintelor socioumane. Pentru majoritatea temelor din manual au
fost elaborate programe destinate instruirii asistate de calculator, fapt ce permite indivi-
dualizarea procesului de predare-invatare, organizarea lectiilor practice si dezvoltarea
capacitatilor creative ale fiecarui elev.

In ansamblu, materialul inclus in Manualul de informaticd pentru clasa a XI-a va contri-
bui la dezvoltarea urmatoarelor competente: analiza structurala a problemei; divizarea
problemelor complexe in probleme mai simple si reducerea lor la cele deja rezolvate;
estimarea complexitatii algoritmilor destinati solutionarii problemelor propuse; utiliza-
rea metodelor formale pentru elaborarea algoritmilor si scrierea programelor respective.

Evident, aceste calitati sint strict necesare nu numai viitorilor informaticieni, dar si
fiecdrui om cult care, la sigur, va trdi si va lucra intr-un mediu bazat pe cele mai moderne

tehnologii informationale.
Autorul



Capitolul 1

FUNCTII §I PROCEDURI

1.1. Subprograme

E cunoscut faptul ca o problema complexd poate fi rezolvatd prin divizarea ei
intr-un set de parti mai mici (subprobleme). Pentru fiecare parte se scrie o anumita
secventd de instructiuni, denumitd subprogram. Problema in ansamblu se rezolva
cu ajutorul programului principal, in care pentru rezolvarea subproblemelor se folo-
sesc apelurile subprogramelor respective. Cind in programul principal se intilneste
un apel, executia continud cu prima instructiune din programul apelat (fig. 1.1). Cind
se termind executarea instructiunilor din subprogram, se revine la instructiunea ime-
diat urmadtoare apelului din programul principal.

Programul

principal Subprogram 1

|
4./ Subprogram 2

Apeluride
subprograme

L

Fig. 1.1. Interactiunea intre program si subprogram

In limbajul PASCAL exista doud tipuri de subprograme, si anume, functii si pro-
ceduri:

<Subprograme> ::= { <Functie>; | <Proceduri>; }



Functiile sint subprograme care calculeaza si returneaza o valoare. Limbajul
PASCAL contine un set de functii predefinite, cunoscute oricdrui program: si n,
cos, eof etc. In completare, programatorul poate defini functii proprii, care se ape-
leaza in acelasi mod ca si functiile-standard. Prin urmare, conceptul de functie extin-
de notiunea de expresie PASCAL.

Procedurile sint subprograme care efectueazd prelucrarea datelor comunicate in
momentul apelului. Limbajul contine procedurile predefinite r ead, readl n, wri -
te,writel ns.a., studiate in clasele precedente. In completare, programatorul poate
defini proceduri proprii, care se apeleaza in acelasi mod ca procedurile-standard.
Prin urmare, conceptul de procedurd extinde notiunea de instructiune PASCAL.

Subprogramele se definesc, in intregime, in partea declarativd a unui program.
Evident, apelurile de functii si proceduri se includ in partea executabild a programului.

Un subprogram poate fi apelat chiar de el insusi, caz in care apelul este recursiv.

Intrebari si exercitii
Explicati termenii program principal si subprogram.
Cum interactioneaza programul si subprogramul?

n
(1]
(2]
© C(are este diferenta dintre proceduri si functii?
O Cum se apeleaza o functie? In care instructiuni ale limbajului pot aparea apeluri de functii?
© Cum se apeleaza o procedura?

(6]

Numiti tipul argumentului si tipul rezultatului furnizat de functiile predefinite abs, chr,
eof ,eol n,exp,ord,sin,sqgr,sqrt,pred,succ, trunc.
Numiti tipul parametrilor actuali ai procedurilorr ead siwri t e.

® 9

Ce prelucrari de date efectueaza proceduriler ead siwri t e?

1.2. Functii
Textul PASCAL al unei declaratii de functie are forma:
function f(x;,, X, ..., X,) : t;
D,
begi n
f 1= e;
end;

Prima linie este antetul functiei, format din:

f — numele functiei;

(xy X ..., x,) — lista optionald de parametri formali reprezentind argumentele
functiei;

t, — tipul rezultatului; acesta trebuie sa fie numele unui tip simplu sau tip referinta.



Antetul este urmat de corpul functiei, format din declaratiile locale optionale D
si instructiunea compusd begin ... end.

Declaratiile locale sint grupate in sectiunile (eventual vide) | abel , const, type,
var,function/ procedure.

Numele f al functiei apare cel putin o datd in partea stinga a unei instructiuni de
atribuire care se executd: f := e. Ultima valoare atribuita lui f va fi intoarsa in progra-
mul principal.

In mod obisnuit, un parametru formal din lista (x,, x,, ..., x,) are forma:

Uy Uy ooy U+ E,

unde v,, v, ..., v, sint identificatori, iar ¢, este un nume de tip.
Utilizarea functiei f se specifica printr-un apel de forma:

flay, ay ..., a,)

unde (1, a,, ..., a,) este lista de parametri actuali. De obicei, parametrii actuali sint expresii,
valorile cdrora sint comunicate functiei. Corespondenta intre un parametru actual si para-
metrul formal se face prin pozitia ocupata de acestia in cele doua liste. Parametrul actual
trebuie sd fie compatibil din punctul de vedere al atribuirii cu tipul parametrului formal.

Exemplu:

Program P97;
{Decl ararea si utilizarea functiei Putere }
type Natural =0.. Maxl| nt;
var a : real;

b Nat ur al
c : real

s : integer;
t i nteger;
\Y; r eal

function Putere(x : real; n : Natural) : real;
{calcularea lui x la puterea n }
var p : real

i : integer;
begi n
o =i
for i:=1 to n do p:=p*x;
Put er e: =p;

end; { Putere }

begi n
a: =3. 0;
b: =2;

c:=Putere(a, b);
witeln(a:10:5, b:4, c:10:5);




S:. =2;
t: =4,
v:=Putere(s, t);
witeln(s:5, t:4, v:10:5);
readl n;

end.

Functia Put er e are doi parametri formali: X de tipul real sin de tipul Nat ur al .
Functia returneaza o valoare de tipul real. In corpul functiei sint declarate variabi-
lele localepsii .

La executia apelului Put er e( a, b) valorile 3.0 si 2 ale parametrilor actuali a, b
se transmit parametrilor formali, respectiv, X si n. De mentionat ca tipul lui a coinci-
de cu tipul lui x si tipul lui b coincide cu tipul lui n.

In cazul apelului Put ere(s, t) tipul parametrilor actuali S, t nu coincide cu
tipul parametrilor formali, respectiv, X si n. Totusi apelul este corect, intrucit tipurile
respectve sint compatibile din punctul de vedere al atribuirii.

Intrebari si exercitii

O Se considera urmatoarea declaratie:

function Factorial (n : integer) : integer;
var p, i : integer;
begi n

o =i

for i:=1 ton do p:=p * i;
Factori al : =p;
end;

Numiti tipul parametrului formal si tipul rezultatului returnat de functie. Precizati varia-
bilele declarate in corpul functiei. Elaborati un program care afiseaza pe ecran valorile n!
pentrun=2,3si7.

® 1in care loc al programului principal se includ declaratiile de functii?

© Comentati programul ce urmeaza:

Pr ogr am P98;

{ Eroare }

function Factorial (n : 0..7) : integer;
var p, i : integer;

begi n

pi=1;

for i:=1 to n do p:=p*i;
Factori al : =p;
end; { Factorial }
begi n

witeln(Factorial (4));
readl n;
end.




® Se considera antetul
function F(x : real; y : integer; z : char) : bool ean;

Care din apelurile ce urmeaza sint corecte:

a) F(3.18, 4, 'a’) o) F(3.18, 4, 4)
b) F(4, 4, "4) /) F(’3.18, 4, '4")
o F(4, 4, 4) g F(15, 21, '3)

d F(4, 3.18, 'a) h) F(15, 21, 3)

© Elaborati o functie care calculeaza:
a) suma numerelor reale g, b, ¢, d;
b) media numerelor intregi i, j, k, m;
¢) minimumul din numerele g, b, ¢, d;
d) numarul de vocale intr-un sir de caractere;
e) numarul de consoane intr-un sir de caractere;
f) radacina ecuatieiax+ b =0;
g) cel mai mic divizor al numarului intreg n > 0, diferit de 1;
h) cel mai mare divizor comun al numerelor naturale g, b;
i) cel mai mic multiplu comun al numerelor naturale g, b;
j) ultima cifra in notatia zecimald a numarului intreg n > 0;
k) cite cifre sint in notatia zecimald a numarului intreg n > 0;
I) cifra superioara in notatia zecimalad a numarului intreg n > 0;
m) numarul de aparitii ale caracterului dat intr-un sir de caractere.

® Se considerd urmdtoarele declaratii:

const nmax=100;
type Vector=array [1..nmax] of real;

Elaborati o functie care calculeaza:
a) suma componentelor unui vector;
b) media componentelor vectorului;
¢) componenta maxima;

d) componenta minima.

@ Se considera urmatoarele tipuri de date:

type Punct=record
X, y : real
end;
Segnent =r ecor d
A, B : Punct
end;



Triunghi =record
A, B, C: Punct
end;
Dr ept unghi =record
A, B, C D : Punct
end;
Cerc=record
Centru : Punct;
Raza : real
end;

Elaborati o functie care calculeaza:
a) lungimea segmentului;
b) lungimea cercului;
¢) aria cercului;
d) aria triunghiului;
e) aria dreptunghiului.
O Variabila A este introdusa prin declaratia

var A : set of char;

Elaborati o functie care returneaza numarul de caractere din multimea A.

O Elaborati o functie care sa calculeze diferenta in secunde intre doua momente de timp
date prin ord, minute si secunde.

® Un triunghi este definit prin coordonatele virfurilor sale. Scrieti functii care, pentru doua
triunghiuri date, sa studieze daca:
a) au aceeasi arie;
b) sint asemenea;
¢) primul este in interiorul celui de-al doilea.

1.3. Proceduri

Forma generala a textului unei declaratii de procedura este:

procedure p(x, x, ... X,);
D;
begi n

end;

In antetul procedurii apar:

p — numele procedurii;

Xy X, ..., X, — lista optionalad de parametri formali;

In corpul procedurii sint incluse:
D — declaratiile locale (optionale) grupate dupa aceleasi reguli ca si in cazul func-

tiilor;
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begin ... end — instructiune compusa; ea nu contine vreo atribuire asupra
numelui procedurii.

Procedura poate sa intoarca mai multe rezultate, dar nu prin numele ei, ci prin
variabile desemnate special (cu prefixul var ) in lista de parametri formali.

Parametrii din listd introdusi prin declaratii de forma

Uy Uy ey Uit L,

se numesc parametri-valoare. Acestia servesc pentru transmiterea de valori din pro-
gramul principal in procedura.
Parametrii formali introdusi in lista prin declaratii de forma

var v, v, ..., v t,

se numesc parametri-variabild si servesc pentru intoarcerea rezultatelor din proce-
durd in programul principal.
Activarea unei proceduri se face printr-un apel de forma

p(a, ay, ..., a,)

unde a,, a,, ..., a,estelista de parametri actuali. Spre deosebire de functie,
apelul de procedura este o instructiune; aceasta se insereaza in programul principal
in locul in care sint dorite efectele produse de executia procedurii.

In cazul unui parametru-valoare drept parametru actual poate fi utilizata orice
expresie de tipul respectiv, in particular o constantd sau o variabila. Modificarile
parametrilor-valoare nu se transmit in exteriorul subprogramului.

In cazul unui parametru-variabild drept parametri actuali pot fi utilizate numai
variabile. Evident, modificdrile parametrilor in studiu vor fi transmise programului
apelant.

Exemplu:

Program P99;
{Declararea si utilizarea procedurii Lac }
var a, b, c, t, q: real

procedure Lac(r : real; var |, s : real);
{lungi nea si aria cercul ui }
{r - raza; | - lunginea; s - aria}
const Pi =3. 14159;
begi n

| :=2*Pi *r;

s:=Pi *sqr(r);
end; {Lac }

begi n
a: =1. 0;
Lac(a, b, c);
witeln(a: 10:5, b:10:5, c:10:5);

1



Procedura Lac are trei parametri formali: r, | sis. Parametrul r este un parame-
tru-valoare, iar | si S sint parametri-variabila.

Executia instructiunii Lac( a, b, ¢) determina transmiterea valorii 1. 0 drept va-
loare a parametrului formal r sia locatiilor (adreselor) variabilelor b si ¢ drept locatii
(adrese) ale parametrilor formali | sis. Prin urmare, secventa de instructiuni

este echivalentd cu secventa

In mod similar, instructiunea

este echivalentd cu secventa

Intrebari si exercitii

O Care este diferenta dintre un parametru-valoare si un parametru-variabila?
® Se considerd declaratiile:

Care din apelurile ce urmeaza sint corecte?

&

o

a)

b)

fl

o)



g R.m6.20)

Argumentati raspunsul.

p [P
ZLCELT R

h)

© Comentati programul ce urmeaza:

O Ce va afisa pe ecran programul ce urmeaza?

Argumentati raspunsul.

© Elaborati o procedura care:
a) calculeaza radacinile ecuatiei ax’+bx+c=0;
b) radiaza dintr-un sir caracterul indicat in apel;
¢) incadreaza un sir de caractere intre simbolurile ,#";



d) ordoneaza componentele unuitablouarray [1..100] of real inordinecres-
catoare;

e) ordoneaza componentele unui fisier fil e of i nt eger in ordine descrescatoare;

f) calculeaza si depune intr-un tablou numerele prime mai mici decit un numar natural dat n.

O Se considera urmatoarele tipuri de date

type Data = record

Ziua : 1..31;

Luna : 1..12;

Anul : integer;
end;

Per soana = record
NunmePr enunme : string;
Dat aNasterii : Dat a;
end;
Li staPersoane = array [1..50] of Persoana;

Elaborati o procedura care primeste din programul principal o lista de persoane si resti-
tuie:
a) persoanele nascute in ziua z a lunii;
b) persoanele nascute in luna / a anului;
¢) persoanele nascute in anul g;
d) persoanele nascute pe data z..g;
e) persoana cea mai in virsta;
f) persoana cea mai tinarg;
g) virsta fiecarei persoane in ani, luni, zile;
h) lista persoanelor care au mai mult de v ani;
i) lista persoanelor in ordine alfabetica;
j) lista persoanelor ordonata conform datei nasterii;
k) lista persoanelor de aceeasi virsta (nascuti in acelasi an).
@ Elaborati o procedura care:
a) creeaza o copie de rezerva a unui fisier text;
b) exclude dintr-un fisier text liniile vide;
¢) numeroteaza liniile unui fisier text;
d) concateneaza doua fisiere text intr-unul singur;
e) concateneaza n fisiere text (n >2) intr-unul singur.
® Vom numi mari numerele naturale care contin mai mult de 20 de cifre semnificative. Sa

se defineasca un tip de date pentru numerele naturale mari si sa se scrie proceduri care
sd adune si sd scada astfel de numere.

1.4. Domenii de vizibilitate

Corpul unui program sau subprogram se numeste bloc. Deoarece subprogramele
sint incluse in programul principal si pot contine la rindul lor alte subprograme, re-
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zultd ca blocurile pot fi imbricate (incluse unul in altul). Aceastd imbricare de blocuri
este denumita structura de bloc a programului PASCAL.

Intr-o structur fiecarui bloc i se atageaza cite un nivel de imbricare. Programul
principal este considerat de nivel 0, un bloc definit in programul principal este de
nivel 1. In general, un bloc definit in nivelul n este de nivelul n + 1.

Pentru exemplificare, in figura 1.2 este prezentatd structura de bloc a programu-
lui P105.

Fig. 1.2. Structura de bloc a unui program PASCAL




De regula, un bloc PASCAL include declaratii de etichete, variabile, functii, para-
metri s.a.m.d. O declaratie introduce un nume, care poate fi o eticheta sau un identi-
ficator. O declaratie dintr-un bloc poate redefini un nume declarat in exteriorul lui.
In consecintd, in diferite parti ale programului unul si acelasi nume poate desemna
obiecte diferite.

Prin domeniul de vizibilitate al unei declaratii se intelege textul de program,
in care numele introdus desemneaza obiectul specificat de declaratia in studiu.
Domeniul de vizibilitate incepe imediat dupa terminarea declaratiei si se sfirseste
odata cu textul blocului respectiv. Deoarece blocurile pot fi imbricate, domeniul de
vizibilitate nu este neapdrat o portiune continud din textul programului. Domeniul
de vizibilitate al unei declaratii dintr-un bloc inclus acopera domeniul de vizibilitate
al declaratiei ce implica acelasi nume din blocul exterior.

De exemplu, in programul P105 domeniul de vizibilitate al declaratiei var a :
real este textul cuprins intre punctele marcate { 1} si{ 7} . Domeniul de vizibilitate
al declaratieivar ¢ : real esteformat din doud fragmente de text cuprinse intre
{2},{3} si{5},{6}. Domeniul de vizibilitate al declaratiei var ¢ : char este
textul cuprins intre { 4} si{5}.

Cunoasterea domeniilor de vizibilitate ale declaratiilor este necesarad pentru de-
terminarea obiectului curent desemnat de un nume.

De exemplu, identificatorul ¢ din instructiunea

c: =chr (d)

a programului P105 desemneaza o variabilad de tip char . Acelasi identificator din
instructiunea

c: =b+1

desemneaza o variabild de tip real.

De retinut ca declaratia unui nume de functie/procedura se considera terminata
la sfirsitul antetului. Prin urmare, domeniul de vizibilitate al unei astfel de declaratii
include si corpul functiei/procedurii respective. Acest fapt face posibil apelul re-
cursiv: in corpul functiei/ procedurii aceasta poate fi referita, fiind vizibild. Evident,
declaratia unui parametru formal este vizibila numai in corpul subprogramului res-
pectiv.

De exemplu, domeniul de vizibilitate al declaratiei procedure Q este textul
cuprins intre punctele marcate { 3} si { 6} . Domeniul de vizibilitate al declaratiei
d: i nt eger este textul cuprins intre { 3} si { 5} .

Intrebari si exercitii

© Cum se determind domeniul de vizibilitate al unei declaratii?

® Determinati domeniile de vizibilitate ale declaratiilorb : real six : real dinpro-
gramul P105 (fig. 1.2).

© Precizati structura de bloc a programului ce urmeaza. Indicati domeniul de vizibilitate al
fiecarei declaratii si determinati obiectele desemnate de fiecare aparitie a identificatori-
lor C si X.
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Ce va afisa pe ecran programul in studiu?

® Determinati domeniile de vizibilitate ale identificatorilor P si F din programul P105 (fig. 1.2).

© Comentati programul ce urmeaza:

® Cum se determina obiectul desemnat de aparitia unui nume intr-un program PASCAL?
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1.5. Comunicarea prin variabile globale

Executia unui apel de subprogram presupune transmiterea datelor de prelucrat
functiei sau procedurii respective. Dupd executarea ultimei instructiuni din subpro-
gram, rezultatele produse trebuie intoarse in locul de apel. Cunoastem deja ca datele de
prelucrat si rezultatele produse pot fi transmise prin parametri. Parametrii formali se
specificd in antetul functiei sau procedurii, iar parametrii actuali — in locul apelului.

In completare la modul de transmitere a datelor prin parametri, limbajul PASCAL
permite comunicarea prin variabile globale.

Orice variabila este locald in subprogramul in care a fost declaratd. O variabila
este globald relativ la un subprogram atunci cind ea este declarata in programul
sau subprogramul ce il cuprinde fara sa fie redeclarata in subprogramul in studiu.
Intrucit variabilele globale sint cunoscute atit in subprogram, cit si in afara lui, ele
pot fi folosite pentru transmiterea datelor de prelucrat si returnarea rezultatelor.

Exemplu:

Program P108;
{Conuni carea prin variabile gl obale }
var a, {variabil 3 globala in P}
b : real; {variabil & globals in P, F}

procedure P;

var ¢ : integer; {variabili localada Tn P}
begi n

c:=2;

b: =a*c;

end; { P}

function F : real;

var a : 1..5; {variabil s locald in F }
begi n

a: =3;

F: =a+b;

end; { F}

begi n
a: =1,
P;
writeln(b); {se afiseaza 2. 0000000000E+00 }
writeln(F); {se afiseaza 5. 0000000000E+00 }
readl n;

end.

Datele de prelucrat se transmit procedurii P prin variabila globala a. Rezultatul
produs de procedura se returneaza in blocul de apel prin variabila globala b. Valoarea
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argumentului functiei F se transmite prin variabila globald b. Mentiondm ca varia-
bila a este locald in F si nu poate fi folositd pentru transmiterea datelor in aceasta

functie.

De obicei, comunicarea prin variabile globale se utilizeaza in cazurile in care mai
multe subprograme prelucreaza aceleasi date. Pentru exemplificare amintim func-
tiile cu argumente de tip tablou, procedurile care prelucreaza tablouri si fisiere de
angajati, persoane, elevi etc.

Intrebari si exercitii

Explicati termenii variabild globald relativ la un subprogram si variabild locald intr-un
subprogram.

Numiti variabilele globale si variabilele locale din programul P105 (fig. 1.2).

Poate fi oare o variabild locala in acelasi timp si o variabild globala relativ la un subpro-
gram?
Numiti variabilele globale si variabilele locale din programul ce urmeaza. Ce va afisa pe
ecran acest program?

Program P109;

{Conuni carea prin variabile globale }

var a : integer;

procedure P;

var b, c, d :

procedure Q
begi n
c: =b+1;
end; { Q}

procedure R
begi n
d: =c+1;
end; { R}
begi n
b: =a;
Q
R;
a: =d;
end; { P}

begi n
a: =1;
2
witeln(a);
readl n;
end.

i nt eger;
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© Se considera declaratiile

Type O a=0..23;
G ade=- 40. . +40;
Tenperatura=array [Oa] of G ade;

Componentele unei variabile de tip Tenper at ur a reprezinta temperaturile masurate
din ord in ord pe parcursul a 24 de ore. Elaborati o procedura care:
a) indica maximumul si minimumul temperaturii;
b) indica ora (orele) la care s-a inregistrat o temperaturd maxima;
¢) inscrie ora (orele) la care s-a inregistrat o temperatura minima intr-un fisier text.
Comunicarea cu procedurile respective se va face prin variabile globale.
@ Se considera fisiere arbitrare de tip text. Elaborati o functie care:
a) returneaza numarul de linii dintr-un fisier;
b) calculeaza numarul de vocale dintr-un text;
¢) calculeaza numarul de cuvinte dintr-un text (cuvintele reprezintd siruri de caractere
separate prin spatiu sau sfirsit de linie);
d) returneaza lungimea medie a liniilor din text;
e) calculeaza lungimea medie a cuvintelor din text;
f) returneaza numarul semnelor de punctuatie din text.
Comunicarea cu functiile respective se va face prin variabile globale.

1.6. Efecte colaterale

Destinatia unei functii este si intoarca ca rezultat o singura valoare. In mod
obisnuit, argumentele se transmit functiei prin parametri-valoare, iar rezultatul
calculat se returneaza in locul de apel prin numele functiei. In completare, limba-
jul PASCAL permite transmiterea argumentelor prin variabile globale si parame-
tri-variabila.

Prin efect colateral se intelege o atribuire (in corpul functiei) a unei valori la o va-
riabila globald sau la un parametru formal variabila. Efectele colaterale pot influenta
in mod neasteptat executia unui program si complica procesele de depanare.

Prezentam in continuare exemple defectuoase de programare, care folosesc func-
tii cu efecte colaterale.

Program P110;
{Efect colateral - atribuire la o variabil & gl obal 5}
var a : integer; { variabil& global & }
function F(x : integer) : integer;
begi n
F: =a*x;
a: =a+l; {atribuire defectuoass }
end; { F}
begi n
a: =1;
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witeln(F(1)); { se afiseazad 1 }
witeln(F(1)); { se afiseaza 2 }
witeln(F(1l)); { se afiseaza 3 }
readl n;

end.

In programul P110 functia F returneaza valoarea expresiei a* x. Pe lingd aceasta
ins3, atribuirea a: =a+1 altereaz4 valoarea variabilei globale a. In consecinta, pentru
una si aceeasi valoare 1 a argumentului X functia returneaza rezultate diferite, fapt
ce nu se incadreaza in conceptul uzual de functie.

Program P111,;
{Efect colateral - atribuire |la un paranetru formal}
var a : integer;
function F(var x : integer) : integer;
begi n
F: =2*x;
X: =xX+1; { atribuire defectuoassa }
end; { F}
begi n
a: =2;
witeln(F(a)); { se afiseaza 4 }
witeln(F(a)); { se afiseaza 6 }
witeln(F(a)); { se afiseaza 8 }
readl n;
end.

In programul P111 functia F returneazd valoarea expresiei 2* x. Intrucit x este
un parametru formal variabila, atribuirea X: =x+1 schimba valoarea parametrului
actual din apel, si anume a variabilei a din programul principal. Faptul ca apelurile
textual identice F(a), F(a) si F(a) returneaza rezultate ce diferd poate crea con-
fuzii in procesul depandrii.

In cazul procedurilor, atribuirile asupra variabilelor globale produc efecte co-
laterale similare celor discutate pentru astfel de atribuiri la functii. Intrucit mijlo-
cul-standard de intoarcere de rezultate din procedurd este prin parametri formali
variabild, atribuirile asupra unor astfel de parametri nu sint considerate ca efecte
colaterale.

Efectele colaterale introduc abateri de la procesul-standard de comunicare, prin
care variabilele participante sint desemnate explicit ca parametri formali in decla-
ratie si parametri actuali in apel. Consecintele efectelor colaterale se pot propaga
in domeniul de vizibilitate al declaratiilor globale si pot interfera cu cele similare,
produse la executia altor proceduri si functii. In astfel de conditii, utilizarea varia-
bilelor globale devine riscanta. Prin urmare, la elaborarea programelor complexe se
vor aplica urmadtoarele recomandari:
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1. Comunicarea functiilor cu mediul de chemare se va face prin transmiterea de
date spre functie prin parametri formali valoare si intoarcerea unui singur rezultat
prin numele ei.

2. Comunicarea procedurilor cu mediul de chemare se va face prin transmiterea
de date prin parametri formali valoare sau variabild si intoarcerea rezultatelor prin
parametri formali variabila.

3. Variabilele globale pot fi folosite pentru transmiterea datelor in subprograme,
insd valorile lor nu trebuie s fie schimbate de acestea.

Intrebari si exercitii

O Care este cauza efectelor colaterale? Ce consecinte pot avea aceste efecte?
® Precizati ce vor afisa pe ecran programele ce urmeaza:

Program P112;
{Efecte col ateral e }
var a, b : integer;

function F(x : integer) : integer;
begi n
F: =a*x;
b: =b+1;
end; { F}

function G(x : integer) : integer;
begi n
G =b+x;
a: =a+l;
end; { G}
begi n
a:=1; b:=1;
writeln(F(1));
witeln(Q1));
writeln(F(1));
witeln(Q1));
readl n;
end.

Program P113;
{Efecte col ateral e }
var a : integer;

b : real;

function F(var x : integer) : integer;
begi n
F: =x;
X: =X+1;
end; { F}
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© Cum pot fi evitate efectele colaterale?

1.7. Recursia

Recursia se defineste ca o situatie in care un subprogram se autoapeleaza fie di-
rect, fie prin intermediul altei functii sau proceduri. Subprogramul care se autoape-
leazd se numeste recursiv.

De exemplu, presupunem ca este definit tipul

Functia factorial



1, daca n=0;

f(n):{n-f(n—l), daci n>0

poate fi exprimatd in PASCAL, urmind direct definitia, in forma:

function F(n : Natural) : Natural
begi n

if n=0 then F: =1

el se F:.=n*F(n-1)
end; {F}

Efectul unui apel F( 7) este declansarea unui lant de apeluri ale functiei F pentru
parametrii actuali 6, 5, ..., 2, 1, O:

F(7) -> F(6) -> F(5) -> ... -> F(1) -> F(0).

Apelul F(0) determind evaluarea directd a functiei si oprirea procesului repe-
titiv; urmeaza revenirile din apeluri si evaluarea lui F pentru 1, 2, ..., 6, 7, ultima
valoare fiind intoarcerea in locul primului apel.

Functia

0, daca n=0;
fib(n)=11, dacd n=1;
fib(n—=1)+ fib(n—2), daca n>1

are ca valori numerele lui Fibonacci. Urmind definitia, obtinem:

function Fib(n:Natural): Natural
begi n
if n=0 then Fib:=0
else if n=1 then Fib: =1
el se Fi b: =Fi b(n-1) +Fi b(n-2)
end; {Fi b}

Fiecare apel al functiei Fi b pentru n > 1 genereaza doud apeluri Fi b(n-1),
Fi b(n-2) s.am.d., de exemplu:

Fib(4) ->
Fib(3), Fib(2) ->
Fib(2), Fib(1), Fib(1), Fib(0) ->
Fib(1), Fib(0).

Din exemplele in studiu se observa ca recursia este utila pentru programarea unor cal-
cule repetitive. Repetitia este asigurata prin executia unui subprogram care contine un apel
la el insusi: cind executia ajunge la acest apel, este declansata o noua executie s.a.m.d.

Evident, orice subprogram recursiv trebuie sa includd conditii de oprire a procesu-
lui repetitiv. De exemplu, in cazul functiei factorial procesul repetitiv se opreste cind n
ia valoarea 0; in cazul functiei Fi b procesul se opreste cind 7 ia valoarea 0 sau 1.

La orice apel de subprogram, in memoria calculatorului vor fi depuse urmatoa-
rele informatii:
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— valorile curente ale parametrilor transmisi prin valoare;

— locatiile (adresele) parametrilor-variabila;

— adresa de retur, adicd adresa instructiunii ce urmeaza dupa apel.

Prin urmare, la apeluri recursive spatiul ocupat din memorie va creste rapid,
riscind depasirea capacitatii de memorare a calculatorului. Astfel de cazuri pot fi
evitate, inlocuind recursia prin iteratie (instructiunile f or, whi | e, r epeat ). Pentru
exemplificare prezentam o forma nerecursiva a functiei factorial:

function F(n: Natural): Natural;

var i, p : Natural;

begi n
o =i
for i:=1 to n do p:=p*i;
F.=p;

end; {F}

Recursia este deosebit de utild in cazurile in care elaborarea unor algoritmi ne-
recursivi este foarte complicata: translatarea programelor PASCAL in limbajul cod-
masind, grafica pe calculator, recunoasterea formelor s.a.

Intrebari gi exercitii

O Cum se executd un subprogram recursiv? Ce informatii se depun in memoria calculato-
rului la executia unui apel recursiv?

@® Care este diferenta dintre recursie si iteratie?

© Elaborati o forma nerecursiva a functiei lui Fibonacci.

(4]

Scrieti un subprogram recursiv care:

a) calculeaza suma S(n)=1+3+5+..+(2n-1);

b) calculeaza produsul P(n) =1 x4 x 7 x ... x (3n-2);
¢) inverseaza un sir de caractere;

d) calculeaza produsul P(n) =2 x4 x 6 x ... x 2n.

© Elaborati un program care citeste de la tastatura numerele naturale m, n si afiseaza pe
ecran valoarea functiei lui Ackermann:

n+1, daca m =0;
a(m,n)=1a(m-1,1), daca n =0;
a(m-1,a(m,n-1)), dacai m >0g5in>0.

Calculati a(0, 0), a(1, 2), a(2, 1) si a(2, 2). Tncerca';i sa calculati a(4, 4) si a(10, 10). Explicati
mesajele afisate pe ecran.
® Se considera declaratia

type Vector=array [1..20] of integer;

Elaborati un subprogram recursiv care:
a) afiseaza componentele vectorului pe ecran;
b) calculeaza suma componentelor;
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¢) inverseaza componentele vectorului;

d) calculeaza suma componentelor pozitive;

e) verifica daca cel putin o componenta a vectorului este negativa;

f) calculeaza produsul componentelor negative;

g) verifica daca cel putin o componentd a vectorului este egala cu un numar dat.
@ Elaborati o forma nerecursiva a functiei ce urmeaza:

function S(n: Natural): Natural;
begi n
if n=0 then S:=0
el se S:=n+S(n-1)
end; {S}

© Scrieti o functie recursiva care returneaza valoarea t r ue daca sirul de caractere s este
conform definitiei

<Numdr> == <Cifrd> | <Cifrd> <Numdr>
Indicatie. Forma unei astfel de functii deriva din formula metalingvistica. Varianta nerecursiva
function N(s : string) : bool ean;

var i : integer;
p : bool ean

begi n
pr=(s<>");
for i=1 to length(s) do
p:=p and (s[i] in['0..791]);
N: =p;
end;

deriva din definitia
<Numdr> = <Cifrd> {<Cifra>}
© Se considera urmatoarele formule metalingvistice:
<Numdr> := <Cifra> {<Cifrd>}
<Semn> =+ -
<Expresie> = <Numdr> | <Expresie> <Semn> <Expresie>

Scrieti o functie recursiva care returneaza valoarea t r ue daca sirul de caractere s este
conform definitiei unitatii lexicale <Expresie>.

1.8. Sintaxa declaratiilor gi apelurilor de subprograme
In general, definirea unei functii se face cu ajutorul urmatoarelor formule meta-
lingvistice:

<Functie> == <Antet functie>, <Corp>
| <Antet functie>; <Directivi>
| functi on <Identificator>;, <Corp>
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<Antet functie> ::=
functi on <Identificator> [<Listd parametri formali>] : <Identificator>

Diagramele sintactice sint prezentate in figura 1.3.

<Functie>

Antet functie

D

irectiva

funct i on)e{Identificator]-==|Corp

<Antet functie>

4>G unct i On}—'Identiﬁcatorlﬁ
C—|List‘¢i parametri formali |->

Fig. 1.3. Sintaxa declaratiilor de functii

Procedurile se definesc cu ajutorul urmatoarelor formule:

<Proceduria>::=<Antet proceduri>; <Corp> | <Antet procedurid>; <Directivi>
| procedur e <Identificator>; <Corp>

<Antet procedura> := pr ocedur e <Identificator> [<Listd parametri formali>]

Diagramele sintactice sint prezentate in figura 1.4.

Corp
.l

irectivad

<Procedurd>

Antet procedurd

pr ocedur e }={Identificator|-={Corp

<Antet procedurd>

4’@"’ ocedur e)—»'ldentiﬁcatorlj

L—|Listd parametri formalil

Fig. 1.4. Sintaxa declaratiilor de proceduri

Y
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Listele de parametri formali au urmatoarea sintaxa:
<Listd parametri formali> ::=
( <Parametru formal> {; <Parametru formal>})

<Parametru formal> ::=
[var | <Identificator>{, <Identificator>}: <Identificator>
| <Antet functie>
| <Antet proceduri>

Diagrama sintactica este prezentata in figura 1.5.

<Listd parametri formali>

Antet procedurd

Y

Fig. 1.5. Diagrama sintactica <Listd parametri formali>

Amintim ca in lipsa cuvintului-cheie var identificatorii din listd specificd para-
metrii-valoare. Cuvintul var prefixeaza parametrii-variabila. Antetul unei functii
(proceduri) din lista specifica un parametru-functie (procedura). In Turbo PASCAL
astfel de parametri se declard explicit ca apartinind unui tip procedural si au forma
parametrilor-valoare. Limbajul PASCAL extinde sensul uzual al notiunii de functie,
permitind returnarea valorilor nu numai prin numele functiei, ci si prin parametri-
variabila.

Un apel de functie are forma:

<Apel functie> ::= <Nume functie> [<Listd parametri actuali>]
iar o instructiune apel de procedura:

<Apel procedura> ::= <Nume proceduri> [<Listd parametri actuali>]

Parametrii actuali se specificd cu ajutorul formulelor:
<Listd parametri actuali> ::= ( <Parametru actual> {, <Parametru actual>})
<Parametru actual> ::=<Expresie> | <Variabili> | <Nume functie>

| <Nume procedura>

Diagrama sintactica este prezentata in figura 1.6.
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<Apel functie>
——l <Nume functie> |——| Listd parametri actuali |——

<Apel procedurd>

—>| Nume procedurd |—>| Listd parametri actuali I——

<Listd parametri actuali>

N ——
| Variabila_

Variabild

Nume functie

Fig. 1.6. Sintaxa apelurilor de functii si proceduri

Corespondenta intre un parametru actual si parametrul formal se face prin pozi-
tia ocupatd de acestia in cele doua liste.

In cazul unui parametru-valoare drept parametru actual poate fi utilizatd ori-
ce expresie, in particular, o constantad sau o variabila. Expresia respectiva trebuie
sd fie compatibild din punctul de vedere al atribuirii cu tipul parametrului formal.
Modificdrile parametrilor-valoare nu se transmit in exteriorul subprogramului.

In cazul unui parametru-variabila drept parametri actuali pot fi utilizate numai va-
riabile. Modificarile parametrilor-variabild se transmit in exteriorul subprogramului.

In cazul unui parametru-functie (proceduri) drept parametru actual poate fi uti-
lizat orice nume de functie (procedurd), antetul cdreia are forma specificatd in lista
parametrilor formali.

Intrebari si exercitii

O Cind se utilizeaza declaratiile de forma
function <ldentificator>; <Corp>?

® Indicati pe diagramele sintactice din figurile 1.3 si 1.5 drumurile care corespund declara-
tiilor de functii din programul P106, paragraful 1.4.

© Care este diferenta dintre un parametru-valoare si un parametru-variabila?

O Indicati pe diagramele sintactice din figurile 1.4 si 1.5 drumurile care corespund declara-
tiilor de proceduri din programul P101, paragraful 1.3.

© Indicati pe diagramele sintactice din figurile 1.3-1.6 drumurile care corespund declarati-
ilor si apelurilor de subprograme din programul P105, paragraful 1.4.
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Capitolul 2

STRUCTURI DINAMICE
DE DATE

2.1. Variabile dinamice. Tipul referinta

Variabilele declarate in sectiunea var a unui program sau subprogram se nu-
mesc variabile statice. Numarul variabilelor statice se stabileste in momentul scrierii
programului si nu poate fi schimbat in timpul executiei. Exista insd situatii in care
numadrul necesar de variabile nu este cunoscut din timp.

De exemplu, presupunem ca este necesard prelucrarea datelor referitoare la per-
soanele care formeaza un sir de asteptare (o coadd) la o casa de bilete. Lungimea
cozii este nedefinitd. De fiecare datd cum apare o persoana noud, trebuie sa se creeze
o variabild de tipul respectiv. Dupd ce persoana pleacd, variabila corespunzatoare
devine inutila.

Variabilele care sint create si eventual distruse in timpul executiei programului se
numesc variabile dinamice.

Accesul la variabilele dinamice se face prin intermediul variabilelor de tip referin-
td. De obicei, un tip referinti se defineste printr-o declaratie de forma:

type T, = "Ty;

unde T, este numele tipului referintd, iar T, este tipul de baza. Semnul ,*” se citeste
»adresd”. Evident, pot fi utilizate si tipuri referintd anonime. Diagrama sintactica
<Tip referinti> este prezentata in figura 2.1.

<Tip referintd>

4—@—> Tip e

Fig. 2.1. Diagrama sintactica <Tip referintd>

Multimea de valori ale unui tip de date referinti consta din adrese. Fiecare adresa
identifica o variabild dinamica ce apartine tipului de baza. La aceastd multime de
adrese se mai adaugd o valoare speciald, notata ni | (zero), care nu identifica nicio
variabila.

Exemplu:
type Adresal nt eger ="i nt eger;
Adr esaChar ="char ;
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var i : Adresal nteger;
r . “real;
¢ : AdresaChar;

Valoarea curentd a variabilei i va indica o variabild dinamicd de tipul i nt e-
ger . Intr-un mod similar, variabilele de tip referinti r si ¢ identifica variabile de ti-
pulreal si, respectiv, char . Subliniem faptul ca tipurile de date Adr esal nt eger,
Adr esaChar si tipul anonim "r eal sint tipuri referintd distincte.

Operatiile care se pot face cu valorile unui tip de date referinti sint = si <>. Valorile
de tip referintd nu pot fi citite de la tastatura si afisate pe ecran.

Crearea unei variabile dinamice se realizeaza cu procedura predefinita new (nou).
Apelul acestei proceduri are forma

new( p)

unde p este o variabila de tip referintd.

Procedura alocd spatiu de memorie pentru variabila nou-creatd si returneaza
adresa zonei respective prin variabila p. In continuare variabila dinamica poate fi
accesatd prin asa-zisa dereperare: numele variabilei de tip referinti p este urmat de
semnul de ,*”. Dereperarea unei variabile de tip referinti cu continutul ni | va de-
clansa o eroare de executie.

Exemplu:

new(i); i”:=1 — crearea unei variabile dinamice de tipul i nt eger ; variabilei
create i se atribuie valoarea 1;

new(r); r”:=2.0 — crearea unei variabile dinamice de tipul r eal ; variabilei
create i se atribuie valoarea 2 . 0;

new(c); c”:="*' — crearea unei variabile dinamice de tipul char ; variabilei
create i se atribuie valoarea "* ’.

Subliniem faptul cd variabila dinamica p” obtinuta printr-un apel new( p) este
distincta de toate variabilele create anterior. Prin urmare, executarea instructiu-
nilor

new(p); new(p); ...; new(p)

conduce la crearea unui sir v,, v,, ..., v, de variabile dinamice. Numai ultima variabilad
creatd, v, , este referitd prin p~. Intrucit valorile variabilelor de tip referinti reprezin-
td adresele anumitor zone din memoria internd a calculatorului, variabilele in studiu
se numesc indicatori de adresa.

Distrugerea unei variabile dinamice si eliberarea zonei respective de memorie se
realizeaza cu procedura predefinitd di spose (a dispune). Apelul acestei proceduri
are forma:

di spose(p)
unde p este o variabild de tip referintd.
Exemple:

di spose(i); dispose(r); dispose(c)
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Dupa executarea instructiunii di spose( p) valoarea variabilei de tip referintd p
este nedefinita.

Asupra variabilelor dinamice se pot efectua toate operatiile admise de tipul de
baza.

Exemplu:

Program P117;

{Operatii cu variabile dinamce }

type Adresal nt eger ="i nt eger ;

var i, j, k : Adresal nteger;

r, s, t: “~real;

begi n
{crearea variabilelor dinam ce de tipul integer }
new(i); new(j); new(k);
{operatii cu variabilele create }
i Ar=1y jA=2;
kA =i A+j n:
writel n(k?);
{crearea variabil el or dinamce de tipul real }
new(r); new(s); new(t);
{operatii cu variabilele create }
ro:=1.0; s”:=2.0;
tA=r N st
witeln(t?);
{di strugerea vari abil el or di nani ce }
di spose(i); dispose(j); dispose(k);
di spose(r); dispose(s); dispose(t);
readl n;

end.

Spre deosebire de variabilele statice, care ocupd zone de memorie stabilite de
compilator, variabilele dinamice ocupd zone de memorie oferite de procedura new.
Zonele respective sint eliberate de procedura di spose si pot fi reutilizate pentru
crearea unor variabile dinamice noi. Prin urmare, procedurile newsi di spose asi-
gurd alocarea (rezervarea) dinamica a memoriei: spatiul de memorie este atribuit
unei variabile dinamice numai pe durata existentei ei.

Numarul de variabile dinamice ce pot exista concomitent in timpul executiei unui
program PASCAL depinde de tipul variabilelor si spatiul de memorie disponibil.
In cazul in care tot spatiul de memorie este deja ocupat, apelul procedurii new va
declansa o eroare de executie.

Exemplu:

Program P118;

{Eroare: depasirea capacitatii nmenoriei }
| abel 1;

var i : “integer;
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begi n
1: newi);
goto 1;
end.

Alocarea dinamica a memoriei necesitd o atentie sporita din partea programato-
rului care este obligat sd asigure crearea, distrugerea si referirea corecta a variabile-
lor dinamice.

Intrebari si exercitii

O Care este diferenta dintre variabilele statice si variabilele dinamice?
® Cum se identifica variabilele dinamice?

© |Indicati pe diagrama sintactica din figura 2.7 drumurile care corespund declaratiilor de
tipuri referinta din programul P117.

® Se considerd declaratiile:

type AdresaReal ="r eal ;
var r : AdresaReal ;

Precizati multimea de valori ale tipului de date Adr esaReal si multimea de valori pe
care le poate lua variabila dinamica r .

© Ce operatii se pot efectua cu valorile unui tip de date referintd? Cu variabilele dinamice?
® Se considerd declaratiile:

type AdresaTablou = “array [1..10] of integer;
var t : AdresaTabl ou;

Precizati multimea de valori ale tipului de date Adr esaTabl ou si multimea de valori
pe care le poate lua variabila dinamicat .

® Comentati programul:

Program P119;

{Eroare }

var r, s : “real;

begi n
FAS=1ENS A=
witeln('r*=", r”, ' sh=' | sM);
readl n;

end.

©® Elaborati un program in care se creeazd doua variabile dinamice de tipul sir de caractere.
Atribuiti valori variabilelor create si afisati la ecran rezultatul concatendrii sirurilor respective.

O Ce va afisa pe ecran programul ce urmeaza?

Pr ogr am P120;
var i : “integer;
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begi n

new(i); i”:=1;
new(i); i”:=2;
new(i); i”:=3;
witeln(i?);
r eadl n;

end.

©® Comentati programul:

Program P121;
{Eroare }
var i, j : “integer;
begi n
new(i);
i ~:=1;
di spose(i);
new(j);
jrr=2;
di spose(j);
witeln(inr=, in, 7 A=, N
readl n;
end.

® Explicati expresia alocarea dinamica a memoriei.

2.2. Structuri de date

O structura de date este formata din datele propriu-zise si relatiile dintre ele. In
functie de modul de organizare, o structura de date poate fi implicita sau explicita.

Tablourile, sirurile de caractere, articolele, fisierele si multimile studiate in capito-
lele precedente sint structuri implicite de date. Relatiile dintre componentele acestor
sructuri sint predefinite si nemodificabile. De exemplu, toate componentele unui sir
de caractere au un nume comun, iar caracterul s[ i +1] este succesorul caracterului
s[i] invirtutea pozitiei ocupate.

Intrucit structura tablourilor, sirurilor de caractere, articolelor, multimilor si fisi-
erelor nu se modifica in timpul executiei oricdrui program sau subprogram, variabi-
lele respective reprezinta structuri statice de date.

Folosind date cu structura implicitd, putem rezolva reprezentativ o clasa limitata
de probleme. In multe cazuri relatiile dintre componente nu numai ci se modifica
dinamic, dar in acelasi timp pot deveni deosebit de complexe.

De exemplu, in cazul unui fir de asteptare la o casa de bilete relatiile dintre per-
soane se modifica: persoanele nou-sosite se asaza la rind; persoanele in criza de timp
pleaca fara sd-si mai procure bilete; persoanele care au plecat pentru un timp isi pas-
treazd rindul s.a.m.d. In cazul proiectarii asistate de calculator a retelelor de circula-
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tie, statiile, rutele, capacitatea de trafic s.a. pot fi stabilite interactiv de catre utilizator.
In astfel de situatii utilizarea datelor cu structura implicitd devine nenaturald, dificila
si ineficienta.

Prin urmare, este necesara folosirea unor structuri de date in care relatiile dintre
componente sd fie reprezentate si prelucrate in mod explicit. Acest efect se poate
obtine atasind fiecarei componente o informatie ce caracterizeaza relatiile acesteia
cu alte date ale structurii. In cele mai multe cazuri, informatia suplimentara, numita
informatie de structurd, se reprezintd prin variabilele de tipul referinta.

Structurile de date componentele carora sint create si eventual distruse in timpul exe-
cutiei programului se numesc structuri dinamice de date. Structurile dinamice frecvent
utilizate sint: listele unidirectionale, listele bidirectionale, stivele, cozile, arborii s.a.

O structura de date este recursiva dacd ea poate fi descompusa in date cu aceeasi
structura. Pentru exemplificare mentionam listele unidirectionale si arborii care vor
fi studiati in paragrafele urmatoare.

Intrebari si exercitii

O Explicati termenul structurd de date. Dati exemple.

® Care este diferenta dintre structurile implicite si structurile explicite de date?

© O structurd de date este omogena daca toate componentele sint de acelasi tip. In caz
contrar, structura de date este eterogena. Dati exemple de structuri omogene si struc-
turi eterogene de date.

® Care este diferenta dintre structurile statice si structurile dinamice de date?

© Explicati termenul structurd recursivd de date.

2.3. Liste unidirectionale

Listele unidirectionale sint structuri explicite si dinamice de date formate din
celule. Fiecare celuld este o variabild dinamica de tipul record ce contine, in prin-
cipal, doud cimpuri: cimpul datelor si cimpul legaturilor. Cimpul datelor memo-
reazd informatia prelucrabild asociata celulei. Cimpul legaturilor furnizeaza indi-
catorul de adresa corespunzator celulei la care se poate ajunge din celula curenta.
Se considerad ca orice celuld poate fi atinsa pornind de la o celuld privilegiata, nu-
mitd baza listei.

Pentru exemplificare, in figura 2.2 este prezentata o lista unidirectionald formata
din 4 celule. Celulele contin elementele A, B, Csi D.

Datele necesare pentru crearea si prelucrarea unei liste unidirectionale pot fi de-
finite prin declaratii de forma:

type Adr esaCel ul a="Cel ul a;
Cel ul a=record
Info : string;
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Um : AdresaCel ul a;
end;
var P : AdresaCel ul a;

Informatia utild asociatd unei celule se memoreaza in cimpul | nf o, iar adresa
celulei urmatoare in cimpul Ur m Pentru simplificare se considera ca cimpul | nf o
este de tipul sir de caractere. Ultima celuld din listd va avea in cimpul Ur mvaloarea
nil. Adresa primei celule (adresa de bazd) este memorata in variabila de tip refe-
rintd P (fig. 2.2).

P
cimp indicator
date de adresd
;j‘ \
celuld cimp legaturi ni | /

Fig. 2.2. Lista unidirectionala

Subliniem faptul ca in definitia tipului referinta Adr esaCel ul a tipul de baza
Cel ul a incd nu este cunoscut. Conform regulilor limbajului PASCAL, acest lucru
este posibil numai in cazul variabilelor dinamice, cu conditia ca tipul de baza sa fie
definit mai tirziu in aceeasi declaratie.

O lista unidirectionald poate fi creatd adaugind la virful listei cite un element.
Initial lista in curs de constructie este vida, adica nu contine nicio celula.

Exemplu:

Program P122;
{Crearea listei unidirectionale A->B->C >D }
type AdresaCel ul a="Cel ul a;
Cel ul a=record
Info : string;
U m: AdresaCel ul a;

end;

var P, {adresa de bazi }

R,V : AdresaCel ul a;
begi n
{1 - initial lista este vida }
P: =ni | ;
{2 - adaugarea celulei A}
new R); {crearea unei celule }
P: =R; {initializarea adresei de bazi }
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Rr.Info:="A"; {incarcarea informatiei utile }
R.Um=nil; {inscrierea indicatorului "sfirsit de lists” }
V: =R; {menorarea adresei virfului }
{3 - adaugarea celulei B}
new R) ; {crearea unei celule }
R*.Info:="B; {incarcarea informatiei utile }
RM.Um=nil; {inscrierea indicatorului "sfirsit de listg” }
VA Urm =R; {crearea legaturii A-> B}
V: =R, {actual i zarea adresei virfului }
{4 - adaugarea celulei C}
new R) ; {crearea unei celule }
Rr.Info:="C; {incarcarea informatiei utile }
RM.Um=nil; {inscrierea indicatorului "sfirsit de listg” }
VA U m =R, {crearea legaturii B-> C}
V: =R; {actual i zarea adresei virfului }
{5 - adaugarea celulei D}
new R) ; {crearea unei celule }
R*.Info:="D; {incarcarea informatiei utile }
RM.Um=nil; {inscrierea indicatorului "sfirsit de listg” }
VA Urm =R; {crearea legaturii C-> D}
V: =R, {actual i zarea adresei virfului }
{afisarea listei create }
R =P;
while R<>nil do begin

witeln(R*. Info);

R =R*. Urm

end;

readl n;
end.

Procesul de construire a listei in studiu este prezentat in figura 2.3. Variabila V
(adresa virfului) din programul P122 retine adresa ultimei celule deja create pentru
a-i pozitiona indicatorul de adresa V*. Ur m Se procedeazd astfel pentru cd in mo-
mentul in care completdm cimpurile R*. | nf 0 si R*. Ur male celulei curente incd nu
se cunoaste adresa celulei ce urmeaza.

Listele cu un numar arbitrar de celule pot fi create si afisate cu ajutorul procedu-
rilor respective din programul P123:

Program P123;
{ Crearea listelor unidirectional e}
type AdresaCel ul a="Cel ul a;
Cel ul a=record
Info : string;
Urm : AdresaCel ul a;
end;
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1 - initial lista este vidd
']

2 - addugarea celulei A
pPe v

3 - addugarea celulei B
P \%4

4] B

4 - addugarea celulei C
P l VI

=

5 - addugarea celulei D

Fig. 2.3. Crearea listei unidirectionale




Orice lista unidirectionald poate fi definitd recursiv dupa cum urmeaza:

a) o celuld este o lista unidirectionald;

b) o celuld ce contine o legatura catre o alta lista unidirectionala este o lista unidi-
rectionald.

Pentru a sublinia faptul ca listele unidirectionale sint structuri recursive de date,
declaratiile respective pot fi transcrise in forma:




Proprietdtile listelor unidirectionale pot fi reproduse partial prin memorarea ele-
mentelor respective intr-un tablou unidimensional. De exemplu, datele din figura 2.2
pot fi reprezentate in forma:

var L : array [1..4] of string;

L[1]:

S
L[2]:="PB;
L[3]:="'C;
L[4]:="'D;

Insd o astfel de reprezentare nu permite crearea si prelucrarea structurilor de date
cu un numadr arbitrar de elemente.

Intrebari si exercitii

© Cum se definesc datele necesare pentru crearea unei liste?

@® C(are este destinatia cimpului datelor din componenta unei celule? Care este destinatia
cimpului legaturilor? Ce informatie se inscrie in acest cimp?

© Scrieti un program care creeaza lista unidirectionala din figura 2.2, adaugind cite un ele-
ment la baza listei.

O Elaborati o procedura care schimba cu locul doua elemente din lista.

© De la tastatura se citesc numere intregi diferite de zero. Se cere sa se creeze doua liste,
una a numerelor negative, iar alta — a numerelor pozitive.

O Prin ce se explica faptul ca listele unidirectionale sint structuri recursive de date?

2.4. Prelucrarea listelor unidirectionale

Operatiile frecvent utilizate in cazul listelor unidirectionale sint:

- parcurgerea listei si prelucrarea informatiei utile asociate fiecarei celule;
- cdutarea unui anumit element, identificat prin valoarea sa;

- includerea (inserarea) unui element intr-un anumit loc din lista;

- excluderea (stergerea) unui element dintr-o listd s.a.

Presupunem ca existd o listd nevida (fig. 2.2) definitd prin declaratiile:

type AdresaCel ul a="Cel ul a;
Cel ul a=r ecor d;
Info : string;
Um : AdresaCel ul a
end;

Variabila P indica adresa de baza a listei in studiu.
Parcurgerea listei se realizeaza conform urmatoarei secvente de instructiuni:
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R =P; {pozi tionare pe celula de bazs }
whi l e R<>nil do
begi n
{prelucrarea informatiei din cinpul R*.Info }
R =R*. Um { pozitionare pe celula urmitoare }
end;

Cautarea celulei ce contine elementul specificat de variabila Chei e este realizata
de secventa:

R =P;
while R*.Info<>Cheie do R =R*. Um

Adresa celulei in studiu va fi retinutd in variabila R.

Subliniem faptul cd aceastd secventd se executa corect numai in cazul in care lista
include cel putin o celuld ce contine informatia cutata. In caz contrar, se ajunge la
virful listei, variabila R ia valoarea ni | , iar dereperarea R* provoacd o eroare de
executie. Pentru a evita astfel de erori, se utilizeaza secventa:

R: =P;

whil e R<>nil do

begin
if R*.Info=Cheie then goto 1;
R =R*. Um

end;

1:

Intrucit listele unidirectionale sint structuri recursive de date, operatia de cautare
poate fi realizata si de un subprogram recursiv:

type Li st a="Adr esaCel ul a;
Cel ul a=record,;
Info : string;
Um: Lista;
end;
var P : Lista;

function Caut (P : Lista; Cheie : string):Lista;
begi n
if P=nil then Caut: =nil
el se
if PN Info=Cheie then Caut:=P
el se Caut:=Caut (P*. Urm Cheie)

end;

Functia Caut returneaza adresa de baza a sublistei ce contine in prima celula,
dacd existd, elementul specificat de parametrul Chei e.

Includerea celulei referite de indicatorul Q dupa celula referitd de indicatorul R
(fig. 2.4) este realizata de secventa de instructiuni:

41



i
BB
RI ?

Fig. 2.4. Includerea unui element in lista:
a - lista pina la includere; b - lista dupa includere

Q. Um =R*. U m
RN U m=Q

Excluderea celulei R din listd necesitd aflarea adresei Q a celulei precedente si
modificarea indicatorului de adresa Q. Ur m(fig. 2.5):

OR=F;
while Q. U n<>R do Q =Q*. Urm
Q\. Um=R*. U m

Mentionam ca includerea sau excluderea elementului din baza listei necesita ac-
tualizarea adresei de bazi P.

Exemplu:

Program P124;
{Crearea si prelucrarea unei |iste unidirectionale }
type AdresaCel ul a="Cel ul a;
Cel ul a=record
Info : string;
U m: AdresaCel ul a;
end;
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b)

Fig. 2.5. Excluderea unui element din lista:
a - lista pina la excludere; b - lista dupa excludere
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while R<>nil do

begi n
if R.Info=Cheie then goto 1;
Q=R
R =R*. U m

end;

1:if R=nil then witel n(’ El enent inexistent’)
el se begin
if REP then P.=R*. Umelse Q. Um=R".Um

di spose(R);
end;
end; { Exclud }
begi n
P.=nil; { initial lista este vida }
r epeat

witeln(’ Meniu:’);
witeln('’C - Crearea listei’);
witeln('l - Includerea elenmentului’);
witeln(’'E - Excluderea elenmentului’);
witeln(’A - Afisarea listei la ecran’);
witeln(’O- Oprirea progranului’);
wite(’ Ootiunea="); readln(c);
case c of

"C : Creare;

"1 : Includ;

"E . Exclud;
A Afis;
'O

el se witeln(’ Opti une necunoscut &

end;
until c=" O ;
end.

Procedura Cr ear e formeaza o listd unidirectionald cu un numar arbitrar de ce-
lule. Informatia utild asociata fiecdrei celule se citeste de la tastatura. Procedura Afis
afiseaza elementele listei la ecran. Procedura | ncl ud citeste de la tastaturd elemen-
tul ce urmeaza s4 fie inclus si elementul dupa care se va face includerea. In continua-
re se cautd celula ce contine elementul specificat, dupa care, daca existd, este inclusa
celula nou-creatd. Procedura Excl ud cauta si elimind, daca existd, celula ce contine
elementul citit de la tastatura.

Intrebari gi exercitii

O Scrieti o functie nerecursiva care returneaza adresa virfului listei unidirectionale.
Transcrieti aceasta functie intr-o forma recursiva.

® Transcrieti procedurile | ncl ud si Excl ud din programul P124, fara a utiliza instructi-
uneagoto.
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© Se considera urmatoarele tipuri de date:

type AdresaCandi dat ="Candi dat ;
Candi dat =r ecord
NunePr enunme : string;
Not aMedi e : real;
U m: AdresaCandi dat
end;

Elaborati un program care:

a) creeaza o lista unidirectionala cu componente de tipul Candi dat ;

b) afiseaza lista pe ecran;

¢) exclude din lista candidatul care isi retrage actele;

d) include in lista candidatul care depune actele;

e) afiseaza pe ecran candidatii cu media mai mare de 7,5;

f) creeaza o lista suplimentara formata din candidatii cu media mai mare de 9,0;
g) exclude din lista toti candidatii cu media mai mica de 6,0.

® Elaborati o procedura care:

a) reordoneaza elementele listei unidirectionale conform unui anumit criteriu;
b) concateneaza doua liste unidirectionale;

¢) descompune o listd in doua liste;

d) selecteaza din lista elementele care corespund unui anumit criteriu.

© Elementele listei unidirectionale sint memorate intr-un tablou unidirectional. Elaborati

procedurile necesare pentru:

a) parcurgerea listei;

b) cautarea unui anumit element;

¢) includerea unui element;

d) excluderea unui element.

Care sint avantajele si neajunsurile acestei reprezentdri? Se considera ca lista va contine
cel mult 100 de elemente.

@ Scrieti o functie recursivd ce returneaza numarul de celule dintr-o lista unidirectionala.

@ Scrieti un subprogram recursiv care exclude o anumita celula din lista.

O Prin cuvint se intelege orice secventd nevida formata din literele alfabetului latin.
Elaborati un program care formeaza lista cuvintelor intilnite intr-un fisier text si calculea-
za numarul de aparitii al fiecarui cuvint. Examinati cazurile:

a) cuvintele se includ in lista in ordinea primei lor aparitii in text;
b) cuvintele se includ in lista in ordine alfabetica.

Se considera ca literele mari si mici sint identice.

2.5. Stiva

Prin stiva (in limba engleza stack) intelegem o lista unidirectionala cu proprieta-
tea cd operatiile de introducere si extragere a elementelor se fac la un singur capat
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al ei. Pozitia ocupatd in stiva de ultimul element introdus poarta numele de virf. O
stivd fara niciun element se numeste stiva vida.

Pentru exemplificare, in figura 2.6 este prezentata o stiva care contine elementele
A, B, C.

Se— C
B

S o C
A

A

b)
a)

Fig. 2.6. Stiva:

a - reprezentarea detaliatd; b — reprezentarea generalizatd

Datele necesare pentru crearea si prelucrarea unei stive pot fi definite prin decla-
ratii de forma:

type AdresaCel ul a="Cel ul a;
Cel ul a=record
Info : string;
Prec : AdresaCel ul a
end;
var S : AdresaCel ul a;

Adpresa virfului stivei este memoratd in variabila de tip referinfi S. Adresa celulei
precedente din stivd este memorata in cimpul Pr ec.

Operatia de introducere a unui element in stiva (fig. 2.7) este efectuata de secven-
ta de instructiuni:

new(R); { crearea unei celule }
{incarcarea informatiei utile Tn cinpul R*.Info }

RM. Prec:=S; { crearea legaturii catre celula precedent s
din stiva }
S:=R; { actualizarea adresei virfului }

unde Reste o variabild de tipul Adr esaCel ul a.
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a) b) 9

Fig. 2.7. Introducerea si extragerea elementelor din stiva:
a - stiva initiald; b — introducerea elementului D; ¢ - extragerea elementelor D, C

Extragerea unui element din stiva (fig. 2.7) este efectuata de secventa:

Exemplu:




procedure Extrag;
var R : AdresaCel ul a;
begi n
if S=nil then witeln(’ Stiva este vid&
el se begin
R =S;
wite('Este extras’);
witeln(’ elenentul:’);
witeln(R. Info);
S: =S*. Prec;
di spose(R);
end;
end; { Extrag }

procedure Afis;
var R : AdresaCel ul a;
begi n
if S=nil then witeln(’ Stiva este vid&
el se begin
witeln(’Stiva include elenentele:’);
R =S;
whil e R<>ni| do begin
witeln(R*. Info);

R =R*. Prec;
end;
end;
readl n;
end; { Afis }
begi n
S:=nil; { initial stiva este vids }
r epeat
witeln(’Meniu:’);
witeln(’l - Introducerea elenentului;’);

witeln('E - Extragerea elenmentul ui’);
witeln(’'A - Afisarea stivei pe ecran’);
witeln(’O- Oprirea progranului’);
wite(’ Ootiunea="); readln(c);
case c of

"1’ : Introduc;

"E : Extrag;
A Afis;
'O

el se witeln(’ Opti une necunoscut &
end;
until c="O;

end.
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Stivele mai poartd si numele de liste LIFO (last in, first out — ultimul element care
a intrat in stiva va fi primul care va iesi din ea) si sint frecvent utilizate pentru aloca-
rea dinamicd a memoriei in cazul procedurilor si functiilor recursive. Evident, stivele
pot fi simulate utilizind tablourile unidimensionalearray[1..n] of ..., insdo
astfel de reprezentare este limitatd de cele n componente ale tablourilor.

Intrebari si exercitii

O Care este ordinea de introducere si extragere a datelor din stiva?

® De la tastatura se citesc mai multe numere naturale. Afisati numerele in studiu pe ecran
in ordinea invers4 citirii.

© n figura 2.8 este reprezentata schema de manevrare a vagoanelor de tren intr-un de-
pou. Elaborati un program care citeste de la tastatura si afiseaza pe ecran datele despre
fiecare vagon intrat sau iesit din depou. Datele in studiu includ:
- numarul de inmatriculare (i nt eger);
- statia de inmatriculare (st ri ng);
—anul fabricarii (1960. . 2000);
- tipul vagonului (st ri ng);
- capacitatea de incarcare (r eal );
— proprietarul vagonului (stri ng).

Intrare —= —» lesire

Linie moarta

Fig. 2.8. Schema de manevrare a vagoanelor de tren

O Colectivele temporare de muncd sint formate si desfiintate in ordinea ,ultimul angajat va
fi primul care va fi concediat”. Elaborati un program care citeste de la tastatura si afiseaza
pe ecran datele despre fiecare persoana angajata sau concediata. Datele in studiu includ:
—-numele (stri ng);

- prenumele (st ri ng);
—anul nasterii (1930. . 1985);
- data angajarii (ziua, luna, anul).

© Se considera siruri finite de caractere formate din parantezele (, ), [, 1, {, }. Un sir este co-
rect numai atunci cind el poate fi construit cu ajutorul urmatoarelor reguli:
a) sirul vid este corect;

50



b) daca A este un sir corect, atunci (A), [A] si {A} sint siruri corecte;
¢) daca A si B sint siruri corecte, atunci AB este un sir corect.
De exemplu, sirurile (), [1, {3, [()], (KL 1)) sint corecte, iar sirurile ([, ()[ i{{, (D] nu sint
corecte. Elaborati un program care verifica daca sirul citit de la tastatura este corect.
Indicatie. Problema poate fi rezolvata printr-o singura parcurgere a sirului supus verificarii.
Daca caracterul curent este (, [ sau {, el este depus in stiva. Daca virful stivei si caracterul
curent formeaza una din perechile (), [1sau {}, paranteza respectiva este scoasa din stiva.
In cazul unui sir corect, dupa examinarea ultimului caracter din sir stiva ramine vida.

® Elementele stivei sint memorate intr-un tablou unidimensional. Elaborati procedurile ne-
cesare pentru introducerea si extragerea elementelor din stiva. Care sint avantajele si ne-
ajunsurile acestei reprezentari? Se considera ca stiva contine cel mult 100 de elemente.

2.6. Cozi

Prin coada (in engleza queue) intelegem o listd unidirectionald in care toate in-
troducerile se efectueaza la unul din capete, iar extragerile se efectueaza la celalalt
capat. O coada fara niciun element se numeste coada vida.

Pentru exemplificare, in figura 2.9 este prezentata o coadd care contine elementele A, B, C.

— C B A —
b)
Fig. 2.9. Coada:

a - reprezentarea detaliatd; b — reprezentarea generalizatd

Datele necesare pentru crearea si prelucrarea unei cozi pot fi definite prin decla-
ratii de forma:

type AdresaCel ul a="Cel ul a;
Cel ul a=record
Info : string;
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U m: AdresaCel ul a
end;
var P, U : AdresaCel ul a;

Adresa primului element din coada este memoratd in variabila de tip referinta P,
iar adresa ultimului element in variabila U. Adresa celulei urmatoare din coada este
memoratd in cimpul Ur m

Operatia de introducere a unui element (fig. 2.10) este efectuata de secventa de
instructiuni:

new(R); {crearea unei celule }

{incarcarea informatiei utile Tn cinpul R*.Info }

RM.Um=nil; { Tnscrierea indicatorului "ultinmul elenent” }
U U m =R, { adsugarea celulei |a coads }
U =R; { actualizarea adresei ultinei celule }
R
C|B|A
a)

4]

Fig. 2.10. Introducerea si extragerea elementelor din coada:
a - coada initiald; b — introducerea elementului D;
¢ — extragerea elementelor A, B
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Extragerea unui element din coada (fig. 2.10) este efectuatd de secventa:

R =P; { nenorarea adresei prinei celule }
{prelucrarea informatiei din cinpul R*.Info }
P.=P*.Um {elimnarea prinei celule }

di spose(R); {distrugerea celulei extrase }

Exemplu:

Program P128;
{Crearea si prelucrarea unei cozi }
type AdresaCel ul a="Cel ul a;
Cel ul a=record
Info : string;
U m: AdresaCel ul a;

end;
var P, {adresa prinului elenment }
U : AdresaCelul a; {adresa ultinmului elenent }
c : char;

procedure |ntroduc;
var R : AdresaCel ul a;
begi n
new( R);
wite(’ Dati elementul ce urneazsd );
witeln(’ s& fie introdus:’);
readl n(R*. I nfo);
R Um =nil;
if P=nil then begin P:=R U =R end
el se begin W'.Um=R U =R end;
end; { Introduc }

procedure Extrag;

var R : AdresaCel ul a;

begi n

if P=nil then witel n(’ Coada este vid&

el se begin

R =P;
wite('Este extras’');
witeln(’ elenentul:’);
witel n(R*. |nfo);

P: =P". Um
di spose(R);
end;

end; { Extrag }
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procedure Afis;
var R : AdresaCel ul a;
begi n
if P=nil then witeln(’ Coada este vid&
el se begin
write(’ Coada include’);
witeln(’ elenentele:’);

R =P;
whil e R<>nil do
begi n
witeln(R'. Info);
R =R*. Ur m
end;
end;
readl n;
end; { Afis }
begi n
P:=nil; U=nil; { initial coada este vida }
r epeat

witeln(’ Meniu:');

witeln('l - Introducerea el enentului;’);
witeln(’'E - Extragerea elenmentul ui;’);
witeln(’A - Afisarea cozii la ecran;’);

witeln(’O- Oprirea programului’);
wite(’ Qotiunea="); readln(c);
case c of

"I : Introduc;

"E : Extraag;
A Afis;
'O

el se witeln(’' Opti une necunoscut &
end;
until c=" O ;

end.

Cozile mai poarta numele de liste FIFO (first in, first out — primul element intrat
in coada va fi primul iesit din coadd). Mentionam ca simularea cozilor cu ajutorul ta-
blourilor unidimensionale este ineficientd din cauza migrarii elementelor cozii spre
ultima componentd a tabloului.

Intrebari si exercitii

O Elaborati o functie care returneaza numarul elementelor unei cozi.

® Avioanele care solicita aterizarea pe o anumita pista a unui aeroport formeaza un fir de
asteptare. Elaborati un program care citeste de la tastatura si afiseaza pe ecran datele
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despre fiecare avion care solicita aterizarea si avionul care aterizeaza. Datele in studiu
includ:

- numarul de inmatriculare (i nt eger);
- tipul avionului (st r i ng);
- numarul rutei (i nt eger).
© Prin coada cu prioritati vom intelege o coada in care elementul de introdus se insereaza
nu dupa ultimul element al cozii, ci inaintea tuturor elementelor cu o prioritate mai mica.
Prioritatile elementelor se indica prin numere intregi. Elaborati un program care:
a) creeaza o coada cu prioritati;
b) introduce in coada elementele specificate de utilizator;
¢) extrage elementele din coada;
d) afiseaza coada cu prioritati pe ecran.

2.7. Arbori binari

Prin nod se intelege o variabild dinamica de tipul record care contine un cimp
destinat memorarii informatiilor utile si doi indicatori de adresa.

Arborele binar se defineste recursiv dupad cum urmeaza:

a) un nod este un arbore binar;

b) un nod ce contine legaturi cdtre alti doi arbori binari este un arbore binar.

Prin conventie, arborele vid nu contine niciun nod. Pentru exemplificare, in figu-
ra 2.11 este prezentat un arbore binar nodurile caruia contin informatia utila A, B, C,
D, E, F, G, H, I, ]. Datele necesare pentru crearea si prelucrarea unui arbore binar pot
fi definite prin declaratii de forma:

type AdresaNod="Nod;
Nod=r ecor d
Info : string;
Stg, Dr : AdresaNod
end;
var T : AdresaNod;

Pentru a sublinia faptul cd arborii binari sint structuri recursive de date, declara-
tiile in studiu pot fi transcrise in forma:

type Arbore="Nod;
Nod=r ecor d
Info : string;
Stg, Dr : Arbore;
end;
var T : Arbore;

Nodul spre care nu este indreptata nicio legatura se numeste radacina. Adresa
rdddcinii se memoreazd in variabila de tip referintd T. In cazul unui arbore vid
T=nil .
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Cei doi arbori conectati la raddcina se numesc subarborele sting si subarborele
drept. Adresa subarborelui sting se memoreaza in cimpul St g, iar adresa subarbo-
relui drept — in cimpul Dr .

Nivelul unui nod este, prin conventie, 0 pentru nodul-radécina sii + 1, pentru no-
dul conectat la un nod de nivelul i. In mod obisnuit, in reprezentarea grafica a unui
arbore binar nodurile se deseneaza pe niveluri: raddcina se afla pe nivelul 0, virfurile
conectate la rddacind — pe nivelul 1 s.a.m.d. (fig. 2.11).

T

nivel ) --=--=-cemmmm e ma

nivel ] ~--=------

nivel 2 - -

nivel3 ~=====cc e e e o

b)

Fig.2.11. Arborele binar:
a - reprezentarea detaliata; b - reprezentarea generalizata
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Nodurile de pe nivelul i + 1, conectate la un nod de pe nivelul i, se numesc des-
cendentii acestuia. In figura 2.11 nodul B este descendentul sting, iar nodul C este
descendentul drept al nodului A; nodul D este descendentul sting, iar nodul E —
descendentul drept al nodului B s.a.m.d.

Dacd un nod x este descendentul altui nod y, il numim pe acesta din urma pa-
rintele nodului x. In figura 2.11 nodul A este parintele nodurilor B si C; nodul B este
parintele nodurilor D si E s.a.m.d.

Un nod la care nu este conectat niciun subarbore este un nod terminal. In caz con-
trar, nodul este neterminal. Prin inaltimea arborelui binar intelegem numarul de nivel
maxim asociat nodurilor terminale. Arborele din figura 2.11 are indltimea 3; nodurile
D, H, F, I si | sint noduri terminale; nodurile A, B, C, E si G sint noduri neterminale.

Arborii binari pot fi construiti in memoria calculatorului cu ajutorul algoritmilor
iterativi sau algoritmilor recursivi.

Algoritmul iterativ creeaza nodurile in ordinea aparitiei lor pe niveluri:

- se creeazd nodul-rad&cing;

- nodul-rddéaciné se introduce intr-o coads;

- pentru fiecare nod extras din coada se creeazd, daca exista, descendentul sting
si descendentul drept;

- nodurile nou-create se introduc in coads;

- procesul de construire a arborelui se incheie cind coada devine vida.

Nodurile arborelui din figura 2.11 vor fi create de algoritmul iterativ in ordinea:
AB,CD,EFGH,I]J.

Un algoritm similar poate fi utilizat pentru parcurgerea arborelui binar si afisarea
nodurilor respective pe ecran:

- se creeazd o coada care contine un singur element - nodul-radacing;

- fiecare nod extras din coadd este afisat pe ecran;

- descendentii nodului extras se introduc in coadd;

- procesul de afisare se incheie cind coada devine vida.

Exemplu:

Program P129;
{Crearea unui arbore binar - iteratie }
type AdresaNod="Nod;
Nod=r ecord
Info : string;
Stg, Dr : AdresalNod
end;

Adr esaCel ul a="Cel ul a;
Cel ul a=record
Info : AdresaNod;
U m: AdresaCelul a
end;

var T : AdresaNod; {radaci na }
Prim {primul el enent din coads }
Utim: AdresaCelula; { ultinmul elenent din coadsa }
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procedure |Introdul nCoada(Q : AdresaNod);
var R : AdresaCel ul a;
begi n

new(R);

R*. I nfo: =Q

RN, U m =nil;

if Primenil then begin Prim=R Utim=R end

el se begin Utinm.Um=R Utim=R end;

end; {Introdul nCoada}

procedur e ExtrageDi nCoada(var Q : AdresaNod);
var R : AdresaCel ul a;
begi n
if Primenil then witel n(’ Coada este vid&
el se begin
R =Prim
Q =R*.Info;
Prim=Prim.Um
di spose(R);
end;
end; { ExtrageDi nCoada }
procedur e CreareArboreBinar;
var R, Q : AdresaNod;
s . string;

begi n
T:=nil; {initial arborele este vid }
Prim=nil; Utim=nil; {initial coada este vidi }

witeln(’ Dati rad&cina:’); readln(s);
if s<>" then

begi n
new(R); {crearea radacinii }
R". I nf 0: =s;
T: =R, {initializarea adresei radacinii }
I nt rodul nCoada(T);
end;
while Pring>nil do {cit coada nu e vidi }
begi n
Ext r ageDi nCoada(R);
witeln(’ Dati descendentii nodului’, R*. Info);
wite(’ sting: '); readln(s);
if s="’ then R*. Stg:=nil
el se
begi n
new(Q; R Stg:=Q
Q. I nfo: =s;

I nt r odul nCoada( Q ;
end; { else }

58




wite(' drept: '); readln(s);
if s="’ then R*.Dr:=nil

el se
begi n
new(Q; R Dr:=Q
Q. I nfo: =s;

I nt r odul nCoada( Q) ;
end; { else }
end; { while }
end; { CreareArboreBinar }
procedur e Afisar eAr bor eBi nar ;
var R : AdresaNod;

begi n
if T=nil then witeln(’ Arbore vid')
el se
begi n
witeln('Arborele este format din:’);

Prim=nil; Utim=nil;
I nt r odul nCoada(T);
while Prink>nil do

begi n

Ext rageDi nCoada(R) ;

writeln(’Nodul ', R Info);

wite(’ descendenti: ');

if R\.Stg=nil then wite('nil, ")

el se begin

wite(R*. Stgh. Info, ', 7);
I nt r odul nCoada( R*. St g) ;
end;

if RM.Dr=nil then witeln('nil")
el se begin
witeln(R'. Dr™. | nfo);
I nt r odul nCoada( R*. Dr) ;
end;
end; { while }
end; { else }
readl n;
end; { AfisareArboreBinar }

begi n
Cr ear eAr bor eBi nar ;
Afisar eAr bor eBi nar ;
end.

Informatia utila asociata fiecarui nod se citeste de la tastaturd. Absenta descen-
dentului se semnaleaza prin apdsarea tastei <ENTER> (programul citeste de la tas-
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taturd un sir vid de caractere). Mentionam ca coada creatd de programul P129 nu
contine nodurile propriu-zise, ci adresele acestor noduri.

Algoritmul recursiv construieste arborii binari urmind direct definitia respec-
tiva:

- se creeaza nodul-radacing;

- se construieste subarborele sting;

- se construieste subarborele drept.

Nodurile arborelui binar din figura 2.11 vor fi create de algoritmul recursiv in
ordinea: A, B,D,E,H,C,F,G,1,].

Exemplu:




begi n
AfisArb(TA. Stg, nivel +1);
for i:=1 to nivel do wite(’ )
witeln(T~. I nfo);
AfisArb(TA. Dr, nivel +1);
end;
end; {AfisareArb }

begi n

witeln(’ Dati radacina:’);
T: =Ar b;

AfisArb(T, 0);

readl n;
end.

Functia Ar b citeste de la tastaturd informatia utild asociatd nodului in curs de cre-
are. Qacé se citeste un sir vid, nu se creeazd niciun nod si functia returneaza valoarea
ni | . In caz contrar, functia creeaza un nod, inscrie sirul de caractere in cimpul | nf o
si returneaza adresa nodului. In momentul cind trebuie completate cimpurile St g
(adresa subarborelui sting) si Dr (adresa subarborelui drept), functia se autoapelea-
z4, trecind astfel la constructia subarborelui respectiv.

Procedura AfisAr b afiseaza arborele binar pe ecran. Se afiseaza subarborele sting,
rdddcina si apoi subarborele drept. Nivelul fiecdrui nod este redat prin inserarea
numadrului respectiv de spatii.

Comparind programele P129 si P130, se observa ca prelucrarea structurilor re-
cursive de date, si anume a arborilor binari, este mai naturala si mai eficienta in cazul
utilizdrii unor algoritmi recursivi.

Arborii binari au numeroase aplicatii, una dintre cele specifice fiind reprezentarea
expresiilor in scopul prelucrarii acestora in translatoarele limbajelor de programare.

Intrebari si exercitii

O Cum se defineste un arbore binar? Explicati termenii: rdddcind, subarborele sting, subar-
borele drept, descendent, nivel, nod terminal, nod neterminal, indltimea arborelui binar.

® Formulati algoritmii iterativi destinati creadrii si afisarii arborilor binari.

®

Cum se construieste un arbore binar cu ajutorul algoritmului recursiv?

O Elaborati un program care construieste arborele genealogic propriu pe parcursul a trei
sau patru generatii. Nodul-radacina contine numele, prenumele si anul nasterii, iar no-
durile descendente contin datele respective despre parinti.

© Cum trebuie modificata procedura AfisAr b din programul P130 pentru ca arborele
binar sa fie afisat in ordinea: subarborele drept, nodul-radacing, subarborele sting?

@ Scrietiofunctierecursiva care returneaza numarul nodurilor unuiarbore binar. Transcrieti
aceasta functie intr-o forma nerecursiva.

@ Organizarea unui turneu ,prin eliminare” este redata cu ajutorul unui arbore binar.
Nodurile arborelui in studiu contin urmatoarea informatie:
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- numele (st ri ng);
- prenumele (st ri ng);
- data nasterii (ziua, luna, anul);
- cetatenia (st ri ng).
Fiecarui jucator ii corespunde un nod terminal, iar fiecirui meci — un nod neterminal. in
fiecare nod neterminal se inscriu datele despre cistigatorul meciului la care au participat
cei doi jucatori din nodurile descendente. Evident, radacina arborelui va contine datele
despre cistigatorul turneului.
Scrieti un program care creeaza in memoria calculatorului si afiseazd pe ecran arborele
unui turneu prin eliminare.
Indicatie: Se porneste de la o lista a jucatorilor. Cistigatorii meciurilor din prima etapa se
includ intr-o alta lista. In continuare se formeaza lista cistigatorilor meciurilor din etapa
a doua s.a.m.d.

O Cum trebuie modificatd functia Ar b din programul P130 pentru ca arborele binar sa se
construiasca in ordinea: A, C, G, J, I, F, B, E, H, D?

© Functia Ar b din programul P130 construieste arborii binari in ordinea: nodul-radacing,
subarborele sting, subarborele drept. Scrieti o procedura nerecursiva care construieste
arborii binari in aceeasi ordine.
Indicatie: Se utilizeaza o stiva elementele cdreia sint noduri. Initial stiva va contine numai
nodul-radacina. Pentru fiecare nod din virful stivei se va construi subarborele sting, iar
apoi — subarborele drept. Nodurile nou-create se introduc in stiva. Dupa construirea
subarborelui drept, nodul respectiv este scos din stiva.

2.8. Parcurgerea arborilor binari

Operatiile care se pot efectua asupra arborilor binari se impart in doud mari ca-
tegorii:

- operatii care modifica structura arborelui (inserarea sau eliminarea unui nod);

- operatii care pastreaza intactd structura arborelui (cautarea unei informatii, ti-
pdrirea informatiilor asociate unui nod etc.).

Una din problemele care apar in mod frecvent la efectuarea acestor operatii este
necesitatea de a parcurge sau a traversa arborele binar.

Prin parcurgerea unui arbore se intelege examinarea in mod sistematic a noduri-
lor sale astfel incit informatia din fiecare nod sa fie prelucrata o singura data. Exista
trei modalitati de parcurgere a arborilor binari: nodurile pot fi vizitate in preordine,
inordine si postordine. Aceste trei metode sint definite recursiv: daca arborele este
vid, atunci el este parcurs fard a se face nimic; astfel parcurgerea se face in trei etape.

Parcurgerea in preordine sau traversarea RSD:

1) se viziteazd radacina;

2) se traverseaza subarborele sting;

3) se traverseaza subarborele drept.

Parcurgerea in inordine sau traversarea SRD:

1) se traverseaza subarborele sting;

2) se viziteaza raddcina;

3) se traverseaza subarborele drept.
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Parcurgerea in postordine sau traversarea SDR:

1) se traverseaza subarborele sting;

2) se traverseaza subarborele drept;

3) se viziteazd radacina.

Notatiile RSD, SRD si SDR reprezinta ordinea in care vor fi vizitate radacina (R),
subarborele sting (S) si subarborele drept (D). Metodele de parcurgere a arborilor
binari sint ilustrate in figura 2.12.

preordine (RSD) inordine (SRD) postordine (SDR)

Fig. 2.12. Metodele de parcurgere a arborilor binari

Pentru arborele din figura 2.11 parcurgerea in preordine furnizeazd nodurile in
ordinea:

A,B,D,E HCFG,ILJ;

parcurgerea in inordine furnizeaza nodurile in ordinea:
D,B,E,H A FCIG,]

iar parcurgerea in postordine conduce la:
D,H,E B FI]G,CA.

Prezentam mai jos un program PASCAL de parcurgere a unui arbore binar dupa
toate cele trei metode.

Program P131;
{Parcurgerea arborelui binar }
type Arbore="Nod;
Nod=r ecord
Info : string;
Stg, Dr : Arbore
end;
var T : Arbore; {rad&ci na }
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function Arb : Arbore;
{crearea arborelui binar }
var R : Arbore;

s : string;
begi n
readl n(s);
if s="’ then Arb:=nil

el se begin

new(R);
R, I nf 0: =s;
wite(’ Dati descendentul sting’
witeln(’ al nodului ', s, ":');
R*. St g: =Ar b;
wite(’ Dati descendentul drept’
witeln(’ al nodului ", s, ":’);
R, Dr: =Ar b;
Arb: =R
end;
end; {Arb }
procedure AfisArb(T : Arbore; nivel : integer);
{afisarea arborelui binar }
var i : integer;
begi n
if T<>nil then
begi n
AfisArb(T”. Stg, nivel +1);
for i:=1 to nivel do wite(’ )

witeln(T”.Info);
AfisArb(T~. Dr, nivel +1);
end;

end; {AfisareArb }

procedure Preordine(T : Arbore);
{traversare RSD }
begi n
if T<>nil then begin
witeln(T”.Info);
Preordi ne(T". Stg) ;
Preordi ne(T". Dr)
end;
end; {Preordine }

procedure Inordine(T : Arbore);
{traversare SRD }
begi n
if T<>nil then begin
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I nordi ne(T”. Stg) ;
witeln(T”. I nfo);
I nor di ne(T”. Dr)
end;
end; {Preordine }

procedure Postordine(T : Arbore);
{traversare SDR }
begi n
if T<>nil then begin
Post or di ne(T". St g) ;
Post ordi ne( T”. Dr) ;
writeln(T”. I nfo)
end;
end; { Postordine }

begi n

witeln(’ Dati radacina:’);
T: =Ar b;

AfisArb(T, 0);

readl n;

witeln(’ Parcurgere in preordine:’);
Preordi ne(T);

readl n;
writeln(’ Parcurgere in inordine:’);

I nordi ne(T);

readl n;

witeln(’ Parcurgere in postordine:’);
Post ordi ne(T);

readl n;
end.

Mentionam cd functia Ar b creeaza nodurile, parcurgind arborele binar in curs de
constructie in preordine. Procedura AfisSAr b afiseaza nodurile, parcurgind arborele
binar in inordine.

Intrebari gi exercitii

O Ce operatii pot fi efectuate asupra arborilor binari?
Explicati metodele de parcurgere a arborilor binari. Dati exemple.

binar din figura 2.13.
Transcrieti procedurile Pr eor di ne, | nor di ne si Post or di ne din programul P131
in formad nerecursiva.

e
© Scrieti listele de noduri obtinute in urma celor trei metode de parcurgere a arborelui
(4]

Scrieti un subprogram care returneaza inaltimea arborelui binar.

()
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Fig. 2.13. Arborele binar

Elaborati un program care afiseaza pe ecran toate nodurile aflate pe un nivel dat intr-un
arbore binar.

Elaborati o procedurd recursiva care parcurge un arbore binar in ordinea:
a) RDS (radacina - subarborele drept - subarborele sting);

b) DRS (subarborele drept - rddacina — subarborele sting);

¢) DSR (subarborele drept - subarborele sting - radacina).

Transcrieti procedura elaboratd intr-o forma nerecursiva.

Scrieti un subprogram care afiseaza la ecran nivelul fiecarui nod dintr-un arbore binar.

Se dd un arbore binar in care nodurile terminale reprezinta numere intregi, iar cele ne-
terminale - operatiile binare +, - ,*, mod, di v. Arborele in studiu poate fi considerat ca o
reprezentare a unei expresii aritmetice. Valoarea acestei expresii se calculeaza efectuind
operatia din nodul-radacina asupra valorilor subexpresiilor reprezentate de subarborele
sting si subarborele drept.

Scrieti o functie care returneaza valoarea expresiilor aritmetice reprezentate prin arbori
binari.

Se considera expresiile aritmetice formate din operanzi sioperatorii binari +,- ,*,/ . Operanzii
sint variabile numele carora este format dintr-o singura litera si constante alcatuite dintr-o
cifra. Fiecarei expresii aritmetice i se poate asocia un arbore binar dupa cum urmeaza:

a) expresiei aritmetice formate dintr-un singur operand i se asociaza un arbore binar
format doar din nodul ce contine operandul respectiv;

b) expresiei aritmetice de forma E,°E,, unde E, si E, sint expresii aritmetice, i se asociaza
un arbore binar care are in nodul-radacina operatorul ¢, ca subarbore sting arborele aso-
ciat expresiei E,, iar ca subarbore drept arborele asociat expresiei E,.

Valoarea expresiei se calculeaza efectuind operatia din nodul-radacina asupra valorilor
subexpresiilor reprezentate de subarborele sting si subarborele drept.

Scrieti un program care:

a) construieste arbori binari asociati expresiilor aritmetice citite de la tastatura;

b) evalueaza expresiile aritmetice reprezentate prin arborii binari.

Indicatie. Algoritmul va urma definitia recursiva a arborelui in studiu. Ca operator curent
,°" se poate desemna orice operator +, - din expresia supusa prelucrarii. Operatorii *, /
pot fi desemnati ca operatori curenti numai cind expresia supusa prelucrarii nu contine
operatorii +, - .



2.9. Arbori de ordinul m

Se considera variabile dinamice de tipul r ecor d care au in cimpul legaturilor indi-
catori de adresd. Ca si in cazul arborilor binari vom numi astfel de variabile noduri.

Arborele de ordinul m se defineste recursiv dupa cum urmeaza:

a) un nod este un arbore de ordinul m;

b) un nod ce contine cel mult m legdturi catre alti arbori de ordinul m este un ar-
bore de ordinul m.

Se considera ca in arbore exista cel putin un nod care subordoneaza exact m sub-
arbori. Prin conventie, arborele vid nu contine niciun nod.

Arborii de ordinul 2 se numesc arbori binari si au fost studiati in paragrafele preceden-
te. Arborii de ordinul 3, 4, 5 s.a.m.d. se numesc arbori multicai (in engleza multiway tree).

Pentru exemplificare, in figura 2.14 este prezentat un arbore de ordinul 4. Evident,
pentru arborii multicdi termenii radacing, subarbore, nivel, parinte, descendent, nod
terminal, nod neterminal, indltime au aceeasi semnificatie ca si pentru arborii binari.
Terminologia utilizatd in structurile de date in studiu include chiar cuvinte ca fiu,
tatd, frati, unchi, veri, stribunic etc. cu inteles similar celui din vorbirea curenta pentru
noduri aflate pe diverse niveluri. Intr-un limbaj simplist, structurile de date in studiu
exprima relatii de ,ramificare” intre noduri, asemanatoare configuratiei arborilor
din naturd, cu deosebirea ca in informaticd arborii ,,cresc” in jos.

Fig. 2.14. Arborele de ordinul 4

Datele necesare pentru crearea si prelucrarea unui arbore binar de ordinul m pot
fi definite prin declaratii de forma:

type Arbore = ~Nod;
Nod = record;
Info : string;
Dsc : array [1..n] of Arbore
end;
var T : Arbore;
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Adresele descendentilor unui nod se memoreaza in componentele Dsc[ 1],
Dsc[2],...,Dsc[n ale tabloului Dsc. Adresa raddcinii se retine in variabila de
tip referintd T.

Cele mai uzuale metode de parcurgere a arborilor de ordinul m sint parcurgerea
in latime si parcurgerea in adincime.

Parcurgerea in latime presupune vizitarea nodurilor in ordinea aparitiei lor pe
niveluri. De exemplu, pentru arborele din figura 2.14 nodurile vor fi vizitate in ordi-
nea:A,B,C,D,E, F,G H,I ] K

In mod obisnuit, parcurgerea in litime se realizeazd cu ajutorul unui algoritm
iterativ care utilizeazad o structurd auxiliard de date, si anume o coada formatd din
adresele nodurilor care vor fi vizitate.

Parcurgerea in adincime se defineste recursiv: daca arborele este vid, el este par-
curs fara a se face nimic; altfel se viziteaza intii raddcina, apoi subarborii de la stinga
la dreapta. Pentru arborele din figura 2.14 parcurgerea in adincime furnizeaza nodu-
rile in ordinea: A, B, C, E, F, |, K, G, H, D, I. Parcurgerea in adincime se realizeaza
foarte simplu cu ajutorul unui algoritm recursiv.

Exemplu:

Pr ogr am P133;
{Arbori de ordinul m}

const n¥4;
type Arbor e="Nod;
Nod=r ecor d
Info : string;
Dsc : array [1..n] of Arbore
end;

Adr esaCel ul a="Cel ul a;
Cel ul a=record
Info : Arbore;
U m: AdresaCel ul a
end;

var T : Arbore; {r&daci na }
Prim {prinmul elenent din coads }
Utim: AdresaCelula; {ultinul elenment din coads }

procedure |ntrodul nCoada(Q : Arbore);
var R : AdresaCel ul a;
begi n

new(R);

R*. I nfo: =Q

RN Urm=nil;

if Primenil then begin Prim=R; Utim=R end

el se begin Utinm.Um=R Utim=R end;

end; {Introdul nCoads }
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procedur e ExtrageDi nCoada(var Q : Arbore);
var R : AdresaCel ul a;
begi n

if Primenil then witel n(’ Coada este vida')
el se begin R =Prim
Q =R*. I nfo;
Prim=Prim.Um
di spose(R);
end;

end; {ExtrageDi nCoads }

procedure CreareArbore(var T : Arbore);
var R, Q: Arbore;

s : string;

i integer;

begi n
T:=nil; {initial arborele este vid }

Prim=nil; Utim=nil; {initial coada este vida }
witeln(’ Dati radscina: '); readln(s);
if s<>'' then

begi n
new(R); {crearea radacinii }
R. I nf o: =s;
T: =R; {initializarea adresei radacinii }
I nt rodul nCoada(T);

end;

while Prim<>nil do {cit coada nu e vida }
begi n

Ext r ageDi nCoada(R) ;
for i:=1 to mdo R*.Dsc [i]:=nil;

i:=1; readln(s);
while (i<=m) and (s<>') do
begi n
ne(Q; R*.Dsc [1]:=Q Q.Info:=s;
I nt r odul nCoada( Q) ;
i:=i+1; readln(s);
end;
end;
end; {CreareArbore }

procedur e AfisareArbore(T : Arbore);
var R : Arbore;
i integer;
begi n
if T=nil then witeln(’ Arbore vid)

witel n(’ Dati descendentii nodul ui’, R*. I nfo);
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begi n
writeln(’Arborele este format din:’);
Prim=nil; Utimz=nil;
I nt r odul nCoada(T);
while Prinxk>nil do

begi n
Ext rageDi nCoada(R) ;
writeln(’Nodul ', R Info);
wite(’ Descendenti: ');
for i:=1 to mdo
if RM.Dsc [i]<>nil then
begi n
wite(R*.Dsc [i]”. Info, ™ ");
I nt r odul nCoada(R*. Dsc [i]);
end; {then }
writeln;

end; {while }
end; {else }
readl n;
end; {AfisareArbore }

procedure InLatime(T : Arbore);
var R : Arbore;
i : integer;
begi n
if T<>nil then
begi n
Prim=nil; Utim-=nil;
| nt r odul nCoada(T);
while Prinm<>nil do
begi n
Ext r ageDi nCoada(R);
writeln(R*. Info);
for i:=1 to mdo
if RM.Dsc [i]<>nil then Introdul nCoada(R*.Dsc [i]);
end; {while }
end; {then }
end; {InLatine }

procedure | nAdincinme(T : Arbore);

var i : integer;
begi n
if T<>nil then
begi n
writeln(TA. I nfo);
for i:=1 to mdo InAdincine(T".Dsc [i]);
end;

end; {InAdincine }
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begi n

Cr ear eAr bore(T);

Afisar eAr bore(T);

witeln(’ Parcurgerea arborelui in | d¢inme:’);

I nLatinme(T);
readl n;
writeln(’ Parcurgerea arborelui in adincine:’);
I nAdi nci me(T);
readl n;
end.

Informatia utild asociatd fiecarui nod se citeste de la tastatura. Absenta des-
cendentilor se semnaleaza prin apdsarea tastei <ENTER>. Mentionam cd proce-
dura Cr ear eAr bor e creeaza nodurile parcurgind in latime arborele in curs de
constructie. Evident, procedura AfisareArbore viziteaza nodurile in ordinea
credrii.

Operatiile frecvent efectuate asupra arborilor multicdi sint: inserarea sau elimi-
narea unui nod, cjutarea unei informa’;ii, prelucrarea informajciﬂor utile asociate no-
durilor s.a. De obicei, arborii multicdi sint utilizati in cazul aplicatiilor care necesita
prelucrarea unor mari cantitati de date organizate ierarhic pe suporturile externe
de informatie. De exemplu, amintim modul de organizare a discurilor magnetice si
optice in sistemele de operare MS-DOS, UNIX etc. Arborii in studiu sint de asemenea
utilizati in aplicatiile grafice pentru reprezentarea relatiilor dinamice dintre compo-
nentele imaginilor procesate.

Intrebari gi exercitii

© Dati exemple de arbori de ordinul 3, 5, 6.

® Cum se defineste un arbore de ordinul m? Ce operatii pot fi efectuate asupra arborilor in
studiu?

© Explicati metodele de parcurgere a arborilor multicdi. Dati exemple.

® Scrieti un program recursiv care construieste in memoria calculatorului un arbore mul-
ticai. Informatia utild asociata nodurilor se citeste de la tastatura.

© Scrieti o functie care returneaza:
a) numarul nodurilor unui arbore multicai;
b) nivelul unui anumit nod din arbore;
¢) indltimea arborelui.

® Transcrieti procedura | nAdi nci me din programul P133 intr-o forma nerecursiva.

® Cum trebuie modificata procedura InLat ime din programul P133 ca nodurile arbore-
lui din figura 6.18 sa fie vizitate in ordinea: A,D,C B, | ,H G F, E K J?

© Cum trebuie modificata procedura | nAdi nci e din programul P133 pentru ca nodu-
rile arborelui din figura 2.14 sa fie vizitate in ordinea: A, D, I, C, H, G, F, K, J, E, B?

© Se da un arbore multicai, informatiile din noduri fiind siruri de caractere. Sa se afiseze pe
ecran toate sirurile de caractere de lungime para.
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® Organizarea datelor de pe discurile magnetice este redata cu ajutorul unui arbore mul-
ticai. Nodurile terminale reprezinta fisierele, iar nodurile neterminale - directoarele.
Informatia utild asociata fiecarui nod include:
- numele fisierului sau directorului (st ri ng[ 8] );
—extensia (string[3]);
- data si ora ultimei actualizari (respectiv ziua, luna, anul si ore, minute, secunde);
-lungimea (i nt eger);
—atributeleC A", "H, "R, 'S).
Elaborati un program care simuleazd operatiile de cdutare, creare si stergere a fisierelor
si directoarelor.

® 1n unele cazuri ordinul m al arborelui multicii nu este cunoscut in momentul scrierii
programului, fapt ce nu permite utilizarea structurilor de date de tipularray[ 1. . m
of Ar bor e.Pentru a depasi acest inconvenient, tabloul respectiv poate fi inlocuit cu o
lista uni- sau bidirectionala.
Elaborati subprogramele necesare pentru crearea si prelucrarea arborilor multicdi de
ordin arbitrar.

2.10. Tipul de date poi nter

Acest paragraf se referd in intregime la implementarea Turbo PASCAL.

Multimea de valori ale tipului predefinit de date poi nt er (indicator) constd din
adrese si valoarea speciala ni | . Inss, spre deosebire de tipurile de date referinta
adresele cdrora identifica numai variabilele dinamice ce apartin tipului de baza, va-
lorile de tip poi nt er potidentifica variabile dinamice de orice tip. Evident, valoarea
ni | nu identifica nicio variabild dinamica. Prin conventie, tipul de date poi nt er
este compatibil cu orice tip de date referinta.

Operatiile care se pot face cu valori de tipul de date poi nt er sint = si <>. Valorile
de acest tip nu pot fi citite de la tastatura si afisate pe ecran.

O variabila de tip poi nt er se introduce printr-o declaratie de forma:

var p : pointer;

Intrucit astfel de declaratii nu contin informatii despre tipul de baza, tipul varia-
bilei dinamice p” este necunoscut. Prin urmare, variabilele de tip poi nt er nu pot fi
dereperate, iar scrierea caracterului * dupa astfel de variabile constituie o eroare.

Programul ce urmeaza ilustreaza utilizarea variabilelor de tip poi nt er pentru
memorarea temporard a valorilor variabilelor de tip referinta.

Program P134;
{ Tipul de date pointer }
var p : pointer;
i, j : "integer;
X, y : “real;
r, s . "string;
begi n
{p va identifica o variabil a dinam ca de tipul integer }
new(i); i”:=1;

72



ok =

new(i); i”":=2;
ji=p;
witeln('j~r=", j"N); { se afiseaza 1 }

{p va identifica o variabild dinam ca de tipul real }
new( x); x”:=1;

p: =X;

new( x); x~:=2;

y:=p; witeln(’ y*=", y*); {se afiseaza 1. 0000000000E+00 }
{p va identifica o variabil g dinam ca de tipul string }
new(r); r”:="AAA";

p-=r;

new(r); r”:="BBB;

S:=p;

witeln('s*=", s"); { se afiseazd AAA }

readl n;
end.

Domeniul principal de utilizare a variabilelor de tip poi nt er este gestionarea
memoriei interne a calculatorului. In Turbo PASCAL alocarea variabilelor dinamice
se executd intr-o zond speciald a memoriei interne numitd heap (gramada). Adresa
de inceput a heap-ului, numitd adresa de baza, este depusa in variabila predefinitd de
tip poi nt er HeapQOr g. Variabila de tip poi nt er HeapPtr contine adresa primei
locatii libere, numita virful heap-ului (fig. 2.15).

Zond
libera

HeapPtr

HeapOrg

Fig. 2.15. Structura heap-ului

Variabilele dinamice sint create si depuse in heap de procedura new. Ori de cite ori
in virful heap-ului se creeaza o variabild dinamica continutul variabilei HeapPt r este
actualizat: valoarea curenta este incrementata cu dimensiunea spatiului de memorie
necesar variabilei dinamice.

Memoria ocupatd in heap de o variabild dinamica se elibereaza printr-un apel al
procedurii di spose. Dimensiunea spatiului ce se elibereaza depinde de tipul vari-
abilei dinamice.
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Ordinea de apelare a procedurii di spose nu coincide in general cu ordinea cre-
4rii variabilelor dinamice de citre procedura new. In consecintd, in heap pot aparea
goluri. Golurile apdrute pot fi refolosite de procedura new, dacd variabila dinamica
in curs de creare ,incape” in spatiul respectiv.

Eliberarea memoriei ocupate de o structurd dinamica de date poate fi efectuata
apelind procedura di spose pentru fiecare componenta. Intrucit in program sint cu-
noscute numai adresele componentelor privilegiate, de regula baza si virful listei, ra-
décina arborelui etc., cdutarea celorlalte componente cade in sarcina programatoru-
lui. Mai mult decit atit, ordinea de apelare a procedurii di spose trebuie sa asigure
pastrarea legaturilor citre componentele care incs nu au fost distruse. In caz contrar,
componentele respective nu mai sint referite de niciun indicator de adresa si devin
inaccesibile. Prin urmare, utilizarea procedurii di spose pentru eliberarea memoriei
ocupate de structuri complexe de date este greoaie si ineficienta. Acest inconvenient
poate fi depdsit cu ajutorul procedurilor predefinite mar k si release.

Apelul procedurii mar k are forma:

mar k( p)

unde p este o variabild de tip poi nt er . Procedura memoreaza adresa virfului din
HeapPt r in variabila p.
Apelul procedurii release are forma:

rel ease(p)

Aceasta procedura reface adresa virfului in starea inregistrata anterior cu proce-
dura mar K: valoarea continuta in variabila de tip poi nt er p este depusa in indica-
torul HeapPtr.

Zona de memorie destinatd alocdrii variabilelor dinamice poate fi gestionatad cu
ajutorul algoritmului ce urmeaza:

1) se memoreaza adresa virfului cu procedura mar K;

2) se creeazd variabilele dinamice cu procedura new;

3) se utilizeaza variabilele dinamice create;

4) cind variabilele dinamice nu mai sint necesare, spatiul ocupat din heap este
eliberat cu procedura release.

Exemplu:

Se considera urmatoarele declaratii:

var i, j, k, m n : “integer;
p : pointer;

Sa presupunem ca sint executate instructiunile:

new(i); i”:=1;
new(j); j”":=2;
mar k(p);

new(k); k~:=3;
new(n); mt:=4;

new(n); n~:=5;
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Starea heap-ului este prezentatd in figura 2.16a. Instructiunea mar k( p) a memorat
in variabila de tip poi nt er p valoarea actuald din HeapPt r inainte de crearea va-
riabilei dinamice k.

HeapPtr
Zond
liberd "
t—o 11
p
HeapPtr ek

HeapOrg HeapOrg

a) b)

Fig. 2.16. Starea heap-ului pina (a) si dupa executarea instructiunii r el ease( p) (b)
Daca acum se executd instructiunea

rel ease(p)

memoria ocupatd de variabilele dinamice create dupa apelul procedurii mark, si
anume, kK, n* sin”, va fi eliberata (fig. 2.16b).

Deoarece variabila predefinitda HeapOr g retine adresa de baza a heap-ului, tot spa-
tiul destinat alocdrii variabileler dinamice poate fi eliberat cu ajutorul instuctiunii

rel ease( HeapOr g)

Programul ce urmeaza ilustreaza utilizarea procedurilor mar k sir el ease.

Pr ogr am P135;
{Gestionarea nenoriei interne }
type Lista="Cel ul a;
Cel ul a=record
Info : string;
Um: Lista
end;
Stiva=Li st a;
end;
Li st a;
Stiva;
Ar bor e;
poi nt er;

var

T d40nrr

function Lst : Lista;
{crearea listei unidirectionale }
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begi n
readl n(s);
if s="’ then Arb:=nil
el se begin

sting');

S,

R

drept’);

S'I

),

i nt eger) ;

new(R);
R*. I nf o: =s;
wite(’ Dati descendent ul
witeln(’ al nodului ’,
R, St g: =Ar b;
wite(’ Dati descendent ul
witeln(’ al nodului ,
RM. Dr: =Ar b;
Arb: =R
end;
end; { Arb }
procedure AfisArb(T : Arbore; nivel
{ afisarea arborel ui binar }
var i i nt eger;
begi n
if T<>nil then
begi n
AfisArb(TA. Stg, nivel +1);
for i:=1 to nivel do wite(’
witeln(T”. I nfo);
AfisArb(TA. Dr, nivel +1);
end;
end; {AfisArb }
begi n
witeln(’Dati lista:’);
L: =Lst;
witeln(’ Lista creata:’);
AfisLst (L) ;
mar k( p) ; { p retine adresa din HeapPtr }
witeln(’ Dati radacina:’);
T: =Ar b;

witeln(’ Arborele creat:’);

AfisArb(T, 0);

rel ease(p);{eliberarea nenori ei
stiva:’);

writel n(’ Dati
Stv(S);

witeln(’Stiva creat &

AfisLst (S);
rel ease( HeapOr g) ;
stiva }
readl n;
end.

{eliberarea nenori ei

ocupate de arbore }

ocupate de lista si
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Subliniem faptul ca in implementdrile actuale procedurile di spose sir el ea-
se nu atribuie valoarea ni | indicatorilor de adresa variabilele dinamice ale cdrora
au fost distruse (fig. 2.16b). Intrucit memoria eliberata este refolositd, atribuirile
efectuate asupra variabilelor distruse pot altera valorile variabilelor dinamice nou-
Create.

Intrebari si exercitii

O Care este multimea de valori ale tipului de date poi nt er ? Ce operatii pot fi efectuate
cu aceste valori?

® Comentati urmatorul program:

Program P136
{Eroare }
var i : “integer;
j, k : integer;
p : pointer;
begi n
new(i); i”:=1;
p:=i;
new(i); i”:=2;
ji=in; ko=ph;
writeln(’j+k=", j+k);
end.

© Care este domeniul de utilizare a variabilelor de tip poi nt er ?
O Este oare heap-ul o structura de date de tip stivd? Argumentati rdspunsul.
© Lansati in executie programele ce urmeaza. Explicati rezultatele afisate pe ecran.

Program P137

var i, j, k, m n : “integer

p : pointer;

begi n

{crearea variabilelor i~ j», k»}

new(i); new(j); newk);

i M=l =2, kM =3

p:=j; {p retine adresa din j }

{di strugerea variabilei j~ si crearea variabilei m}

di spose(j); new(m; nt:=4;

j:=p; {refacerea adresei din j }

witeln(Cir=", in, ° jr=, jr, 7 kr=, kM),

{di strugerea variabilei nt si crearea variabilei n" }

di spose(m; new(n); n”:=5;

witeln(Cir=", in, * jr=, jr, 7 kr=, kN);

r eadl n;

end.
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® Scrieti o procedura care elibereaza memoria ocupata de:
a) o listd unidirectionald;
b) un arbore binar;
¢) un arbore multicai.
Memoria trebuie eliberatd apelind procedura di spose pentru fiecare componenta a
structurii dinamice de date.

@ Scrieti un program in care se creeaza maiintii o coadd, iar apoi un arbore multicai. Spatiul
de memorie eliberat dupa distrugerea cozii trebuie refolosit pentru alocarea arborelui.
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Capitolul 3

METODE DE ELABORARE
A PRODUSELOR PROGRAM

3.1. Programarea modulara

Programarea modulard urmareste reducerea complexitatii programelor mari prin
descompunerea acestora in module.

Modulul este un produs program format din descrieri de date si subprograme
destinate prelucrdrii acestora. Modulele pot fi scrise independent si compilate se-
parat inainte de a fi incorporate in programul in curs de elaborare. Mentionam ca
pentru program se mai utilizeaza si denumirea de modul principal.

Limbajul-standard nu prevede mijloace pentru programarea modulara. Se consi-
derd ca programele PASCAL sint entitdti monolit care trebuie compilate impreuna
cu subprogramele pe care, eventual, le contin. Acest lucru devine incomod in cazul
programelor mari care pot include zeci si chiar sute de subprograme.

In versiunea Turbo PASCAL modulele sint implementate prin unitati de pro-
gram. Forma generala a unei unitati de program este:

uni t <Nune>;

i nterface

[uses <Nunme>{, <Nune>}; ]

[ <Const ant e>]

[ <Ti puri >]

[ <Vari abi | e>]

[{<Antet functie> | <Antet procedurs>;}]

i mpl enent ati on
[uses <Nunme> {, <Nune}; ]
[ <Eti chet e>]
[ <Const ant e>]
[ <Ti puri >]
[ <Vari abi | e>]
[ <Subpr ogr anme>]
[{function <ldentificat or>;
<Cor p>; |
procedure <l denti ficat or>;
<Cor p>; }]
[ begin
[<Instruct¢iune> {; <Instructiune }]]
end.
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In esents, o unitate de program constd din trei sectiuni: de interfatd, de imple-
mentare si de initializare.

Sectiunea de interfata incepe cu cuvintul-cheie i nt er f ace. Aici se declara con-
stantele, tipurile, variabilele si subprogramele exportate de unitate. Aceste elemente
pot fi referite de orice modul care utilizeaza direct sau prin tranzitivitate unitatea
respectiva. Mentionam ca in sectiunea de interfatd apar doar antetele functiilor si
procedurilor exportate. Daca unitatea actuald utilizeaza alte unitati, numele acestora
sint specificate in clauza uses.

Sectiunea de implementare incepe cu cuvintul-cheiei npl enent at i on. Aceasta
sectiune contine declaratii locale de etichete, constante, tipuri, variabile si subpro-
grame. Elementele definite aici sint ,,ascunse” si nu pot fi referite de modulele care
utilizeazd unitatea actuald. Dupa declaratiile locale urmeaza corpul procedurilor si
functiilor, ale cdror antete au fost definite in sectiunea de interfata. Fiecare subpro-
gram specificat in interfatd trebuie sa aiba un corp. Dupa cuvintul-cheie f uncti on
sau pr ocedur e se scrie doar numele subprogramului. Mentiondm ca nu este nece-
sard descrierea listei de parametri si a valorii returnate.

Sectiunea de initializare incepe, dacd existd, cu cuvintul-cheie begi n. Sectiunea
consta dintr-o secventd de instructiuni si serveste pentru atribuirea valorilor initiale
variabilelor definite in sectiunea de interfatd. Daca un program utilizeaza mai multe
unitati, executia programului este precedatd de executia sectiunilor de initializare in
ordinea in care aceste unitdti apar in clauza uses din program.

Exemplu:

Unit UL;
{Prelucrarea vectorilor }
interface

const nmax=100;

type Vector=array [1..nmax] of real;
var n : 1..nmax;

function sunm(V : Vector) : real;
function mn(V : Vector) : real;
function max(V : Vector) : real;
procedure Citire(var V : Vector);
procedure Afisare(V : Vector);

nmpl enent ati on

var i : 1..nnmax;
s : real;

function sum

begi n
s: =0;
for i:=1 to n do s:=s+V [i];
sum =s;

end; {sum}
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Unitatea Ul exporta constanta nmax, tipul Vect or, variabila n, functiile sum
m n, max, procedurile G ti r e si Afisar e. Valoarea initiald a variabilei n este citita
de la tastaturd. Elementele in studiu pot fi referite in orice program ce contine clauza
uses Ul.

Exemplu:




Domeniile de vizibilitate ale declaratiilor din unitdtile de program se stabilesc
conform regulilor ce urmeaza.

1. Declaratiile din sectiunea de implementare sint vizibile numai in unitatea ac-
tuala.

2. Declaratiile din sectiunea de interfata sint vizibile in:

- unitatea actualg;

- modulele care utilizeaza direct unitatea actuald;

- modulele care utilizeazd unitatea actuald prin tranzitivitate.

Referirea oricarui identificator id declarat intr-o unitate v utilizata prin tranzitivi-
tate se face prin v.id.

3. Dacé unul si acelasi identificator este declarat in mai multe module, este luata
in considerare declaratia cea mai recenta.

Exemplu:




Unit U3;

interface

var n : integer;

i mpl enent ati on

begi n

witeln(’Unitatea U3:');
n: =1;

witeln(’'n=", n);

end.

In programul P140 unitatea U2 este utilizatd direct, iar unitatea U3 prin tranzi-
tivitate. Variabila n din modulul U3 este referitd prin U3. n. Identificatorul x apare
in declaratiile var x: real din unitatea U2 sivar x: integer din programul
P140. Compilatorul ia in considerare ultima declaratie.

Unitatile de program se clasifica in unitdtile-standard, livrate odata cu compi-
latorul Turbo PASCAL, si unitatile scrise de utilizator. In continuare prezentim o
caracteristicd succintd a unitatilor-standard frecvent utilizate.

Syst em— contine toate subprogramele predefinite din Turbo PASCAL. Unitatea in
studiu se incorporeaza automat in toate programele, fara a fi necesara clauza uses.

Crt — permite utilizarea functiilor si procedurilor referitoare la lucrul cu ecranul
in mod text, precum si cu tastatura si difuzorul. Accesibilitatea subprogramelor se
realizeaza prin clauza uses crt.

G aph — implementeazd subprogramele destinate unor prelucrari grafice: defi-
niri de ferestre si pagini, definiri de culori si palete, desenarea arcurilor, cercurilor,
poligoanelor si a altor figuri, salvarea imaginilor etc. Serviciile unitatii de program
pot fi accesate prin clauza uses gr aph.

Printer — asigurd redirectarea operatiilor de scriere in fisierul fext cu numele
| st la imprimanta. Utilizind unitatea in studiu, programatorul nu mai trebuie sd de-
clare, sa deschida si sa inchida acest fisier. Serviciile unitatii Pr i nt er devin accesibile
unui program sau unei unitati de program prin specificarea clausei uses printer.

Destinatia si modul de utilizare a constantelor, tipurilor de date, variabilelor,
functiilor si procedurilor din unitatile-standard este inclusa in ghidurile de utilizare
si sistemele de asistenta Turbo PASCAL’s Online Help.

Elaborind propriile unitati de program, orice utilizator isi poate crea biblioteci de sub-
programe ce descriu algoritmi din diverse domenii: rezolvarea ecuatiilor, calcule statisti-
ce, procesarea textelor, crearea si prelucrarea structurilor dinamice de date etc. Divizarea
unui program mare in module usureaza activitatea de elaborare a produselor program
in echipa. In astfel de cazuri fiecare programator scrie, testeaza si documenteaza citeva
module relativ simple, ceea ce contribuie la imbunatatirea produsului program rezultat.

Intrebari i exercitii

O Care sint avantajele programarii modulare? Prevede oare limbajul-standard mijloace
pentru programarea modulara?

® Care este forma-standard a unei unitati de program? Precizati structura si destinatia sec-
tiunilor de interfata, de implementare si de initializare.
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©® Cum se determina domeniile de vizibilitate ale declaratiilor din unitatile de program?
® Precizati ce va afisa pe ecran programul ce urmeaza.

© Comentati programul:




86

Unit UG;

i nterface
var k : integer;
i mpl enent ati on
var m: integer;
begi n
k: =1;
m =2;
end.

® Completati unitatea de program UL din paragraful in studiu cu un subprogram care:

a) returneaza media aritmetica a componentelor unui vector;

b) aranjeaza componentele in ordine crescatoare;

¢) returneaza produsul componentelor unui vector;

d) returneaza numadrul componentelor pozitive;

e) aranjeaza componentele in ordine descrescatoare.

Scrieti o unitate de program care ofera descrieri de date si subprograme pentru prelu-
crarea matricelor.

Numerele intregi n, n < 10%**, pot fi reprezentate in calculator prin siruri formate din ca-
racterele’ +'," =", 0", 1'," 2’,..," 9’ .Elaborati o unitate de program care contine
functiile si procedurile necesare pentru efectuarea urmatoarelor operatii:

a) citirea numerelor de la tastaturg;

b) afisarea numerelor pe ecran;

¢+, -,*,nod,div;

d) calcularea factorialului;

e) citirea si scrierea numerelor in fisiere secventiale.

Sirurile de caractere de lungime n, n < 500, pot fi reprezentate in programele Turbo
PASCAL prin variabile de tipul:

type |ungi ne = 0..500;
Si r DeCar actere = record
n: | ungi ne;
s: array [1..500] of char
end;

Elaborati o unitate de program care contine functiile si procedurile necesare pentru
efectuarea urmatoarelor operatii:

a) citirea sirurilor de la tastaturg;

b) afisarea sirurilor pe ecran;

¢) concatenarea sirurilor;

d) compararea lexicografica;

e) calcularea lungimii unui sir.

Elaborati o unitate de program pentru prelucrarea:
a) listelor unidirectionale;

b) cozilor;

¢) stivelor;



d) arborilor binari;
e) arborilor multicai.
Utilizati in acest scop declaratiile de tipuri, functii si proceduri din capitolul 2.

® Gasiti In sistemul de asistenta Turbo PASCAL’ s Online Help descrierea unitatilor-standard
instalate pe calculatorul dvs. Afisati pe ecran textul fiecarei unitdti, determinati destina-
tia si modul de utilizare a functiilor si procedurilor respective.

3.2. Testarea si depanarea programelor

Un program este corect daca:

a) dupa lansarea in executie procesul de calcul se termina;

b) rezultatele obtinute reprezinta o solutie a problemei pentru rezolvarea cdreia a
fost scris programul.

In caz contrar programul contine erori.

Asigurarea corectitudinii unui program presupune executia sa pentru fiecare
combinatie posibild de valori ale datelor de intrare. In majoritatea cazurilor acest
lucru este imposibil, deoarece domeniul de valori al datelor de intrare este, practic,
infinit, iar solutiile respective sint necunoscute.

Testarea este o etapd in elaborarea programelor ce are drept scop eliminarea ero-
rilor. Ea se realizeaza executind programul cu anumite seturi de date de intrare nu-
mite date de testare sau, mai simplu, teste. In functie de modul de selectie a datelor
de testare, deosebim:

- testarea functionald sau metoda cutiei negre;

- testarea structurald sau metoda cutiei transparente.

Amintim cd termenul cutie neagri este folosit pentru un sistem, structura interna
a cdruia este necunoscutad.

In cazul testarii functionale datele de testare sint astfel concepute, incit si se asi-
gure cd fiecare functie a programului este pe deplin realizatd. Programul este vazut
ca o cutie neagra, a carei functionare este determinata prin introducerea unor date si
analiza rezultatelor obtinute. Selectarea datelor de intrare depinde, in mare masura,
de indeminarea si experienta celui care efectueaza testarea. In mod obisnuit, se selec-
teaza valori tipice si valori netipice din domeniul datelor de intrare.

Exemplu. Se considera programul P143. Textul programului nu este deocamdata
prezentat pentru a sublinia faptul ca in metoda testdrii functionale el nu este necesar.
Programul realizeaza urmatoarele functii:

- citeste de la tastatura un sir de numere reale;

- afiseazd pe ecran media aritmetica a numerelor pozitive din sir.

Evident, domeniul datelor de intrare este format din siruri de numere reale.

Datele de testare vor include:

a) valorile netipice:

- sir vid;

- sir ce nu contine numere pozitive;

- sir ce contine un singur numar pozitiv;
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b) valorile tipice:

- sir cu doud numere pozitive;

- sir cu trei sau mai multe numere pozitive.

In testarea structurala testele sint elaborate examinind structura programului:
declaratiile de date, proceduri si functii, instructiunile simple, instructiunile structu-
rate etc. Datele de testare vor asigura:

a) executia fiecarei instructiuni simple (atribuiri, apeluri de proceduri, salturi got 0);

b) executia fiecarui ciclu f or de zero, unu si de mai multe ori;

c) executia fiecdrei instructiuni i f, r epeat , whi | e pentru valoriletrue sif al -
se ale expresiilor booleene de control;

d) executia fiecdrui caz din componenta instructiunilor case.

Exemplu. Prezentam textul programului care calculeazd media aritmeticd a nume-
relor pozitive dintr-un sir:

Program P143;
{ Media nunerelor pozitive dintr-un sir }

var n, k : integer;
X, s : real
begi n
n: =0;
k: =0;
s: =0;

witeln(’Dati un sir de nunere reale:’);
whi |l e not eof do
begi n
readl n(x);
n: =n+1;
if x>0 then
begi n
k: =k+1;
S: =S+X;
end;
end; { while }
if n=0 then witeln(’sir vid)
else if k=0 then witeln(’ sSirul nu contine nunere
pozitive')
else witeln(’ Media=", s/k);
r eadl n;
end.

Testul trebuie sa asigure executia instructiunilor whi |l e si i f pentru valorile
true sif al se ale expresiilor booleene not eof , x>0, n=0 si k=0. Prin urmare, da-
tele de testare vor include:

- unsir vid (not eof =f al se, n=0);

- un sir nevid (not eof =t r ue, n=0);

- un sir ce contine cel putin un numar pozitiv (x>0, k=0);

- un sir nevid ce nu contine numere pozitive (x<0, k=0).
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Metoda cutiei transparente poate fi utilizatd independent sau impreuna cu me-
toda cutiei negre pentru a imbunatati un test deja obtinut. De exemplu, in cazul
programului P143 sirul ce contine cel putin un numar pozitiv poate fi inlocuit cu
trei siruri ce contin, respectiv unul, doua, trei sau mai multe numere pozitive. Aceste
date vor asigura executia instructiunilor k: =k+1, s: =s+X si calcularea expresiei
s/ k pentru valorile tipice si valorile netipice ale variabilelor k si s.

Dificultatile in aplicarea testdrii structurale sint legate de prezenta instructiunilor
de decizie (i f, case), a celor iterative (f or , whi | e, r epeat ) sau a celei de transfer
(got 0). Acestea determind aparitia unui numar foarte mare de combinari, in care
instructiunile de atribuire si apelurile de proceduri pot fi executate.

Depanarea programului constd in localizarea zonelor din program care au
condus la aparitia unei erori, identificarea cauzelor erorii si corectarea acesteia.
Depanarea poate fi facuta static (dupd executarea programului) si dinamic (in tim-
pul executarii).

In metoda depanirii statice cauzele erorii se stabilesc analizind rezultatele de-
ruldrii programului si mesajele sistemului de operare. Pentru a facilita procesul de
depanare, in program temporar se includ instructiuni care afiseaza pe ecran valorile
intermediare ale variabilelor-cheie.

In metoda depanirii dinamice localizarea erorilor se face urmarind executarea
programului la nivel de instructiuni. Implementarile actuale ale limbajului permit
efectuarea urmatoarelor operatii de depanare dinamica:

- executia pas cu pas a programului;

- observarea valorilor unor expresii specificate;

- crearea si eliminarea unor puncte de suspendare a executarii;

- modificarea valorilor unor variabile;

- trasarea apelurilor de functii si proceduri;

- tratarea erorilor de intrare-iesire, a erorilor de depasire etc.

Descrierea detaliatd a operatiilor in studiu este inclusa in sistemul de asistenta
Turbo PASCAL’s Online Help.

Eficienta depanarii depinde de modul in care este scris si testat programul, calita-
tea mesajelor de eroare generate de calculator si tipul erorii. De reguld, un test care
semnaleaza prezenta unei erori este urmat de alte texte organizate in asa fel, incit sa
izoleze eroarea si sa furnizeze informatii pentru corectarea ei.

S-a constatat ca testarea si depanarea ocupd mai mult de jumatate din perioada de
timp necesard realizarii unui produs program. Complexitatea acestor procese poate
fi redusa prin divizarea programelor mari in subprograme sau module si aplicarea
metodelor programarii structurate.

Subliniem faptul cd testarea programelor este un mijloc eficient de a depista ero-
rile, insa nu si un mijloc de a demonstra absenta lor. Cu toate cd testarea nu demon-
streaza corectitudinea programului, ea este deocamdatd singura metoda practica de
certificare a produselor program. In prezent se elaboreaz metode de verificare baza-
te pe demonstrarea formald a corectitudinii programului, insa rezultatele cunoscute
in aceasta directie nu sint aplicabile programelor complexe.
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Intrebari si exercitii

2}

Cind un program PASCAL este corect? Cum poate fi asigurata corectitudinea unui pro-
gram?

Cum se selecteaza datele de intrare in metoda testarii functionale?

Elaborati un test functional pentru programul P124 din paragraful 2.4. Programul reali-
zeazd urmatoarele functii:

- creeaza o lista unidirectionala;

- afiseaza lista pe ecran;

—include un anumit element in lista;

- exclude din lista elementul specificat de utilizator.

Precizati functiile realizate de programele ce urmeaza si elaborati testele functionale:
a) P117 si P120 din paragraful 2.1;

b) P122 si P123 din paragraful 2.2;

¢) P127 din paragraful 2.5 si P128 din paragraful 2.6.

Cum se selecteaza datele de intrare in metoda testarii structurale?

Elaborati teste structurale pentru programele ce urmeaza:

a) P117 si P120 din paragraful 2.1;

b) P122 si P123 din paragraful 2.2;

¢) P127 din paragraful 2.5.

Care este diferenta dintre depanarea staticd si depanarea dinamica?

Gasiti in sistemul de asistenta Turbo PASCAL's Online Help descrierea operatiilor de depa-
nare dinamica. Efectuati aceste operatii pentru programele elaborate de dvs.

3.3. Elemente de programare structurata

Incd din primii ani de activitate in domeniul prelucrarilor de date s-a constatat c
testarea, depanarea si modificarea programelor necesitd un mare volum de munca.
Mai mult decit atit, programele complexe ce contin sute si mii de instructiuni devin
greu accesibile chiar si pentru autorii lor.

Programarea structurata reprezintd un stil, o maniera de concepere a programe-
lor potrivit unor reguli bine stabilite, bazate pe teorema de structura. Conform teo-
remei de structurd, orice algoritm poate fi reprezentat ca o combinatie a trei structuri
de control:

- secventa (succesiune de doud sau mai multe atributuri si/sau apeluri de pro-
ceduri);

-decizia (i f... then..sauif.. then.. el se..);

- ciclul cu test initial (whi | e... do...).

Programarea structurata admite si utilizarea altor structuri de control, cum sint:

- selectia (case... of ..);

- ciclul cu test final (r epeat ... until ..);

- ciclul cu contor (f or ... do..).
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Regulile de baza ale programarii structurate sint:

1. Structura oricarui program sau subprogram va fi conceputd ca o combinatie a
structurilor de control admise: secventa, decizia, selectia, ciclul.

2. Structura datelor utilizate in program trebuie sd corespunda specificului pro-
blemelor rezolvate.

3. Lungimea maxima a unei functii sau proceduri este de 50-100 de linii. Folosirea
variabilelor globale nu este incurajata.

4. Identificatorii folositi pentru constante, tipuri, variabile, functii, proceduri si
unitati de program trebuie sa fie cit mai sugestivi.

5. Claritatea textului trebuie asigurata prin inserarea comentariilor si alinierea
textului in conformitate cu structura logica si sintacticd a instructiunilor.

6. Operatiile de intrare-iesire vor fi localizate in subprograme separate. Co-
rectitudinea datelor de intrare se verificd imediat dupa citirea lor.

7. Incuibarea insturctiunilor i f mai mult de trei ori trebuie evitatd prin folosirea
istructiunilor case.

Programele obtinute conform regulilor in studiu sint testabile, clare, ordonate,
fard salturi si reveniri. Mentionam cd, conform teoremei de structura, orice program
poate fi scris fard a utiliza instructiunea got 0. Totusi unii autori admit utilizarea
acestei instructiuni cu conditia ca ea sa fie folositd la minimum, iar salturile sa fie
efectuate numai in jos.

Intrebari gi exercitii
Care este justificarea teoretica a programarii structurate?
Precizati structurile de control necesare si suficiente pentru reprezentarea oricarui algoritm.

Care sint avantajele programarii structurate?

Corespund oare programele P124, P130 si P135 din capitolul 2 regulilor de baza ale
programarii structurate?

(1)
(2]
© Formulati regulile de baza ale programarii structurate.
(4]
(5]

Q@

Programul ce urmeaza afiseaza pe ecran toate reprezentarile posibile ale numarului na-
tural n ca suma de numere naturale consecutive.

Pr ogr am P144,

var a,i,l,s,n : integer;
b : bool ean;

begi n

wite(’'n="); readln(n);
b: =t rue;

for i:=1 to ((n+l) div 2) do
begi n

a: =i;

s: =0;

whil e (s<n) do

begi n

S: =s+a;

a: =a+l;

end;
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De exemplu, pentru n = 15 obtinem:

15=1+2+3+4+5;

15=4+5+6;

15=7+8.

Reprezentarile in studiu se calculeaza prin metoda trierii, examinindu-se sirurile:
1,2,3,..k

2,3,..k

3,..k

s.a.m.d., unde k= (n+ 1) div 2. Termenii 1, 2, 3, ..., k se calculeaza cu ajutorul relatiei recu-
rente a = a + 1. Aliniati textul programului in conformitate cu structura logica si sintaxa
fiecdrei instructiuni.



Capitolul 4

ANALIZA ALGORITMILOR

4.1. Complexitatea algoritmilor

Valoarea practica a programelor PASCAL depinde in mod decisiv de complexi-
tatea algoritmilor ce stau la baza lor. Amintim cd algoritmul reprezinta o succesiune
finita de operatii (instructiuni, comenzi) cunoscute, care, fiind executate intr-o ordi-
ne bine stabilitd, furnizeaza solutia unei probleme.

E cunoscut faptul ca unul si acelasi algoritm poate fi descris prin diverse metode:
scheme logice, formule matematice, texte scrise intr-un limbaj de comunicare intre oa-
meni, cu ajutorul limbajelor de programare. Evident, si in acest manual algoritmii pe
care ii vom studia vor fi descrisi cu ajutorul mijloacelor oferite de limbajul PASCAL:
instructiuni, functii, proceduri si programe ce pot fi derulate pe calculator.

Complexitatea algoritmului se caracterizeazd prin necesarul de memorie si durata
de executie. Metodele de estimare a acestor indicatori se studiazd intr-un comparti-
ment special al informaticii, denumit analiza algoritmilor. In cadrul acestui compar-
timent se utilizeaza urmatoarele notatii:

n — un numdr natural ce caracterizeaza marimea datelor de intrare ale unui al-
goritm. In majoritatea cazurilor n reprezinti numarul de elemente ale unei multimi,
gradul unei ecuatii, numarul de componente ale unui tablou etc.;

V(n) — volumul de memorie internd necesard pentru pdstrarea datelor cu care
opereazad algoritmul;

T(n) — timpul necesar executdrii algoritmului. De obicei, in acest timp nu se inclu-
de durata operatiilor de introducere a datelor initiale si de extragere a rezultatelor.

Evident, volumul de memorie V(n) si timpul de executie T(n) depind, in primul
rind, de caracteristica n a datelor de intrare, fapt accentuat si prin folosirea notatiilor
ce reprezinta functii de argumentul 7.

Aplicarea practicd a unui algoritm este posibild numai atunci cind necesarul de
memorie si timpul cerut nu incalca restrictiile impuse de mediul de programare si
capacitatea de prelucrare a calculatorului utilizat.

De exemplu, presupunem ca pentru rezolvarea unei probleme exista doi algo-
ritmi diferiti, notati prin A, si A,. Necesarul de memorie si timpul cerut de algoritmul
A, este:

V,(n) =100n" + 4;

T,(n)= n’-107,
iar de algoritmul A,:

Vy(n) =10n +12;

T,(n)=2"-10°.
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In aceste formule volumul de memorie se calculeaza in octeti, iar timpul - in se-

cunde

Necesarul de memorie si timpul cerut de algoritmii A;, A, pentru diferite valori
ale lui n este prezentat in tabelul 4.1.

Tabelul 4.1.
Complexitatea algoritmilor A, si A,
n 10 20 30 40 50
V,(n) 9,77 Kocteti 39,06 Kocteti | 87,89 Kocteti | 156,25 Kocteti | 244,14 Kocteti
V,(n) 112 octeti 212 octeti 312 octeti 412 octeti 512 octeti
T,(n) 1 secunda 8 secunde 9 secunde 16 secunde 25 secunde
T,(n) | 0,001 secunde | 1,05secunde | 18 secunde 13 zile 36 ani

Din tabelul 4.1 se observa ca algoritmul A, devine practic inutilizabil pentru da-
tele de intrare caracteristica carora n > 30. Pentru astfel de date timpul de executie
a algoritmului A, este mult mai mic, insa necesarul de memorie V(1) poate depasi
limita impusa de mediul de programare (64 Kocteti pentru variabilele statice din pro-
gramele Turbo PASCAL 7.0).

Determinarea necesarului de memorie V(n) si a timpului de executie T(n) pre-
zinta un interes deosebit la etapa de elaborare a algoritmilor si a programelor res-
pective. Evident, anume pe parcursul acestei etape pot fi eliminati din start acei
algoritmi care necesitd memorii prea mari sau care au un timp de executie inac-
ceptabil.

Mentiondm cd existenta unor calculatoare cu memorii din ce in ce mai performan-
te fac ca atentia informaticienilor sd fie indreptata in special asupra necesarului de
timp sau, cu alte cuvinte, asupra complexitatii temporale a algoritmilor.

Intrebari si exercitii

O Explicati termenul complexitatea algoritmului. Numiti indicatorii ce caracterizeaza com-

plexitatea algoritmilor.
Cum credeti, care factori influenteaza complexitatea unui algoritm?

De ce depinde necesarul de memorie si timpul cerut de un algoritm? Cind este posibila
aplicarea practica a unui algoritm?

Algoritmii A, si A, (vezi tabelul 4.1) vor derula in mediul de programare Turbo PASCAL
7.0. Cum credeti, care algoritm trebuie utilizat in cazul datelor de intrare cu caracteristi-
ca:a) n=10; b) n=20; ¢) n =307 Pentru care valori ale lui n algoritmul A, poate fi utilizat
in mediul de programare Turbo PASCAL 7.0?

© Complexitatea unui algoritm, notat prin A,, se caracterizeaza prin
V,(n) =600n° + 18;
T,(n)=3"-107.
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Cum credeti, pentru care valori ale lui n algoritmul A, poate derula in mediul de progra-
mare Turbo PASCAL 7.0?

O Determinati marimea datelor de intrare a celor mai reprezentativi algoritmi elaborati de
dvs. in procesul studierii limbajului de programare PASCAL.

4.2. Estimarea necesarului de memorie

Evaluarea necesarului de memorie V(n) poate fi facutd insumind numarul de oc-
teti alocati pentru fiecare variabild din program. Numadrul de octeti alocat unei varia-
bile nestructurate —i nt eger, r eal , bool ean, char, enumerare, subdomeniu, referin-
ti — depinde de implementarea limbajului. Numaérul de octeti alocat unei variabile
depinde de implementarea limbajului. In mediul de programare Turbo PASCAL 7.0

memoria se alocd conform tabelului 4.2.
Tabelul 4.2
Alocarea memoriei interne in Turbo PASCAL 7.0

Tipul variabilei Numdrul de octeti

i nt eger 2

real

bool ean 1

char 1

enumerare 1
subdomeniu conform tipului de baza
referinti 4

poi nt er 4

In cazul tipurilor structurate de date volumul de memorie necesar unei variabile
se calculeazd insumind numarul de octeti alocati pentru fiecare componenta.
De exemplu, necesarul de memorie pentru variabilele A, B, p si s din declaratiile:

var A: array[l..n, 1..n] of real;
B: array[1..n] of integer;
p : bool ean;
s : string[10];

este
V(n) = 6n” + 2n + 11 (octeti).

In general, necesarul de memorie al unui program PASCAL depinde nu numai de
tipul variabilelor utilizate, dar si de modul de gestionare a memoriei interne a calcu-
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latorului. In procesul derularii unui program PASCAL spatiul de memorie interna
este divizat in trei sectiuni (fig. 4.1):

- segmentul date, destinat alocdrii variabilelor globale. Aceste variabile se decla-
rd in sectiunea var a programului PASCAL;

— stiva, destinata alocdrii parametrilor actuali, variabilelor locale, valorilor retur-
nate de functii si adreselor de revenire pe durata executiei subprogramelor PASCAL.
Apelul unui subprogram implicad depunerea datelor respective in stiv4, iar iesirea din
subprogram — eliminarea lor. Accentudm cd in cazul parametrului-variabild in stiva
se depune numai adresa variabilei din programul apelant, iar in cazul parametrului-
valoare in stivd va fi depusd o copie a datelor din lista parametrilor actuali.

—heap-ul, utilizat pentru alocarea variabilelor dinamice. Aceste variabile sint cre-
ate si, eventual, distruse cu ajutorul procedurilor newsi di spose.

Segmentul
date Stiva Heap-ul

V(n)

Vy(n) Vi(n)

Fig. 4.1. Gestionarea memoriei interne

Prin urmare, estimarea necesarului de memorie presupune evaluarea urmatoare-
lor caracteristici ale unui program (fig. 4.1):

V,(n) — volumul de memorie ocupat de variabilele globale in segmentul date;

V.(n) — volumul de memorie ocupat de parametrii actuali si de variabilele locale
in stiva;

V,(n) — volumul de memorie ocupat de variabilele dinamice in heap.

De obicei, in mediul de programare Turbo PASCAL 7.0 se cere ca V,(n) < 64 Kocteti,
V.(n) £16 Kocteti si V,(n) <256 Kocteti. Dimensiunile stivei si ale heap-ului pot fi modifi-
cate cu ajutorul directivelor de compilare sau a comenzilor mediului de programare.

Exemplu:

Program P145;

{ Gestionarea nmenoriei interne }

const n = 100;

type Matrice = array[1..n, 1..n] of real;
Vector = array[1..n] of real;
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var A : Matrice;
i : integer;
p, g : "Matrice;

procedure Prelucrare(var B:Matrice);
var C: Vector;
begi n
{...prelucrarea el enentelor nmatricei B...}
end; { Prelucrare }

begi n
{...introducerea nmatricei A ..}
Prel ucrare(A);

new(p) ;
new(q) ;

{...prelucrarea variabilel or dinamce p® si g"...}
di spose(p);
di spose(q);
{...afisarea rezultatelor...}
witeln(’Sfirsit’);
readl n;
end.

Variabilele globale A, i , p si q din programul P145 vor fi depuse in segmentul date
(fig. 4.2). Necesarul de memorie pentru aceste variabile:

Vd(n)=6n2+2+2-4=6n2+10.

Executia instructiunii apel de procedura Pr (A) implicd depunerea in stiva a
adresei matricei A a adresei de revenire in programul principal si a variabilei locale
C. Necesarul de memorie pentru aceste date:

V(n)=6n+8.

Dupad iesirea din procedurd, datele respective vor fi eliminate din stiva.
Instructiunile new( p) sinew( q) creeaza in heap variabilele dinamice p” si q" de
tipul Mat r i ce. Necesarul de memorie pentru aceste variabile:

V,(n) = 6n*+ 6n° =12n" .

Dupa executia instructiunilor di spose( p) sidi spose(q), variabilele dinamice
din heap sint distruse, iar spatiul respectiv de memorie devine liber.

Intrebari si exercitii

O Determinati cu ajutorul sistemului de asistentd al mediului de programare cu care lu-
crati dvs. necesarul de memorie pentru variabilele nestructurate.

® Cum se evalueaza volumul de memorie internd necesar pentru inmagazinarea datelor
unui algoritm?
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Segmentul
date Stiva Heap-ul

P

o—i

Fig. 4.2. Gestionarea memoriei in programul P145

© Explicati cum se gestioneaza memoria interna in cazul unui program PASCAL.

® Determinati cu ajutorul sistemului de asistenta dimensiunile segmentului date, ale stivei si
ale heap-ului. Cum pot fi modificate dimensiunile stivei si ale heap-ului?

© Calculati necesarul de memorie pentru variabilele din urmatoarele declaratii:

a var A: array[1..n, 1..n] of integer;
B : string;
C: array [1..n, 1..n, 1..n] of bool ean;

b) type Vector = array[l..n] of real;
Matrice = array[1..n] of Vector;
var A, B, C: Matrice;
D : Vector;

¢) type Elev = record
Nune : string;
Prenune : string;
Not aMedi e : real
end;
Li staEl evi = array[1..n] of Eleyv;
var A, B, C: ListaElevi;

d type Angajat = record
NumePr enume : string;
Zi |l eLucrate : 1..31;
Pl at aPezi : real;
Pl at aPeLuna : real
end;



| -
® Evaluati necesarul de memorie pentru programul ce urmeaza. Compilati acest pro-

gram pentru valorile 50, 60, 70, 80 si 100 ale constantei n. Explicati mesajele afisate pe
ecran.

@ Se considerd urmatorul program:




In acest program suma
S(h)=0+1+2+..+n

este calculata cu ajutorul functiei recursive
0, dacan=0;
S(n—1)+n, dacan>0.

S(n)z{

Estimati necesarul de memorie al programului P147. Determinati valoarea maximala a
lui n pentru care programul P147 deruleaza fara erori.

O Determinati necesarul de memorie al programului ce urmeaza. Pentru care valori ale lui
n programul va derula fara erori?

Program P148;
{ Dinmensiunile heap-ului }
type Vector = array[1..100] of real;
var p : “Vector;

i, n: integer;
begi n
wite(’'n="); readln(n);
for i:=1 to n do new p);
witeln('Sfirsit’);
readl n;
end.

4.3. Masurarea timpului de executie

In cazul programelor deja elaborate timpul T(1) cerut de un algoritm poate fi aflat
prin masurdri directe. Vom folosi in acest scop unitatea de program U7:

Unit U7;
{ Masurarea tinpului }
interface
function Tinpul Curent : real;
i mpl ement ati on
uses Dos;
var ore : word;
m nute : word;
secunde : word;
sutim : word;
function Tinpul Curent;
begi n
Cet Ti me(ore, mnute, secunde, sutim);
Ti npul Cur ent : =3600. 0* or e+60. 0* i nut e+
1. 0*secunde+0. O1*suti m ;
end; { Tinpul Curent }
end.
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Unitatea de program U7 oferd programatorului functia Ti npul Cur ent, care
returneaza o valoare de tip real — timpul in secunde. Indicatiile ceasului de sis-
tem in ore, minute, secunde si sutimi de secundd se citesc cu ajutorul proce-
durii Get Ti me din unitatea de program DOS a mediului de programare Turbo
PASCAL 7.0.

Pentru exemplificare prezentam programul P149 in care se masoara timpul de
executie a procedurii Sor t ar e:

Pr ogr am P149;
{ Tinpul de executie a procedurii Sortare }

uses U7,
type Vector = array[1..10000] of real;
var A : Vector;

i, n: integer;

T1, T2 : real; { tinpul in secunde }

procedure Sortare(var A:Vector; n:integer);
{ Sortarea elementel or vectorului A}

var i, j : integer;
r : real;
begi n
for i:=1 to n do

for j:=1 to n-1 do
if Alj]>Alj+1] then
begi n
r:=Aljl;
Aljl:=Alj +1];
Alj+1]:=r;
end;
end; { Sortare }

begi n

wite(’Dati numarul de el enente n=");

readl n(n);

{ atribuimlui A valoarea (n, n-1, ..., 3, 2, 1) }

for i:=1ton do Ali]:=n-i+1;

T1: =Ti npul Cur ent;
Sortare(A, n);
T2: =Ti npul Cur ent;

witeln(’ Durata de executie', (T2-Tl1l):7:2, ' secunde’);
readl n;
end.
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Procedura Sor t ar e ordoneaza elementele vectorului A prin metoda bulelor. In
aceastd metoda vectorul A este parcurs de 7 ori, la fiecare parcurgere efectuindu-se
n-1 compardri ale elementelor vecine Al j | si Al j +1]. Daca Al j ] >A[ j +1], elemen-
tele vecine 1si schimba locul.

Pentru a evita introducerea de la tastatura a unui numar mare de date, in progra-
mul P149 vectorului Ai se atribuie valoarea initiala

A=(mn,n1,n-2..,321).
De exemplu, pentru n=4, vectorul initial va fi
A=(4,3,2,1).

In procesul sortarii avem:

i=1, A=(3,21,4)
i=2, A=(21,34)
i=3, A=(1,2,34)
i=4, A=(1,234).

Timpul de executie a procedurii Sor t ar e in cazul unui calculator Pentium cu frecventa
ceasului de sistem 500 MHz este prezentat in tabelul 4.3, iar graficul respectiv —in figura 4.3.

. . . Tabelul 4.3
Timpul de executie a procedurii Sort ar e

n 1000 | 2000 | 3000 | 4000 | 5000 | 6000 | 7000 | 8000 | 9000 | 10000
T(m),s| 0,27 | 1,10 | 247 | 450 | 7,03 | 10,16 | 13,84 | 18,02 | 22,85 | 28,18

Intrebari si exercitii
O Cum credeti, ce legatura exista intre timpul necesar executiei unui program PASCAL,
frecventa ceasului de sistem si capacitatea de prelucrare a calculatorului?

® Masurati timpul de executie a procedurii Sor t ar e (vezi programul P149) in cazul cal-
culatorului cu care lucrati dvs. Construiti un grafic similar celui din figura 4.3.

© Reprezentati grafic pe un singur desen timpul de executie a procedurilor ce urmeaza.

a) procedure N2(n : integer);
var i, j, k : integer;
r : real;
begi n
for i:=1to n do

for j:=1 to n do
for k:=1 to 300 do
r:=1.0;
end; { N2}

b) procedure N3(n : integer);
var i, j, k : integer;
r : real;
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Fig. 4.3. Timpul de executie a procedurii Sor t ar e

begi n
for i:=1 to n do
for j:=1 to n do
for ki=1 to n do

r:=1.0;
end; { N3}
¢) procedure N4(n : integer);
var i, j, k, m: integer;
r : real;
begi n
for i:=1 to n do

for j:=1 to n do
for k:i=1 to n do
for m=1 to n do
r:=1.0;
end; { M }

Pentru exemplificare, in figura 4.4 sint prezentate graficele respective in cazul unui cal-
culator Pentium, frecventa ceasului de sistem 500 MHz.

® Care este precizia de masurare a timpului cu ajutorul functiei Ti npul Curent?
Argumentati raspunsul dvs.
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Fig. 4.4. Timpul de executie a procedurilor N2, N3 si N4

4.4. Estimarea timpului cerut de algoritm

In procesul implementarii practice a oricarui algoritm apare necesitatea estimarii
timpului de executie T(n) pind la testarea si depanarea definitivd a programului ce-1
realizeaza. Cu regret, prin metode teoretice este foarte greu de determinat o expresie
exactd pentru T(n). Din aceste motive se cautd o limita superioara a timpului cerut de
algoritm, analizindu-se doar cazurile cele mai defavorabile.

Presupunem, in scopuri didactice, cd executia oricarui operator PASCAL (+, -,
or,*,/,div,and, < <=, not etc.) necesitd cel mult A unitdti de timp. Acelasi timp
A este necesar pentru indexarea componentelor unui tablou [ ], pentru atribuirea : =
si instructiunea got 0. Valoarea concretd a mdrimii A depinde de mediul de progra-
mare, capacitatea de prelucrare a calculatorului utilizat si este de ordinul 10 ... 10”7
secunde. In continuare vom estima timpul T(n) in forma:

T(n)=Q(n)-A,
unde Q(n) este numarul de operatii elementare — adunarea, scdderea, inmultirea,

compararea etc. — necesare pentru solutionarea unei probleme.
Admitem ca intr-o expresie E apar m operatori PASCAL si k apeluri ale functiei

F. Evident, numarul Q, de operatii elementare necesare pentru calcularea expresiei

E se determind ca
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Qe=m+kQy,

unde Q, este numadrul de operatii elementare necesare pentru calcularea functiei F.

Exemple:
Expresia E Numadarul de operatii elementare Q;
a) a*b+c 2
b) (a<b)or (c>d) 3
c) sin(x)+cos(y) 1+Q,. + Q..
d atMi] 2
e)  sin(x+y)+sin(x-y) 3+2Q,,

Numarul de operatii elementare Q, necesare pentru executia unei instructiuni I a

limbajului PASCAL se estimeaza conform formulelor din tabelul 4.4.

Tabelul 4.4

Numarul de operatii elementare necesare pentru executia
unei instructiuni PASCAL

Nr. crt. Instructiunea PASCAL Numdrul de operatii elementare
1 Atribuirea v := E Q. +1
2 Apelul procedurii P Q,+1
Selectie
3 if Ethenl el sel, Qg +max{Q,, O} +1
Selectie multipld
4 case Eof I;I;..;I end Qe+ max{Q,, Q- Qb +k+1
Ciclu cu contor
5 for v:=E to/downto E,do [ Qp+ Qe+t mQ+m+1
Ciclu cu test initial
6 |whileEdol (m+ 1)Qp + mQ, +1
Ciclu cu test final
7 |repeat Tuntil E miQpiimOE il
Instructiunea compusa
g beg| n 11; 12/' oo Ik end Q11 * Ql2 o Qlk +1
Instructiunea
? |withvdol Q+1
10 Saltul got o 1

Formulele din tabelul 4.4 pot fi deduse urmind modul de executie a fiecarei instruc-
tiuni PASCAL. In acest tabel v reprezinta o variabild sau un nume de functie, E — o
expresie, iar I — o instructiune. Numarul de executii ale instructiunii I din cadrul unui
cicluf or,whi | e saur epeat este notat prin m. Mentionam ca ciclurile unui program
PASCAL pot fi organizate si cu ajutorul instructiunilor i f si got 0, insa o astfel de
utilizare a acestor instructiuni contravine regulilor programarii structurate.
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Pentru exemplificare vom estima numarul de operatii elementare Q(n) necesare
ordonadrii elementelor unui vector prin metoda bulelor:

procedure Sortare(var A:Vector; n:integer);

var i, J : integer;
r : real;

{1} begin

{2} for i:=1to n do

{3} for j:=1 to n-1 do

{4} if Alj]>A[j+1] then

{5} begi n

{6} re=Aljl;

{7} Aljl:=Alj +1];

{8} Alj+1]:=r;
end;

end; { Sortare }

Instructiunile I,, I, ..., I ale procedurii Sort ar e vor fi referite cu ajutorul co-
mentariilor {1}, {2}, ..., {8} din partea stingd a liniilor de program. Prin Q; vom nota
numdrul de operatii elementare necesare pentru executarea instructiunii J;:

Q=2
Q7=4;
Q8=3}

Q;=Q+Q,+ Qs +1=10;
Q,=4+Q,+1=15
Q,=0+1+ n-1)Q, + (n-1) +1="16n - 14;
Q,=0+0+nQ,+n+1=16n"-13n+1;
Q,=Q,+1 =16n*-13n+2.

Prin urmare, numarul de operatii elementare
Q(n) =16n"-13n + 2,
iar timpul cerut de procedura Sort ar e
T(n) = (16n° - 13n + 2)A .

Din exemplul studiat mai sus se observa cd ordinea parcurgerii instructiunilor
este impusd de structura programelor PASCAL. Evident, mai intii se analizeaza in-
structiunile simple, iar apoi cele structurate. In cazul instructiunilor imbricate, mai
intii se analizeaza instructiunile din interior, apoi cele care le cuprind.

Expresiile analitice T(n) obtinute in urma analizei programelor PASCAL pot fi
folosite pentru determinarea experimentald a timpului A necesar efectudrii unei ope-
ratii elementare. De exemplu, pentru procedura Sor t ar e (vezi tabelul 4.3) n = 10000
si T(n) = 28,18 5. Din ecuatia

(16n* - 13n + 2)A = 28,18

obtinem A~1,8 - 1078 secunde.
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Evident, aceasta valoare este valabila numai pentru mediul de programare Turbo
PASCAL 7.0 si calculatorul Pentium cu frecventa ceasului de sistem 500 MHz, uti-
lizate in procesul de masurare a timpului de executie a procedurii Sort are. De
exemplu, in cazul unui calculator Pentium cu frecventa ceasului de sistem 150 MHz
se obtine valoarea A = 6,0 - 10 $ secunde.

Intrebari si exercitii

(2]

Determinati cu ajutorul programului P149 valoarea A pentru mediul de programare si
calculatorul cu care lucrati dvs.

Determinati numarul de operatii elementare Q, necesare pentru executia urmatoarelor
instructiuni PASCAL:

a) X:=2*a-6*(y+z);

b) p:=not (a=b)and(c>d);

¢ p:=(ain Rand(b in P);

d if a>b then x:=0 el se x: =atb;

e) case i of

1: x:=0;
2. X:=atb;
3: X:=atb+c;

end;
f) for i:=1ton do Ali]:=2*Ali];
g for i:=1to ndo Ali]:=B[i+1]-Ci-2];
h) 1:=0; while i<n do begin i:=i+1 end;
j 1:=n; repeat i:=i-1 until i=0;
j) begin i:=0; s:=0; r:=0 end;
k) with A do begin x:=0; y:=0 end.

Estimati numarul operatiilor elementare Q(n) din procedurile ce urmeaza:

a) procedure N2(n : integer);
var i, j, k : integer;
r : real;
begi n
for i:=1 to n do

for j:=1 to n do
for k:=1 to 300 do
r:=1.0;
end; { N2 }
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b) procedure N3(n : integer);

var i, j, k : integer;
r . real;
begi n
for i:=1 to n do

for j:=1 to n do
for k:i=1 to n do

r:=1.0;
end; { N3 }
¢) procedure N4(n : integer);
var i, j, k, m: integer;
r : real;
begi n
for i:=1 to n do

for j:=1 to n do
for ki=1 to n do
for m=1 to n do
r:=1.0;
end; { M}

O in cazul procedurii Sor t ar e pentru un calculator Pentium cu frecventa ceasului de sis-
tem f, = 500 MHz s-a obtinut A, = 1,8 - 10°%s. Pentru acelasi tip de calculator, insa cu
frecventa ceasului de sistem f, = 150 MHz, s-a obtinut A, ~ 6,0 - 10®5. Se observa ca

A 500 - 10° A, 60 - 10°®

A - = =33 ; -2 = ==
£ 150 - 10° A 18107

Cum credeti, prin ce se explica acest fapt?

= 3,3.

© 1in procesul compilarii, instructiunile limbajului PASCAL sint translatate in una sau mai
multe instructiuni din limbajul cod-masind. Numarul concret de instructiuni depinde de
mediul de programare si tipul calculatorului utilizat. Elaborati planul unui experiment
care ne-ar permite sa estimam numarul de instructiuni cod-masina in care este transla-
tata fiecare instructiune PASCAL.

@ E cunoscut faptul ca timpul de executie a instructiunilor din limbajul cod-masina de-
pinde de tipul lor. De exemplu, o instructiune care aduna doua numere intregi este mai
rapida decit instructiunea care aduna doud numere reale. n consecinta, valorile A, de-
terminate prin masurarea timpului de executie a unui program PASCAL, depind de tipul
datelor utilizate. Verificati experimental aceasta afirmatie in cazul calculatorului cu care
lucrati dvs.

@ Capacitatea de prelucrare a unui calculator se masoara in Mips — Megainstructiuni pe
secunda. De exemplu, calculatoarele personale au capacitatea de prelucrare 500-800
Mips. Pentru a masura aceasta caracteristica, producatorii de calculatoare utilizeaza
instructiunile limbajului cod-masina. Evident, pentru un programator PASCAL ar pre-
zenta interes si capacitatea de prelucrare exprimata in instructiuni PASCAL pe secunda.
Elaborati planul unui experiment care ar permite estimarea acestei caracteristici pentru
calculatorul cu care lucrati dvs.
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4.5. Complexitatea temporala a algoritmilor

In informatici complexitatea temporala a algoritmilor se caracterizeaza prin tim-
pul de executie T(n) sau numarul de operatii elementare Q(n). Intrucit calculatoarele
moderne au o viteza de calcul foarte mare — 10° ... 10" instructiuni pe secunds, pro-
blema timpului de executie se pune numai pentru valorile mari ale lui 7. In conse-
cintd, in formulele ce exprima numadrul de operatii elementare Q(n) prezintd interes
numai termenul dominant, adica acel care tinde cit mai repede la infinit. Importanta
termenului dominant fata de ceilalti este pusa in evidenta in tabelul 4.5.

Tabelul 4.5
Valorile termenilor dominanti
n log,n g g n' 2"
2 1 4 8 16 4
4 2 16 64 256 16
8 3 64 512 4096 256
16 4 256 4096 65536 65536
32 5 1024 32768 1048576 4294967296

De exemplu, numarul de operatii elementare ale procedurii Sor t ar e se exprima

prin formula:
Qn) =16n*-13n + 2.

Termenul dominant din aceastd formula este 16n”. Evident, pentru valorile mari
ale lui n numarul de operatii elementare

Q(n) ~161*,
iar timpul de executie
T(n) =~ 161m°A.
In functie de complexitatea temporald, algoritmii se clasifica in:
— algoritmi polinomiali;
— algoritmi exponentiali;
— algoritmi nederminist polinomiali.
Un algoritm se numeste polinomial dacd termenul dominant are forma Cr", adica

Q(n) ~ Cn*; T(n) = Cr*A,
unde:

n este caracteristica datelor de intrare;

C — o constantd pozitiva;

k — un numadr natural.

Complexitatea temporald a algoritmilor polinomiali este redatd prin notatia
O(n") care se citeste ,algoritm cu timpul de executie de ordinul n" sau, mai pe
scurt, ,algoritm de ordinul n*”. Evident, existd algoritmi polinomiali de ordinul
n, nz, n° etc.
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De exemplu, algoritmul de sortare a elementelor unui vector prin metoda bulelor
este un algoritm polinomial de ordinul °. Acest lucru se observé si din graficul tim-
pului de executie T(n) a procedurii Sor t ar e, grafic prezentat in figura 4.3.

Un algoritm se numeste exponential daca termenul dominant are forma Ck", adica

Q)= Ck";, T(n)=Ck'A,

unde k>1. Complexitatea temporald a algoritmilor exponentiali este redata prin no-
tatia O(k").

Mentionam faptul ca tot exponentiali se considera si algoritmii de complexitatea
n°8" cu toate ci aceastd functie nu este exponentiald in sensul strict matematic al
acestui cuvint.

Din comparatia vitezei de crestere a functiilor exponentiala si polinomiald (vezi
tabelul 4.5) rezulta ca algoritmii exponentiali devin inutilizabili chiar pentru valori
nu prea mari ale lui n. Pentru exemplificare amintim tabelul 4.1 in care este prezentat
timpul de executie T,(n) a unui algoritm polinomial de ordinul O(r’) si timpul de
executie T,(n) a unui algoritm exponential de ordinul O(2").

Algoritmii nederminist polinomiali se studiazad in cursurile avansate de infor-
matica.

In functie de complexitatea temporald se considerd ci o problema este ugor re-
zolvabila dacad pentru solutionarea ei existd un algoritm polinomial. O problema
pentru care nu existd un algoritm polinomial se numeste dificila. Accentuam faptul
ca aceastd clasificare se refera doar la analiza asimptotica a algoritmilor, adica la
comportarea lor pentru valori mari ale lui n. Pentru valorile mici ale lui 7 situatia
poate fi diferita.

De exemplu, presupunem ca pentru solutionarea unei probleme exista doi algo-
ritmi, unul polinomial cu timpul de executie T,(n) si altul exponential cu timpul de
executie T,(n):

T,(n) = 10001°A ;
T,(n) = 2"A.

Prin calcule directe se poate verifica ca pentrun =1, 2, 3, ..., 18 timpul T,(n) < T,(n).
Prin urmare, in situatia n < 18 vom prefera algoritmul exponential.

In practic, elaborarea programelor de calculator presupune parcurgerea urma-
toarelor etape:

- formularea exactd a problemei;

- determinarea complexitatii temporale a problemei propuse — problema usor
rezolvabila sau problema dificild;

- elaborarea algoritmului respectiv si implementarea lui pe un sistem de calcul.

Evident, in cazul unor probleme usor rezolvabile, programatorul va depune toate
eforturile pentru a inventa algoritmi polinomiali, adicd algoritmi de ordinul 1", astfel
incit parametrul k s ia valori cit mai mici. In cazul problemelor dificile se va da prio-
ritate algoritmilor care minimizeaza timpul de executie cel putin pentru datele de in-
trare frecvent utilizate in aplicatiile practice. Metodele de clasificare a problemelor in
cele usor si cele dificil rezolvabile se studiaza in cursurile avansate de informatica.
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Intrebari gi exercitii
O |Indicati termenii dominanti:
a 12n+5;
b) 6n”+100n +18;
¢ 15n*+1000n° - 25n + 6000;
d) 2000n* +2"+13;
e) n°%"+n®+300n°+6;
f)  3"+2"+14n’ +21;
g) n’+10n*+200n +300n° + 1000n.

® Cum se clasificd algoritmii in functie de complexitatea temporala?
© Determinati tipul algoritmilor, cunoscind complexitatea temporala:

a) Q(n)=200n+15;

b)  Q(n)=2"+25n%+1000;

¢ Q(n)=n’+3"+6000n"+ 10%
d)  Q(n)=3"+2"+n"+4000

e)  Q(n)=n"%""+n’+n’+1500;

f)  Q(n)=100n*+15n>+ 8" + 900.

® Cum credeti, prin ce se explica importanta termenului dominant in analiza complexitatii
temporale a algoritmilor?

© Se considera procedurile N2, N3 si N4 din paragraful precedent. in urma estimarii numa-
rului de operatii elementare s-a obtinut:
Q,,(n) =602n" + 2n + 2;
Qys(n)=2n° +2n*+2n +2;
Qu,(n)=2n"+2n*+2n*+2n + 2.

Determinati ordinul de complexitate temporala a algoritmilor descrisi cu ajutorul aces-
tor proceduri. Comparati viteza de crestere a timpilor de executie T,,(n), T,;(n) si T,,(n),
folosind in acest scop graficele din figura 4.4.

O Se considera un algoritm format din k cicluri imbricate:

for i,;=1to n do
for i,,=1to n do

for i,:=1to n do P
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Numarul de operatii elementare Q, efectuate in procedura P este o mdrime constanta.
Estimati complexitatea temporala a algoritmului.

@ Schitati un algoritm pentru rezolvarea urmatoarei probleme:
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Se considerd multimea A formata din n numere intregi. Determinati daca exista cel putin
o submultime B, BCA, suma elementelor cdreia este egalda cu m. De exemplu, pentru
A={-3,1, 5,9} si m=7, o astfel de submultime exista, si anume, B={-3, 1, 9}.

Estimati complexitatea temporala a algoritmului elaborat.



Capitolul 5

TEHNICI DE ELABORARE
A ALGORITMILOR

5.1. lterativitate sau recursivitate

Pe parcursul dezvoltdrii informaticii s-a stabilit ca multe probleme de o reala im-
portanta practica pot fi rezolvate cu ajutorul unor metode standard, denumite teh-
nici de programare: recursia, trierea, metoda reludrii, metodele euristice s.a.

Una din cele mai rdspindite tehnici de programare este recursia. Amintim c4 re-
cursia se defineste ca o situatie in care un subprogram se autoapeleaza fie direct, fie
prin intermediul altui subprogram. Tehnicile in studiu se numesc respectiv recur-
sia directd si recursia indirecta si au fost studiate in cadrul temei ,,Functii si proce-
duri”.

In general, elaborarea unui program recursiv este posibild numai atunci cind se
respectd urmatoarea regula de consistenta: solutia problemei trebuie sa fie direct
calculabila ori calculabild cu ajutorul unor valori direct calculabile. Cu alte cuvinte,
definirea corectd a unui algoritm recursiv presupune ca in procesul deruldrii calcu-
lelor trebuie sa existe:

- cazuri elementare, care se rezolva direct;

- cazuri care nu se rezolva direct, insd procesul de calcul in mod obligatoriu pro-
greseaza spre un caz elementar.

De exemplu, in definitia recursiva a functiei factorial fact: N—N,

1, dacd n=0;
fact(n) =
' {n - fact(n—1), daca n >0,
deosebim:

— Cazul elementar n = 0. In acest caz valoarea fact(0) este direct calculabila si
anume fact(0)=1.

— Cazurile neelementare n > 0. In astfel de cazuri valorile fact(n) nu sint direct
calculabile, insa procesul de calcul progreseaza cdtre cazul elementar fact(0).

De exemplu, pentru n = 3 obtinem:

fact(3) =3 -fact(2)=3 -2 -fact(1)=3 -2 -1- fact(0)=3 -2 -1 1=6.

Prin urmare, definitia recursiva a functiei fact(n) este o definitie consistenta.
Amintim ca functia fact(n) poate fi exprimata in PASCAL, urmind direct definitia,
in forma:

113



function Fact(n: Natural): Natural;

begi n

if n=0 then Fact: =1
el se Fact: =nxFact (n-1)

end;

Modul de gestionare a stivei in cazul apelului Fact ( 3) este prezentat in figura 5.1.

Evolutia in stivd
Fact(3) Fact(2) Fact(1) Fact(0)
B """l' ___________________ ]
l AR, n=0, ***
l AR, n=1I, *** AR, n=I, ***
AR, n=2, *** AR, n=2, *** AR, n=2, ***
AR, n=3, *** AR, n=3, *** AR, n=3, *** AR, n=3, ***
Eliberarea stivei
Fact=1 Fact=1 Fact=2 Fact=6
_____________ ] e R T B
f
AR, n=0, f=1 T
AR, n=1, *** AR, n=I, =1 T
AR, n=2, *** AR, n=2, *** AR, n=2, =2
AR, n=3, *** AR, n=3, *** AR, n=3, *** AR, n=3, f=6

Fig. 5.1. Gestionarea stivei in cazul apelului Fact ( 3) :
AR - adresa de revenire; n - valoarea curenta a parametrului actual;
*** _ spatiu pentru memorarea valorii f returnate de functia Fact

Intr-un mod similar, in definitia recursiva a functiei incons: N—N,

) 1, dacan=0;
incons(n) = ) .

n-incons(n+1), daca n>0,
deosebim cazul elementar n=0 si cazurile neelementare 1>0. Ins3, spre deosebire de
functia fact(n), pentru n > 0 valorile incons(n) nu pot fi calculate, intrucit procesul de
calcul progreseaza catre incons(«).
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De exemplu, pentru n=3 obtinem:
incons(3) =3 -incons(4) =3 -4 -incons(5) =3 -4 -5 -incons(6) = ---.

Prin urmare, definitia recursiva a functiei incons(n) este o definitie inconsistenta
si teoretic procesul de calcul va dura la nesfirsit. in practica calculele vor fi intrerupte
de sistemul de operare in momentul depadsirii capacitatii de memorare a stivei sau in
cazul depasirii capacitatii dispozitivului aritmetic.

Accentudm faptul cd mediile actuale de programare nu asigura verificarea consis-
tentei algoritmilor recursivi, acest lucru revenindu-i programatorului.

Dupad cum s-a vdzut in capitolele precedente, orice algoritm recursiv poate fi tran-
scris intr-un algoritm iterativ si invers. Alegerea tehnicii de programare - iterativi-
tate sau recursivitate - tine, de asemenea, de competenta programatorului. Evident,
aceastd alegere trebuie facutd luind in considerare avantajele si neajunsurile fiecarei
metode, care variaza de la caz la caz. Pentru exemplificare, in tabelul 5.1. sint prezen-
tate rezultatele unui studiu comparativ al ambelor tehnici de programare in cazul
prelucrarii automate a textelor.

Tabelul 5.1
Studiul comparativ al iterativitatii si recursivitatii
(prelucrarea automata a textelor)
Nr. crt. Caracteristici Iterativitate Recursivitate
1. Necesarul de memorie mic mare
2. Timpul de executie acelasi
3 Structura programului complicata simpla
4. Volumul de munca necesar .
. . mare mic

pentru scrierea programului
o Testarea si depanarea progra- simpl4 complicats

melor

Propunem cititorului in calitate de exercitiu efectuarea unui studiu comparativ al
iterativitatii si recursivitatii in cazul algoritmilor destinati credrii si preludrii structu-
rilor dinamice de date din Capitolul 2.

In general, algoritmii recursivi sint recomandati in special pentru problemele ale
cdror rezultate sint definite prin relatii de recurenta: analiza sintactica a textelor, pre-
lucrarea structurilor dinamice de date, procesarea imaginilor s.a. Un exemplu tipic
de astfel de probleme este analiza gramaticala a programelor PASCAL, sintaxa caro-
ra, dupa cum se stie, este definitd prin relatii de recurenta.

Intrebari si exercitii

© Explicati termenul tehnici de programare.
@® Care este diferenta dintre recursia directd si recursia indirectd? Dati exemple.
© Ce conditii trebuie respectate pentru ca definitia unui algoritm recursiv sa fie corectd?

O Care este diferenta dintre definitiile recursive consistente si definitiile recursive inconsis-
tente?
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© Se considera urmatoarele definitii recursive de functii. Care din aceste definitii sint con-
sistente? Argumentati raspunsul.

T 1, daci n=0;
. n)=
a) f:N->N, n+ f(n-1), daca n>0;
Fm) = 1, daca n=0;
. n)=
b) f:N—>N, n+ f(n), daci n>0;
_ |1, daca i=0
) f:Z-Z, i+ fG-0), daca i#0;
(n) = 1, daca n=0;
d) f:N->N, n+g(n-1), dacad n>0;
()= 2, daca n=0;
g:N—>N, gt n+ f(n-1), daca n>0;
) n, dacd n<10;
. n =
e) f:N->N, : (nmod 10)+ £ (n div 10), daca n>10.

@ Lansati in executie programul ce urmeaza. Explicati mesajele afisate la ecran.

Pr ogram P150;
{ Deps&sirea capacitatii de nenorare a stivei }
type Natural = 0..Maxint;

function Incons(n: Natural): Natural
{ Defini ti e recursiva inconsistents }
begi n
writeln(’Apel recursiv n=", n);
if n=0 then Incons: =1
el se I ncons: =n*l ncons(n+1);
end; { Incons }

begi n
writeln(lncons(3));
r eadl n;

end.

Reprezentati pe un desen similar celui din figura 5.7 modul de gestionare a stivei in cazul
apelului Incons(3).

@ Indicati cazurile elementare si cele neelementare pentru urmatorii algoritmi recursivi:
a) functia Ar b si procedura AfisAr b din programul P130;
b) procedurile Pr eor di ne, | nor di ne si Post or di ne din programul P131;
¢) procedura | nAdi nci e din programul P133.

® Suma primelor n numere naturale S(n) poate fi calculata cu ajutorul functiei iterative

S()=0+1+2+..+n=3i

i=o
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sau al functiei recursive
0, daca n=0;
n+S(n-1), dacd n>0.

S(n)z{

Utilizind ca model tabelul 5.1, efectuati un studiu comparativ al algoritmilor destinati
calcularii sumei S(n).
© Se considerd urmdtoarele formule metalingvistice:
<Cifri> == 0l112|34|5]6]718]9
<Numir> := <Cifrd > {<Cifri>}
<Semn> == +|-|* [/
<Expresie> ::= <Numir> | ( <Expresie>) | <Expresie><Semn><Expresie>
Scrieti o functie recursiva care returneaza valoarea t r ue daca sirul de caractere S este
conform definitiei unitatii lexicale <Expresie> si f al se in caz contrar.
© Efectuati un studiu comparativ al algoritmilor iterativi si algoritmilor recursivi destinati
credri si prelucrarii urmdtoarelor structuri dinamice de date:
a) liste unidirectionale;
b) stiva;
¢) cozi;
d) arbori binari;
e) arbori de ordinul m.

® Scrieti o functie iterativa care returneaza valoarea t r ue daca sirul de caractere S este
conform definitiei unitatii lexicale <Expresie> din exercitiul 9 si f al se in caz contrar.
Utilizind ca model tabelul 5.1, efectuati un studiu comparativ al algoritmului iterativ si
algoritmului recursiv.

® Elaborati un subprogram recursiv care calculeaza suma cifrelor unui numar natural n.
Examinati cazurile n <Maxl nt si n<10”

® Imaginile in alb-negru (fig. 5.2) pot fi codificate cu ajutorul unei matrice binare B =
= ||byl| e 1< n, m < 30. Elementul b; indica culoarea microzonei respective: neagra (b,
=1) sau alba (b; =0).

1 23 .. j .om 1 23 . J om
1 1
2
3
i A i A
n n
a) b)

Fig. 5.2. Colorarea unei suprafete inchise:
a-imaginea initiald; b — imaginea finala

Elaborati o procedura recursiva pentru colorarea unei suprafete inchise, specificate prin
coordonatele (j, j) ale oricarei microzone A din interiorul ei.
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@ Elaborati o procedurd care determina cite obiecte contine o imagine in alb-negru.
Imaginea este impartita in microzone si codificata cu ajutorul matricei binare B=||b
Elementul b, indica culoarea microzonei cu coordonatele (i, j).

il e

® Efectuati un studiu comparativ al algoritmilor iterativi si algoritmilor recursivi destinati
solutiondrii problemelor din exercitiile 13 si 14.

5.2. Metoda trierii

Metoda trierii presupune cd solutia unei probleme poate fi gasitd analizind con-
secutiv elementele s; ale unei multimi finite

S=1{s,5, ...) Sy .oer Sy,

denumitd multimea solutiilor posibile. In cele mai simple cazuri elementele s, s,
S, pot fi reprezentate prin valori apartinind unor tipuri ordinale de date: i nt eger,
bool ean, char , enumerare sau subdomeniu. In problemele mai complicate sintem ne-
voiti sa reprezentam aceste elemente prin tablouri, articole sau multimi. Mentionam
cd in majoritatea problemelor solutiile posibile s,, s, ..., s, nu sint indicate explicit in
enuntul problemei si elaborarea algoritmilor pentru calcularea lor cade in sarcina
programatorului.

Schema generald a unui algoritm bazat pe metoda trierii poate fi redatd cu ajuto-
rul unui ciclu:

for i:=1to k do
i f SolutiePosibila(s;) then PrelucrareaSol utiei(s;)

unde Sol utiePosibila este o functie booleand care returneazd valoarea
true daca elementul s, satisface conditiile problemei si f al se in caz contrar, iar
Prel ucrareaSol uti ei este o procedura care efectueazad prelucrarea elementului
selectat. De obicei, in aceastd procedura solutia s; este afisata la ecran.

In continuare vom analiza doua exemple care pun in evidenta avantajele si nea-
junsurile algoritmilor bazati pe metoda trierii.

Exemplul 1. Se considera numerele naturale din multimea {0, 1, 2, ..., n}. Elaborati
un program care determind pentru cite numere K din aceastd multlme suma cifrelor
fiecarui numar este egald cu m. In particular, pentru n = 100 si m = 2, in multimea
{0,1, 2, ..., 100} existd 3 numere care satisfac conditiile problemei: 2, 11 si 20. Prin
urmare, K = 3.

Rezolvare. Evident, multimea solutiilor posibile S = {0, 1, 2, ..., n}. In programul ce
urmeaza suma cifrelor oricarui numadr natural i, i€S, se calculeaza cu ajutorul functiei
SumaGi f r el or . Separarea cifrelor zecimale din scrierea numarului natural i se efectuea-
za de la dreapta la stinga prin impartirea numarului i si a citurilor respective la baza 10.

Program P151;

{ Suma cifrelor unui numsr natural }
type Natural =0.. MaxI nt;

var i, KK m n : Natural;
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function SumaCGifrelor(i:Natural): Natural;
var suma : Natural;

begi n
suma: =0;
r epeat
suma: =suma+(i nod 10);
i:=i div 10;
until i=0;

SumaCi frel or: =sunm;
end; { SumaCifrelor }

function Sol uti ePosi bila(i:Natural): bool ean;
begi n
if SumaCifrelor(i)=mthen Sol uti ePosi bila:=true
el se Sol uti ePosi bi | a: =f al se;
end; { SunmaCifrelor }

procedure Prel ucrareaSol utiei(i:Natural);

begi n
witeln(’i=", i);
K: =K+1;

end; { PrelucrareaSolutiei }

begi n
wite('Dati n="); readln(n);
wite(’Dati n¥'); readln(m;
K: =0;
for i:=0 to n do
if SolutiePosibila(i) then PrelucrareaSolutiei(i);
witeln(’'K=", K);
readl n;
end.

Din analiza programului P151 rezultd ca complexitatea temporard a algoritmu-
lui respectiv este O(n).

Exemplul 2. Se considerd multimea P ={P,, P,, ..., P,} formatd din n puncte (2<n
< 30) pe un plan euclidian. Fiecare punct P, este definit prin coordonatele sale x;, y..
Elaborati un program care afiseaza la ecran coordonatele punctelor P, P, distanta
dintre care este maxima.

Rezolvare. Multimea solutiilor posibile S = PxP. Elementele (P, P,) ale produsului
cartezian PxP pot fi generate cu ajutorul a doua cicluri imbricate:

for j:=1 to n do
for m=1 to n do
if SolutiePosibila(P, P) then PrelucrareaSolutiei (P, P,
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Distanta dintre punctele P, P, se calculeazd cu ajutorul formulei:

d, =0, =x,) +(, -,

Program P152;
{ Puncte pe un plan euclidian }
const nmax=30;
type Punct = record
X, y : real;
end;
I ndi ce = 1..nnmax;
var P : array[lndice] of Punct;
i, m n : Indice;
dmax : real; { distanta maxi ma }
PA, PB : Punct;

function Distanta(A B : Punct) : real;
begi n

Di stanta: =sqrt (sqr (A x-B.x)+sqgr(A y-B.y));
end; { Distanta }

function Sol utiePosibila(j,mIndice): bool ean;
begi n
if j<>mthen Sol utiePosibila:=true
el se Sol uti ePosi bi |l a: =f al se;
end; { Sol utiePosibila }

procedure Prel ucrareaSol utiei (A, B : Punct);
begi n
if Distanta(A, B)>dnax then

begi n

PA: =A; PB: =B;

dmax: =Di st anta(A, B);
end;

end; { PrelucrareaSolutiei }

begi n
wite('Dati n="); readln(n);
witeln(’ Dati coordonatele x, y ale punctelor’);
for j:=1 to n do
begi n
wite("P[’, j, ']1: '); readln(P[j].x, P[j]l.Y);
end;
dmax: =0;

for j:=1 to n do
for m=1 to n do
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if SolutiePosibila(j, m then
Prel ucrareaSol utiei (P[j], P[M);

witeln(’Solutia: PA=(", PA-x:5:2, ',’, PAy:5:2, ")");
witeln(’ PB=(", PB.x:5:2, ',’, PB.y:5:2, ")");
readl n;

end.

Complexitatea temporald a algoritmului descris cu ajutorul programului P152
este O(1’).

Din exemplele prezentate mai sus se observd cd in algoritmii bazati pe metoda tri-
erii se calculeaza, implicit sau explicit, multimea solutiilor posibile S. In problemele
relativ simple (exemplul 1) elementele din multlmea solutulor posibile pot fi enume-
rate direct. In problemele mai complicate (exemplul 2) generarea solutiilor posibile
necesitd elaborarea unor algoritmi speciali. In general, acesti algontml realizeazd
operatiile legate de prelucrarea unor multimi:

- reuniunea;

- intersectia;

- diferenta;

- generarea tuturor submultimilor;

- generarea elementelor unui produs cartezian;

- generarea permutdrilor, aranjamentelor sau combindrilor de obiecte etc.

Avantajul principal al algoritmilor bazati pe metoda trierii consta in faptul ca
programele respective sint relativ simple, iar depanarea lor nu necesita teste sofisti-
cate. Complexitatea temporald a acestor algoritmi este determinatd de numdrul de
elemente k din multimea solutiilor posibile S. In majoritatea problemelor de o reald
importanta practlca metoda trierii conduce la algoritmii exponentiali. Intrucit algo-
ritmii exponentiali sint inacceptabili in cazul datelor de intrare foarte mari, metoda
trierii este aplicatd numai in scopuri didactice sau pentru elaborarea unor programe
al caror timp de executie nu este critic.

Intrebari si exercitii

© Explicati structura generala a algoritmilor bazati pe metoda trierii.
® Cum poate fi realizata trierea solutiilor posibile cu ajutorul ciclurilor whi | e sir epeat ?
(3]

Estimati timpul de executie al programelor P151 si P152. Modificati programul P152

astfel, incit timpul de executie sa se micsoreze aproximativ de doua ori.

Dati exemple de programe timpul de executie al carora nu este critic.

Care sint avantajele si dezavantajele algoritmilor bazati pe metoda trierii?

Se considera multimea P={P,, P,, ..., P} formatd din n puncte (3 < n <30) pe un plan

euclidian. Fiecare punct P, este definit prin coordonatele sale x, y.. Elaborati un program

ce determina trei puncte din multimea P pentru care aria triunghiului respectiv este

maxima. Estimati timpul de executie a programului elaborat.

@ Scrieti o functie PASCAL care, primind ca parametru un numdr natural n, returneaza va-
loareat r ue daca n este primsif al se in caz contrar. Estimati complexitatea temporala
a functiei respective.

@ ® 0o
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® In notatia (a), litera x reprezinta baza sistemului de numeratie, iar litera a — un numar

scris in sistemul respectiv. Elaborati un program care calculeaza, daca exista, cel putin o
radacina a ecuatiei

(a),=b,
unde a si b sint numere naturale, iar x este necunoscuta. Fiecare cifra a numarului na-
tural g apartine multimii {0, 1, 2, ..., 9}, iar numarul b este scris in sistemul zecimal. De
exemplu, radacina ecuatiei

(160), =122

este x = 8, iar ecuatia

(5),=10
nu are solutii. Estimati complexitatea temporald a programului elaborat.

© Intr-o pusculita se afla N monede de diferite valori cu greutatea totald G grame. Greutatea
fiecarei monede de o anumita valoare este data in tabelul ce urmeaza.

Valoarea monedei, lei Greutatea monedei, grame
1 1
5 2
10 3
25 4
50 5

Elaborati un program care determina suma minima S care ar putea sa fie in pusculita.

©® Elaborati un program care determina cite puncte cu coordonate intregi se contin intr-o
sfera de raza R cu centrul in originea sistemului de coordonate. Se considera ca R este
un numar natural, T<R<30. Distanta d dintre un punct cu coordonatele (x, y, z) si originea
sistemului de coordonate se determina dupd formula ; — /2 + )74z

5.3. Tehnica Greedy

Aceastd metodd presupune cd problemele pe care trebuie sd le rezolvdm au ur-
matoarea structura:

—se da o multime A={a,, a,, ..., a,} formata din n elemente;

— se cere sd determindm o submultime B, BCA, care indeplineste anumite conditii
pentru a fi acceptata ca solutie.

In principiu, problemele de acest tip pot fi rezolvate prin metoda trierii, generind
consecutiv cele 2" submultimi A; ale multimii A. Dezavantajul metodei trierii consta
in faptul ca timpul cerut de algoritmii respectivi este foarte mare.

Pentru a evita trierea tuturor submultimilor A, AcA, in metoda Greedy se uti-
lizeazd un criteriu (o reguld) care asigurd alegerea directd a elementelor necesare
din multimea A. De obicei, criteriile sau regulile de selectie nu sint indicate explicit
in enuntul problemei si formularea lor cade in sarcina programatorului. Evident, in
absenta unor astfel de criterii metoda Greedy nu poate fi aplicata.

Schema generala a unui algoritm bazat pe metoda Greedy poate fi redata cu aju-
torul unui ciclu:
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whi | e Exi staEl emente do
begi n

Al egeUnEl enent (x) ;

I ncl udeEl enent ul (x) ;
end

Functia Exi st aEl enent e returneaza valoarea t r ue daca in multimea A exis-
td elemente care satisfac criteriul (regula) de selectie. Procedura Al egeUnEl enent
extrage din multimea A un astfel de element x, iar procedura | ncl udeEl ement ul
inscrie elementul selectat in submultimea B. Initial B este o multime vida.

Dupd cum se vede, in metoda Greedy solutia problemei se cautd prin testarea conse-
cutiva a elementelor din multimea A si prin includerea unora din ele in submultimea
B. Intr-un limbaj plastic, submultimea B incearcd sa ,inghita” elementele , gustoase”
din multimea A, de unde provine si denumirea metodei (greedy — lacom, hraparet).

Exemplu. Se considerd multimea A={a,, a,, ..., 4, ..., a,} elementele cdreia sint nume-
re reale, iar cel putin unul din ele satisface conditia 2,>0. Elaborati un program care
determina o submultime B, BCA, astfel incit suma elementelor din B sd fie maxima.
De exemplu, pentru A={21,5; -3,4; 0; -12,3; 83,6} avem B={21,5; 83,6}.

Rezolvare. Se observa ca daca o submultime B, BCA, contine un element b<0, atunci
suma elementelor submultimii B \ {b} este mai mare sau egald cu cea a elementelor
din B. Prin urmare, regula de selectie este foarte simpla: la fiecare pas in submulti-
mea B se include un element pozitiv arbitrar din multimea A.

In programul ce urmeaza multimile A si B sint reprezentate prin vectorii (tablo-
urile unidimensionale) A si B, iar numadrul de elemente ale fiecdrei multimi — prin
variabilele intregi, respectiv n si m Initial B este o multime vida, respectiv m=0.

Program P153;
{ Tehnica G eedy }

const nmax=1000;

var A : array [1..nmax] of real;
n: 1..nmax;
B: array [1..nmax] of real;
m : 0..nnax;
X real ;
i 1.. nmax;

Functi on Exi st aEl enente : bool ean;

var i : integer;

begi n
Exi st aEl enent e: =f al se;
for i:=1to n do

if Ali]>0 then ExistaEl emente: =true;
end; { ExistaEl enente }

procedur e Al egeUnEl enent (var x : real);
var i : integer;
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begi n
i:=1;
while Ali]<=0 do i:=i+1;
x:=A[i];
Ali]:=0;
end; { Al egeUnEl enent }

procedure |ncludeEl ementul (x : real);
begi n

m =mt1;

B[ m : =x;

end; { IncludeEl ementul }

begi n
wite('Dati n="); readln(n);
witeln(’ Dati elementele nul timi A');
for i:=1 to n do read(Alil]);
witeln;
m =0;
whi | e Exi st aEl enente do
begi n
Al egeUnEl enment (x) ;
I ncl udeEl enment ul (x) ;

end;
witeln('Elementele mul cimi B:');
for i:=1 to mdo witeln(B[i]);
readl n;

end.

Mentionam cd procedura Al egeUnEl ement zerografiaza componenta vectoru-
lui A ce continea elementul x, extras din multimea respectiva.

Complexitatea temporala a algoritmilor bazati pe metoda Greedy poate fi evalu-
atd urmind schema generald de calcul prezentatd mai sus. De obicei, timpul cerut
de procedurile Exi st aEl ement e, Al egeUnEl enent si | ncl udeEl ement ul este
de ordinul 7. In componenta ciclului whi | e aceste proceduri se executd cel mult de
n ori. Prin urmare, algoritmii bazati pe metoda Greedy sint algoritmi polinomiali.
Pentru comparare, amintim cd algoritmii bazati pe trierea tuturor submultimilor A,
A, cA, sint algoritmi de ordinul O(2"), deci exponentiali. Cu regret, metoda Greedy
poate fi aplicatd numai atunci cind din enuntul problemei poate fi dedusa regula
care asigura selectia directd a elementelor necesare din multimea A.

Intrebari si exercitii

O Explicati structura generala a algoritmilor bazati pe metoda Greedy.
@® Care sint avantajele si neajunsurile algoritmilor bazati pe tehnica Greedy?
© Estimati timpul de executie al programului P153.
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Schitati un algoritm care determina submultimea B din exemplul de mai sus prin meto-
da trierii. Estimati complexitatea temporald a algoritmului elaborat.

Memorarea fisierelor pe benzi magnetice. Se considera n fisiere f,, f,, ..., f, care trebu-
ie memorate pe o banda magnetica. Elaborati un program care determina ordinea de
amplasare a fisierelor pe banda astfel incit timpul mediu de acces sa fie minim. Se pre-
supune cd frecventa de citire a fisierelor este aceeasi, iar pentru citirea fisierului f, (i=1, 2,
.., ) sint necesare t, secunde.

Problema continua a rucsacului. Se considera n obiecte. Pentru fiecare obiect i (i=1,
2, .., n) se cunoaste greutatea g; si cistigul ¢; care se obtine in urma transportului sdu
la destinatie. O persoand are un rucsac cu care pot fi transportate unul sau mai multe
obiecte greutatea sumard a cdrora nu depaseste valoarea G,,,. Elaborati un program
care determind ce obiecte trebuie sa transporte persoana in asa fel incit cistigul sa fie
maxim. In caz de necesitate, unele obiecte pot fi tiiate in fragmente mai mici.

Hrubele de la Cricova. Dupi o vizité la renumitele hrube” de la Cricova un informatician
a construit un robot care functioneaza intr-un cimp divizat in patratele (fig. 5.3). Robotul
poate executa doar instructiunile SUS, JOS, DREAPTA, STI NGA, conform carora se de-
plaseaza in unul din patratelele vecine. Daca in acest patrat este un obstacol, de exem-
plu, un perete sau un butoi, are loc un accident si robotul iese din functiune.

1 2 34 56 728 9

1 Robot
2 /
3
4 a1
5
6
7 A |

| v

Intrare Iesire

Fig. 5.3. Cimpul de actiune al robotului

Elaborati un program care, cunoscind planul hrubelor, deplaseaza robotul prin incaperi-
le subterane, de la intrarea in hrube la iesire. Colectia de vinuri fiind foarte bogata, nu se
cere vizitarea obligatorie a tuturor incaperilor subterane.

Datele de intrare. Planul hrubelor este desenat pe o foaie de hirtie liniata in patrate-
le. Patratelele hasurate reprezinta obstacolele, iar cele nehasurate - spatiile libere.
Patratelele de pe perimetrul planului, cu exceptia celor de intrare sau iesire, sint hasu-
rate prin definitie. In forma numerica planul hrubelor este redat prin tabloul A cu m linii
si n coloane. Elementele Aj, j] ale acestui tablou au urmatoarea semnificatie: 0 — spatiu

Hrubd - incapere sau galerie subterana care serveste la depozitarea produselor alimentare.
In hrubele de la Cricova pe parcursul mai multor decenii au fost depozitate cele mai bune
vinuri din Republica Moldova.
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liber; 1 - obstacol; 2 - intrarea in hrube; 3 - iesirea din hrube. Initial, robotul se afld in
patratelul pentru care A[j, jl=2.

Fisierul HRUBE. | N contine pe prima linie numerele m, n separate prin spatiu. Pe urma-
toarele m linii se contin cite n numere Alj, j] separate prin spatiu.

Datele de iesire. Fisierul HRUBE. OUT va contine pe fiecare linie cite una din instructiuni-
le SUS, JOS, DREAPTA, STl NGA scrise in ordinea executarii lor de catre robot.
Restrictii. 5 < m, n <100 . Timpul de executie nu va depasi 3 secunde.

Exemplu:
HRUBE. | N HRUBE. OUT
79 SUS
111111111 DREAPTA
100100001 DREAPTA
101001011 DREAPTA
100010001 DREAPTA
101010101 SUS
100000101 SUS
121111131 DREAPTA
DREAPTA
JOS
JOS
JOS

Indicatii. La fiecare pas selectati din multimea {SUS, JOS, DREAPTA, STI NGA} cite o
instructiune in asa fel incit robotul sa se deplaseze numai de-a lungul unui perete.

5.4. Metoda reluarii

In metoda reludrii se presupune cd solutia problemei pe care trebuie sd o rezol-
vam poate fi reprezentatd printr-un vector:

X=(Xy, Xyy oy Xpy oo, X,)-

Fiecare componentd x, a vectorului X poate lua valori dintr-o anumita multime
A, k=1,2,..,n.Se considera ca cele m, elemente ale fiecarei multimi A, sint ordonate
conform unui criteriu bine stabilit, de exemplu, in ordinea aparitiei lor in memoria
calculatorului.

In principiu, astfel de probleme pot fi solutionate prin metoda trierii, tratind vec-
torul X ca un element al produsului cartezian S = A;xA,x ... xA,. Dezavantajul me-
todei trierii consta in faptul ca timpul cerut de algoritmul respectiv este foarte mare.
De exemplu, pentru multimile A, A,, ..., A, formate numai din cite doud elemente,
timpul necesar este O(2"), deci exponential.

Pentru evitarea trierii tuturor elementelor produsului cartezian A;xA,x ... xA,, in
metoda reludrii componentele vectorului X primesc valori pe rind, in sensul cé lui x,
i se atribuie o valoare numai dacéa au fost deja atribuite valori lui x,, x,, ..., x,, . Mai
mult, odata o valoare pentru x, stabilitd, nu se trece direct la atribuirea de valori lui
X,.,, Cli se verificd anumite conditii de continuare referitoare la x,, x,, ..., x,. Aceste
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conditii stabilesc situatiile in care are sens sa trecem la calculul lui x,,;. Daca aceste
conditii nu sint satisfacute, va trebui sa facem o alta alegere pentru x, sau, daca ele-
mentele din multimea A, s-au epuizat, sd micsoram pe k cu o unitate incercind sa
facem o noud alegere pentru x, ,.

Mentionam faptul cd anume micsorarea lui k dd nume metodei studiate, cuvintul
»reluare” semnificind revenirea la alte variante de alegere a variabilelor x,, x,, ..., x, ;.
Evident, aceeasi semnificatie o are si denumirea engleza a metodei in studiu — back-
tracking (back — inapoi, track — urma).

Pentru exemplificare, in figura 5.4 este prezentata ordinea in care sint examinate
elementele multimilor A, = {a,,, a,,}, A, = {a,,, a4} si A, = {a;,, a,,, a,}. In scopuri di-
dactice se considera ca multimile A, si A, au cite doua elemente (m, = 2, m, = 2), iar
multimea A, — trei elemente (m, = 3). Elementele a;; ale multimilor respective sint
simbolizate prin cerculete. Rezultatele verificdrii conditiilor de continuare sint repre-
zentate prin valorile binare 0 (f al se)si1 (t r ue).

k=1 {)‘0

Fig. 5.4. Cautarea solutiei prin metoda reludrii

Din figura 5.4 se observa ca primul element a,, din multimea A, nu satisface con-
ditiile de continuare si, in consecintd, se trece la elementul al doilea a,, din aceeasi
multime. Mai departe in vectorul X se include primul element a,, din multimea A,,
element care satisface conditiile de continuare, si se trece la examinarea elementelor
din multimea A,.

Intrucit niciunul din elementele a, , a,, , a,, nu satisface conditiile de continuare,
se revine la multimea A, din care se alege elementul al doilea, si anume, a,,. Dupa
aceasta se testeaza din nou elementele multimii A,, elementul a,, satisfacind conditi-
ile de continuare.

Schema generald a unui algoritm recursiv bazat pe metoda reludrii este redata cu
ajutorul procedurii ce urmeaza:

procedure Rel uare(k:integer);

begi n
if k<=n then
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begi n
X[ K] : =Pri mul El enent (k) ;
i f Continuare(k) then Reluare(k+1);
whi | e Exi staSuccesor (k) do
begi n
X[ k] : =Succesor (k) ;
i f Continuare(k) then Reluare(k+1)
end; { while }
end { then }
el se PrelucrareaSol uti ei;
end; {Reluare}

Procedura Rel uare comunicd cu programul apelant si subprogramele ape-
late prin variabilele globale ce reprezintd vectorul X si multimile A, A,, ..., A
Subprogramele apelate executa urmatoarele operatii:

Primul El enent (k) —returneaza primul element din multimea A,;

Cont i nuar e( k) —returneaza valoareat r ue dacd elementele inscrise in primele
k componente ale vectorului X satisfac conditiile de continuare si f al se in caz con-
trar;

Exi st aSuccesor (k) — returneaza valoarea t r ue dacd elementul memorat in
componenta x, are un succesor in multimea A, si f al se in caz contrar;

Succesor (k) —returneaza succesorul elementului memorat in componenta x;;

Prel ucrareaSol uti ei — de obicei, in aceasta procedurd solutia retinuta in
vectorul X este afisatd la ecran.

Pentru o intelegere mai clard a procesului recursiv, vom urmari executia procedu-
rii Rel uar e in cazul multimilor A,, A,, si A, din figura 5.3.

La executia apelului Rel uar e( 1) in componenta x, a vectorului X se inscrie pri-
mul element al multimii A

n*

X=(a,).

Intrucit in cazul acestui vector apelul Cont i nuar e( 1) returneaza valoareaf al -
se, se trece la executia instructiunii whi | e. Apelul Exi st aSuccesor (1) returnea-
zd valoarea t r ue si, prin urmare, in componenta x, a vectorului X se inscrie succe-
sorul elementului a,;:

X=(a,).
De data aceasta apelul Cont i nuar e( 1) returneaza valoareat r ue si, prin urma-

re, se trece la executia recursiva a apelului Rel uar e( 2) . Evident, in componenta x,
a vectorului X va fi inscris primul element din multimea A,:

X=(a,y ay)-

Pentru acest vector functia Cont i nuar e returneaza valoarea t r ue, fapt ce de-
clar}§eazé executia recursiva a apelului Rel uar e( 3) .
In cazul apelului Rel uar e( 3) componenta x, a vectorului X ia recursiv valorile
Ay, Az $1 A3y
X=(a,y, ay, a3);
X=(ay, ay, a3,);
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X=(yy Ay, ),
insd nici unul din acesti vectori nu satisface conditiile de continuare. Dupa exami-
narea ultimului element din multimea A,, functia Exi st aSuccesor returneazi va-
loarea f al se si, in consecinta, se revine in contextul apelului Rel uar e( 2) . In acest
context in componenta x, a Vectorulul X se inscrie succesorul elementului a,,:

X=(a, ).

Intrucit si pentru acest vector functia Cont i nuar e returneaza valoarea t r ue,
din nou se executa apelul recursiv Rel uar e( 3) . Insa, spre deosebire de apelul pre-
cedent, in acest caz vectorul

X=(a15) Ay, A35)
satisface conditiile de continuare, fapt ce declanseaza executia apelului recursiv
Rel uare(4). fn acest apel k>n si, prin urmare, procedura Pr el ucr ar eaSol ut i ei
va afisa coordonatele vectorului X la ecran.

Exemplu. Se considerd multimile A, A,, ..., A,, fiecare multime fiind formata din
m, numere naturale. Selectati din fiecare multime cite un numar in asa mod incit
suma lor sd fie egald cu q.

Rezolvare. Vom reprezenta multimile A;, A,, ..., A, prin liniile tabloului bidimensi-
onal (matricei) A = ||a,||. Numarul de elemente m, al fiecdrei multimi A, va fi retinut
in componenta respectiva a tabloului unidimensional (vectorului) M = ||m,]|.

Din enuntul problemei rezultd ca toate conditiile de continuare sint respectate
numai atunci cind suma elementelor referite de primele k componente ale vectorului
X nu depdseste valoarea g pentru k<n si este egald cu g pentru k = n. Pentru a simpli-
fica scrierea programului, vom memora in vectorul X numai indicii j ai elementelor
a; selectate din multimile A}, A, ..., A

ne

Pr ogr am P154;
{ Program bazat pe netoda reluarii }
const mmax=50; { numarul maxi mal de mul tim }
nmax=50; { numirul maxi nal de el enente }
type Natural = 0..MaxInt;
Multine = array [1..nmax] of Natural;

var A : array[1l..nmax] of Miltine;

n : 1..nmax; { numarul de nmul tim }

M: array[1..nmax] of 1..mmax; { cardinalul mul timi Sk] }
X array[1l..nmax] of 1..nmax; { indicii elenentel or

sel ectate }

g : Natural;

k, J : integer;

I ndi cator : bool ean;

function Primul El ement (k : integer) : Natural;
begi n

Pri mul El enent : =1;
end; {Prinmul El ement }
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function Continuare(k : integer) : bool ean;

var j : integer;
suma : Natural;
begi n
suma: =0;

for j:=1 to k do suma:=suma+Alj, Xj]];
if ((k<n) and (suma<q)) or ((k=n) and (suna=q))
t hen Conti nuare: =true
el se Conti nuare: =f al se;
end; { Continuare }

function Exi staSuccesor(k : integer) : bool ean;
begi n

Exi st aSuccesor: =( X[ k] <M k] ) ;
end; { ExistaSuccesor }

function Succesor(k : integer) : integer;
begi n

Succesor : =X[ k] +1;
end; { Succesor }

procedure Prel ucrareaSol uti ei;

var k : integer;

begi n
wite(’Solutia: ");
for ki=1 to n do wite(Alk, XKk]], ' ');
witeln;

| ndi cator: =true;
end; { PrelucrareaSolutiei }

procedure Reluare(k : integer);
{ Metoda reluarii - varianta recursiva }
begi n
i f k<=n then
begi n

X[ k] : =Pri nmul El enent (k) ;
if Continuare(k) then Reluare(k+1);
whi | e Exi staSuccesor (k) do
begi n
X[ k] : =Succesor (k) ;
if Continuare(k) then Reluare(k+1);
end { while }
end { then }
el se PrelucrareaSol uti ei;
end; { Reluare }

130



begi n
wite('Dati cardinalul Al’, k, "]="); readln(MKk]);
wite('Dati elenmentele mul cimii A", k, "]: ");
for j:=1 to Mk] do read(Alk, j]);
witeln;
end;
Wite(' Dati g="); readln(q);
I ndi cat or: =f al se;
Rel uare(1);
if Indicator=false then witeln(’'Nu existd solutii’);
readl n;
end.

Din analiza procedurii Rel uar e si a ordinii de parcurgere a elementelor din mul-
timile A, A,, ..., A, (fig. 5.4) rezultd cd in cazul cel mai nefavorabil vor fi generati toti
vectorii X ai produsului cartezian A,xA,x...xA,. Prin urmare, complexitatea tempo-
rald a algoritmilor bazati pe metoda reluadrii este, ca si in cazul trierii, O(m"), unde
m=max(m,, m,, ..., m,).

Timpul real de executie, cerut de un algoritm, depinde in mare masura de natura
problemei, mai exact, de esenta conditiilor de continuare si ordinea in care apar ele-
mentele 4, in multimile A;, A, .., A,. O bund alegere a conditiilor de continuare are
ca efect o importantd reducere a numdrului de calcule. In particular, in cazul cel mai
favorabil, din fiecare multime A, A,, ..., A, va fi testat numai cite un singur element
si, evident, timpul de executie va fi proportional cu n.

Cu regret, in prezent nu existd o reguld universald care ar permite formularea
unor conditii ,bune” de continuare pentru orice problema intilnita in practica.
Identificarea acestor conditii si, in consecintd, reducerea timpului de calcul depinde
de iscusinta programatorului. Mentionam cd in majoritatea problemelor multimile
A, A, .., A, nusint cunoscute apriori, iar componentele vectorului X pot apartine si
ele unor tipuri structurate de date — tablouri, multimi sau articole.

Intrebari si exercitii

O Explicati structura generala a algoritmilor bazati pe metoda reluarii.

@ |Indicati cazurile elementare si cele neelementare in procedura recursiva Rel uar e.

© Elaborati o varianta iterativa a procedurii Rel uar e.

® Elaborati un studiu comparativ al algoritmilor iterativi si algoritmilor recursivi bazati pe
metoda reludrii.

© Reprezentati pe un desen similar celui din figura 5.4 ordinea in care sint examinate ele-

mentele multimilor A,, A,, .., A, din programul P154:
a) A={1}, A={2}, A=(3}, q=4
b) A={1}, A,={(2, 3}, A;={4,5}, g=10;
) A=(1,2,3}, A={4,5}, A,={6}, g=14;
d) A=(1,2}, A={3,4}, A,={5,6}, A,={7,8}, g=20.
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O Precizati conditiile de continuare pentru programele in care se doreste generarea tutu-
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ror elementelor produsului cartezian A,xA,x..xA . Pentru a verifica rdspunsul scrieti si
depanati programul respectiv.

Indicati pe desenul din figura 5.4 ordinea de parcurgere a elementelor din multimile A,,
A,, A, in cazurile cele mai favorabile si cele mai nefavorabile.

Se considera multimea B={b,, b,, ..., b,} formata in primele n litere ale alfabetului latin.
Elaborati un program bazat pe metoda reludrii care genereaza toate submultimile
B, BCB, formate exact din g litere.

Indicatie. Fiecare submultime B, poate fi reprezentata prin vectorul caracteristic X =||x,]|,,
unde .
1, daca b, € B;
X, =
0, in caz contrar.

Evident, submultimea B, satisface conditiile problemei dacd x,+x,+...+x,=q.

Colorarea hartilor. Pe o hartd sunt reprezentate n tari, n<30. Tn memoria calculatorului
harta este redata prin matricea A=||a; unde

I]| |n><m’

{1, daca tarile 7, j sint vecine;
a. =
ij

0, in caz contrar.
Determinati numarul minim de culori m necesare pentru a colora harta. Evident, se cere
ca oricare douad tari vecine sa fie colorate diferit.

Labirintul. Se considera planul unuilabirint desenat pe o foaie de hirtie liniata in patra-
tele (fig. 5.5). Patratelele hasurate reprezinta obstacolele, iar cele nehasurate — camerele
si coridoarele labirintului.

1 2 3 J m
1
B
3
i
C
n

Fig. 5.5. Planul unui labirint

in memoria calculatorului planul labirintului este redat prin matricea A=||a
1<n,m<30, unde

ij| |n><m’

1, dacd patratelul (4, j) este hagurat;
a. =
* 10, 1in caz contrar.

Calatorul se poate deplasa dintr-un patratel nehasurat in alt patratel nehasurat numai
atunci cind ele au o latura comuna. Elaborati un program, care gdseste, daca existd, un
drum din patrdtelul B in patratelul C.



® Se considerd n (n<30) saculete, numerotate prin 1, 2, 3, ..., n. Saculetul i contine m, mo-
nede de aceeasi valoare V. Elaborati un program care afiseazd la ecran modul de plata a
unei sume S cu exact p monede din saculete.

@ Elaborati un program care afiseaza la ecran toate modurile de a descompune un numar
natural in suma de k numere naturale distincte. De exemplu, pentru n=9 si k=3 solutiile
sint: 142+6, 2+3+4, 143+5.

® Efectuati un studiu comparativ al algoritmilor bazati pe metoda trierii si algoritmilor
bazati pe metoda reludrii in cazul problemelor din exercitiile 8 si 12.

5.5. Metoda desparte gi stapineste

Metoda desparte si stipineste (in latind divide et impera) este o metoda generald de
elaborare a algoritmilor, care presupune:

1) impadrtirea repetata a unei probleme de dimensiuni mari in doud sau mai multe
subprobleme de acelasi tip, dar de dimensiuni mai mici;

2) rezolvarea subproblemelor in mod direct, dacd dimensiunea lor permite aceas-
ta, sau impartirea lor in alte subprobleme de dimensiuni si mai mici;

3) combinarea solutiilor subproblemelor rezolvate pentru a obtine solutia proble-
mei initiale.

In limbaj matematic, admitem ci la un anumit pas al algoritmului se d& o multi-
me ordonata

A=(a, a,,, .., @)
si ca trebuie efectuatd o prelucrare oarecare asupra elementelor sale. Pentru a im-
pdrti problema curentd in doud subprobleme de aproximativ aceleasi dimensiuni,
stabilim
m = (j - 1) div 2
si impartim multimea A in doud submultimi care vor fi prelucrate separat:
A=y By oo 1) A= Biairs By -oor ”j)-

In continuare, multimile A, si A, se impart din nou in cite doud submultimi, res-
pectivA ,, A ,s8iA,,, A,,. Acest proces va continua pind cind solutiile ce corespund
submultimilor curente vor putea fi calculate in mod direct.

Pentru exemplificare, in figura 5.6 este prezentat modul de impartire a multimii
A=(a,, a,, ..., a,) in cazul divizdrii problemelor curente in cite doud subprobleme de
acelasi tip.

Schema generald a unui algoritm bazat pe metoda desparte si stdpineste poate fi
redatd cu ajutorul unei proceduri recursive:

procedure DesparteSi Stapineste(i, j : integer; var x : tip);
var m: integer;

x1, x2 : tip;
begi n

if SolutieDirecta(i, j) then Prelucrare(i, j, X)
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el se

begi n
m=(j-i) div 2;
Despart eSi Stapi neste(i, i+m x1);

DesparteSi St api neste(i +mtl, j, x2);
Conbi na(x1, x2, X);
end;
end;

A=(a1: a,, A3, Ay Qs A, a7)

/\

A=(a,, a, a;, a,) A,=(a;, ag, a,)

N N

A =(a, a,) A, ,=(a; a,) A,,=(as, a;) A, ,=(a,)

Fig. 5.6. Descompunerea multimii A in submultimi

Parametrii i sij din antetul procedurii definesc submultimea curenta (a, a,,,,
..., @) supusd prelucrdrii. Functia Sol uti eDi r ect a returneazd valoarea t r ue dacd
subproblema curentd admite o rezolvare directd si f al se in caz contrar. Procedura
Prel ucr ar e returneaza prin parametrul x solutia subproblemei curente, calculata
in mod direct. Dacad calculul direct este imposibil, se executd doud apeluri recursive
- unul pentru submultimea (g, a,,,, ..., a,)) si altul pentru submultimea (a,,,,.1, ;1,1 -r
a;). Procedura Conbi na prelucreaza solutiile X1 si x2 ale subproblemelor respective
si returneaza solutia X a problemei curente.

Exemplul 1. Se considerd multimea A={a,, a,, ..., a,} formata din n numere reale.
Elaborati un program care determind numarul maximal din aceastd multime.

Rezolvare. In programul ce urmeaza multimea A este reprezentatd printr-un ta-
blou unidimensional cu n componente. Se considera cd solutia unei subprobleme
poate fi calculatd direct numai atunci cind multimea (4, ..., 4 este formata din unul
sau doud numere. Evident, in astfel de cazuri x = 4, sau x = max (a, 4,).

Pr ogr am P155;

{ Gasirea elenentuli maximal prin metoda desparte si
st gpT neste }

const nmax=100;

var A : array[1..nmax] of real;

i, n: 1..nnax;
X . real;
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function SolutieDirecta(i, j : integer) : bool ean;
begi n

Sol uti eDirecta: =fal se;

if (j-i1<2) then SolutieDirecta:=true;
end; { SolutieDirecta }

procedure Prelucrare(i, j : integer; var x : real);
begi n

x:=A[1];

if Ali]<Alj] then x:=A[j];

end; { Prelucrare }

procedure Conbi na(x1, x2 : real; var x : real);
begi n

X: =x1;

i f x1<x2 then x:=x2;
end; { Conbina }

procedure DesparteSi Stapineste(i, j : integer; var x : real);
var m: integer;
x1, x2 : real;

begi n
if SolutieDirecta(i, j) then Prelucrare(i, j, X)
el se
begi n
m=(j-i) div 2;
Despart eSi St api neste(i, i+m x1);

Despart eSi St api neste(i +mtl, j, x2);
Conbi na(x1, x2, X);
end;
end; { DesparteSi Stapi neste }

begi n
wite(’'Dati n="); readln(n);
witeln(’Dati ', n, ' nunere reale’);
for i:=1 to n do read(Ali]);
writeln;
Despart eSi St api neste(1, n, Xx);
witel n(’ Numarul maxi mal x=", X);
r eadl n;
readl n;

end.

In programul P155 la fiecare apel al procedurii Despar t eSi St api nest e pro-
blema curenta este rezolvatd direct sau impartita in doud subprobleme de dimensi-
uni aproximativ egale. Evident, metoda desparte si stipineste admite impartirea pro-
blemelor curente intr-un numar arbitrar de subprobleme, nu neaparat in doua. In
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exemplul ce urmeaza problema curenta — tdierea unei placi de arie maxima — este
impartita in patru subprobleme de acelasi tip, dar de dimensiuni mai mici.

Exemplul 2. Se considera o placa dreptunghiulara de dimensiunile LxH. Placa are
n gauri punctiforme, fiecare gaura fiind definitd prin coordonatele (x, v;). Elaborati
un program care decupeaza din placd o bucatd de arie maximd, dreptunghiulara si
fara gauri. Sint admise doar tdieturi de la o margine la alta pe directii paralele cu
laturile pldcii — verticale sau orizontale (fig. 5.7).

ANY
H
2
3
Vit o
.l
o
0 X; L X
a)
Ay Ny
H ® 1 1 H 'Y 1
o : - L] ) ]
Y- s |------- —— -
P
b __.___—| I TR b --.----| : T
| | * | | *
0 a X; c L x 0 a X; c L x
b) Q

Fig. 5.7. Taierea unei placi de arie maxima:
a - placa initiala; b - tdierea pe verticalg; c - taierea pe orizontald

Rezolvare. Vom defini placa curentd prin vectorul P=(g, b, ¢, d), unde a si b sint co-
ordonatele coltului stinga-jos, iar c si d — coordonatele coltului dreapta-sus. Evident,
placa initiald se defineste prin (0, 0, L, H). Metoda desparte si stipineste poate fi reali-
zatd dupd cum urmeaza:

— initial stabilim aria maxima S, =0;

— daca placa curentd nu are gduri, problema poate fi solutionata direct, compa-
rind aria curentd cu valoarea S, ;

—1n caz contrar alegem o gaura arbitrara (x, y,) prin care tdiem placa curentd in
pléci mai mici, aratate in figura 5.7:

P,=(a, b, x,d), P,=(x,b,c,d) sau P,=(a,y,c d),P=(ab,cy,)
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—in continuare examinam in acelasi mod fiecare din placile obtinute in urma tdie-
rii, memorind consecutiv in variabila S, aria pldcii de suprafata maxima.

max

Program P156;
{ T&ierea unei placi prin netoda desparte si stapineste }
const nmax=100;

var L, H: real;
n : 1..nnmax;
X, Y : array[l..nmax] of real;
Smax, anmax, bmax, cnmax, dnmax : real;
i : integer;

function SolutieDirecta(a, b, ¢, d: real;
var i : integer) : bool ean;
| abel 1;
var | : integer;
begi n
Sol uti eDi recta: =true;
for j:=1 to n do
if (X[j]l>a) and (X[j]l<c) and (Y[j]>b) and (Y[]j]<d) then
begin
Sol uti eDi rect a: =f al se;
155
goto 1;
end;
l:end; { SolutieDirecta }

procedure PrelucrareaSolutiei(a, b, ¢, d: real);
var S : real;
begi n

S:=(c-a)*(d-b);

i f S>=Smax then

begi n

Smax: =S;

amax: =a; bmax: =b; cmax:=c; dnmax: =d,
end;

end; { PrelucrareaSolutiei }

procedure DesparteSi Stapineste(a, b, ¢, d: real);
var i : integer;
begi n
witel n(’ Exami namplaca (', a:5:1," ', b:5:1, ' ",
c:5:1, ' ', d:5:1, ')");
readl n;
if SolutieDirecta(a, b, c, d, i)
then PrelucrareaSol utiei(a, b, c, d)
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el se begin
DesparteSi St api neste(a, b, Xi], d);
DesparteSi St api neste(X[i], b, ¢, d);
DesparteSi Stapi neste(a, Y[i], ¢, d);
DesparteSi St api neste(a, b, ¢, Y[i]);
end;
end; { DesparteSi Stapi neste }

begi n
witeln(’Dati dinmensiunile L, H); readl n(L, H);
wite(’Dati n="); readln(n);
witeln(’ Dati coordonatele X[i], Y[i]');
for i:=1 to n do read(X[i], Y[il]);
writeln;
Smax: =0;
Despart eSi St api neste(0, 0, L, H;
witeln(’'Placa de arie maxi mg (',

amax: 5:1, ' ', bmax:5:1, ' ',
cmax:5:1, ' ', dmax:5:1, ')’);
witeln(’ Smeax=", Snmax:5:2);
readl n;
end.

Functia Sol uti eDi r ect a din programul P156 returneaza valoarea t r ue daca
placa (a, b, c d) nu are gduri si f al se in caz contrar. In cazul valorii f al se, functia
returneaza suplimentar numadrul de ordine i al uneia din gaurile placii. Aceasta gau-
ra este depistatd verificind relatiile a<x;<c si b<y,<d.

Procedura Pr el ucr ar eaSol uti ei compard aria placii curente S=(c-a)(d-b) cu valoa-
reaS,,.. Dacd 55, , procedura memoreaza placa curenta in vectorul (a,,.., b, Crueer @ye)-

Complexitatea temporala a algoritmilor bazati pe metoda desparte si stipineste
depinde de numadrul de subprobleme k in care este divizatd problema curentd si de
complexitatea algoritmilor destinati rezolvarii directe a subproblemelor respective.
S-a demonstrat ca in majoritatea cazurilor timpul cerut de un algoritm bazat pe me-
toda desparte si stipineste este de ordinul n log, n sau 1’ log, n, deci polinomial.

Programele elaborate in baza metodei desparte si stipineste sint simple, iar timpul de
executie este relativ mic. Cu regret, aceastd metodd nu este universald, intrucit ea poate
fi aplicatd numai atunci cind prelucrarea cerutd admite divizarea problemei curente in
subprobleme de dimensiuni mai mici. De obicei, aceastd proprietate nu este indicata ex-
plicit in enuntul problemei si gasirea ei, daca existd, cade in sarcina programatorului.

Intrebari gi exercitii

O Explicati schema de calcul a algoritmilor bazati pe metoda desparte si stdpineste.
® Care sint avantajele si neajunsurile metodei desparte si stdpineste?

© Utilizind metoda desparte si stdpineste, elaborati un program care determina suma ele-
mentelor multimii A={a,, a,, ..., a,} formata din n numere reale.
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O Indicati pe un desen similar celui din figura 5.7 ordinea examinarii placilor curente pe

parcursul executarii programului P156:

— dimensiunea placii initiale: 3 x 4;
—numarul de gauri ale placii initiale: 3;

— coordonatele gaurilor: (1, 1); (1, 2); (2, 2).

© Estimati necesarul de memorie si complexitatea temporala a programelor P155 si P156.

® Schitati un algoritm care rezolva problema taierii unei pldci de arie maxima prin metoda

trierii. Estimati complexitatea temporala si necesarul de memorie al algoritmului elabo-
rat. Efectuati un studiu comparativ al algoritmilor bazati pe metoda trierii si algoritmilor
bazati pe metoda desparte si stdpineste.

® Cautarea binara. Se considera multimea A={a,, a,, .., a,}, elementele careia sint numere

intregi sortate in ordine crescatoare. Elaborati un program care determina daca multimea
A contine numarul dat p. Estimati complexitatea temporald a programului elaborat.

® Utilizind metoda desparte si stdpineste, elaborati un program care determind cel mai

mare divizor comun al numerelor naturale a,, a,, ..., a,,.

© Sortarea prin interclasare. Elaborati un program care sorteaza elementele sirului (a,,

a,, .., a,) in ordine crescatoare dupd cum urmeaza:

- divizam sirul curent in doua subsiruri de aproximativ aceeasi lungime;

- daca subsirul contine numai doua elemente, aranjam elementele respective in ordine
crescatoare;

- avind doud subsiruri sortate, le interclasam pentru a obtine sirul curent sortat.

Se considera ca elementele sirului care trebuie sortat sint numere intregi. De exemplu, in urma
interclasarii subsirurilor sortate (-3, 4, 18) si (-2, -1, 15) obtinem sirul (-3,-2,-1,4, 15, 18).

® Problema turnurilor din Hanoi." Se considers trei tije notate prin 1, 2 si 3 si n discuri

perforate de dimensiuni diferite (fig. 5.8). Initial toate discurile sint pe tija 1, aranjate in
ordinea descrescatoare a diametrelor, considerind sensul de la baza la virf. Elaborati un
program care muta toate discurile pe tija 2 folosind tija 3 ca tija de manevra si respectind
urmatoarele reguli:

— la fiecare pas se muta un singur disc;

— orice disc poate fi asezat doar peste un disc cu diametrul mai mare.

Fig. 5.8. Problema turnurilor din Hanoi

*

Denumirea problemei provine de la o veche legenda hindusa conform céreia dupa mutarea
celor 64 de discuri va veni sfirsitul lumii.
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Indicatii. Mutarea unui disc de pe tija i pe tija j poate fi reprezentata ca o pereche (i, j) cu
i,je{1, 2, 3}, i#. Prin H(m, i, j) vom nota sirul mutdrilor necesare pentru a muta primele m
discuri (evident, cele situate cel mai sus) de pe tija i pe tija j. De exemplu,

H(1,1,2)=(1,2);

H(2’ 1’ 2):(1’ 3)’ (11 2)’ (3’ 2 ;
H@3,1,2)=(1,2), (1,3), (2,3), (1,2), 3, 1), (3,2), (1,2).
In general,
H(m,i, jy=1 /> pentra m =1k .
H(m-1,i, k), (i,j), Hm-1,k, j), pentru m>1,

unde k=6-i—j. Prin urmare, problema celor n discuri se reduce la rezolvarea a doua sub-
probleme de acelasi tip pentru (n-1) discuri.

5.6. Programarea dinamica

Programarea dinamica reprezinta o metoda de rezolvare a problemelor solutia
cdrora poate fi privitd ca rezultatul unui sir de decizii (d,, d,, ..., d,, ..., d,). Fiecare
decizie d, trebuie sa furnizeze o solutie locala care optimizeaza un criteriu global
de calitate, de exemplu, costul unei caldtorii, lungimea drumului parcurs, greutatea
transportatd, spatiul ocupat de un fisier pe disc etc. Pentru aplicarea acestei metode,
este necesar ca problema de rezolvat sa satisfaca principiul optimalitatii: daca (4,
d, ..., dp, dpﬂ, . dq) este un sir optim de decizii, atunci sirurile (d,, d,, ..., dp) si (dpﬂ, .
d,) trebuie sd fie optimale.

De exemplu, dacd drumul cel mai scurt dintre Chisindu si Bdlti trece prin Orhei,
atunci ambele portiuni din acest drum - Chisindu-Orhei si Orhei-Bilti - de asemenea
vor fi cele mai scurte. Prin urmare, problemele in care se cere determinarea celui mai
scurt drum satisfac principiul optimalitatii.

In PASCAL metoda programirii dinamice poate fi realizatd utilizind tablouri
componentele cdrora se calculeaza cu ajutorul unor relatii de recurenta. In general,
relatiile de recurenta sint de urmatoarele doua tipuri:

1) Fiecare decizie d, depinde de deciziile d,,,, ..., d,. Spunem in acest caz cd se apli-
cd metoda inainte. Deciziile vor fi luate in ordinea dq; dq_l, vep Ay

2) Fiecare decizie d, depinde de deciziile d,, ..., d, . In acest caz spunem cd se aplicd
metoda inapoi. Deciziile vor fi luate in ordinea d,, d,, ..., d,.

Evident, pentru fiecare problema propusa, programatorul va verifica mai intii
respectarea principiului optimalitatii si in cazul unui raspuns pozitiv va deduce re-
latiile respective de recurentd. In caz contrar, problema nu poate fi rezolvata prin
metoda programarii dinamice.

Exemplu. Planul unui teren aurifer de forma dreptunghiulard cu dimensiunile
nxm este format din zone pétrate cu latura 1 (fig. 5.9). In zona din coltul nord-vest se
afld un robot. Din zona cu coordonatele (i, j), 1 <i<n, 1 <j <m, robotul poate extrage
cel mult a; grame de aur. Din considerente tehnologice pe teren existd restrictii de
deplasare: la fiecare pas robotul se poate misca din zona curentd numai in una din

140



zonele vecine - cea din est sau cea din sud. Elaborati un program care determina
cantitatea maxima de aur C,,, care poate fi extrasa de robot.

Robot
1 2 J m
VAN
2
I a,;
n

Fig. 5.9. Zonele unui teren aurifer

Rezolvare. In calculator informatia despre un teren aurifer poate fi reprezentats cu
ajutorul tabloului bidimensional A = |a,[,.,, unde a; reprezinta cantitatea de aur ce
poate fi extrasda din zona cu coordonatele (i, j). Pentru exemplificare, in continuare
vom examina un teren aurifer descris cu ajutorul tabloului ce urmeaza:

1 2 3 4 5
111123 ]4]|5

213 4]6]4]|6

36|27 ]7]5

417 (213|415

Pentru a sistematiza calculele, introducem in studiu tabloul bidimensional C =
=|l¢;l|...,, unde componenta c; reprezintd cantitatea maximd de aur pe care o poate
extrage robotul deplasindu-se din zona initiald (1,1) in zona cu coordonatele (i, j).
Evident, C,,.= ¢,

Conform conditiilor problemei, in oricare zona (i, j) se poate intra numai prin una
din zonele vecine: prin cea din vest cu coordonatele (i, j-1) sau prin cea din nord cu
coordonatele (i-1, j). Prin urmare, cantitatea maxima de aur pe care o poate extrage

robotul ajungind in zona (i, j) este data de formula recurenta
c;=a;+ mux(ci,j_l, Ci—l,j)'

Ordinea de calcul a componentelor ¢; ale tabloului C este impusd de modul de
deplasare a robotului, si anume:
pasul 1: ¢;;
pasul 2: ¢y, ¢}
pasul 3: ¢, ¢y, €

pasul n+m-1: c,,.
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Se observd cd la pasul k vor fi calculate numai acele elemente c; ale tabloului C
pentru care se respecta egalitatea i + j - 1 = k. Ordinea in care sint calculate elemen-
tele c; in cazul tabloului A de mai sus este prezentatd in figura 5.10.

k=1 k=2 k=3 k=4
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
7|1 71113 1|1]3]6 711]3]6 10
2 2|4 21418 21418 |14
3 3 3 |10 3 [10]12
4 4 4 4 |7
k=5 k=6 k=8 k=8
I 2 34 5 I 2 3 4 5 1 2 34 5 1 2 34 5
7111361015 7113 ]6]10[15 7|1 1]3|6]10]15 7 1]3]6]|t0]15
21 4|8|14/[18 21418 |14]18|24 2 (4(8[14]18|24 21 4(8|14|18(24
3 (10]12}21 3 (10122128 3 [10(12|21|2833 3| 10]12]21]28(33
4 (17 |19 4 |17(19]24 4 (1711924 |32 4 [17]19]24(32(38

Fig. 5.10. Calcularea elementelor tabloului C

Pentru a evita verificarile legate de calcularea indicilor i si j, in programul ce ur-
meazd elementele ¢; din prima linie si din prima coloana sint calculate separat de
celelalte componente ale tabloului C.

Program P157;
{ Depl asarea robotului pe un teren aurifer }
var A, C: array [1..50, 1..50] of real;

m n, i, j, k: integer;
function Max(a, b : real) : real;
begi n

if a>b then Max:=a el se Max: =b;
end; { Max }
begi n

wite('Dati valorile n, m '); readln(n, m;
witeln(’ Dati conponentel e tabloului A );

for i:=1 to n do

for j:=1 to mdo read(Ali,j]);
witeln;
adi1,1]:=A/1,1];

for i:=2tondo Ci,1]:=Ali,1]1+Ci-1,1];
for j:=2 to mdo C1,j]:=Al1,j]1+C1,j-1];
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for ki=2 to ntm1 do

witeln(’ Crax=", C[n,n);
r eadl n;
end.

for i:=2 to n do
for j:=2 to mdo
if (i+-1)=k then
qi,jl:=Ali,jl+Max(i,j-1], di-1,j]);

Complexitatea temporald a algoritmilor bazati pe metoda programarii dinamice
depinde de natura relatiilor de recurenta si in majoritatea cazurilor este polinomiala.
De exemplu, programul P157 are complexitatea O(’).

Intrebari si exercitii

(1]
(2]

Explicati esenta principiului optimalitatii.

In ce ordine pot fi luate deciziile in procesul solutionarii unei probleme prin metoda
programarii dinamice?

Explicati ordinea de luare a deciziilor in problema deplasarii robotului pe un teren aurifer.

Demonstrati ca problema deplasarii robotului pe un teren aurifer satisface principiul
optimalitatii.

Estimati necesarul de memorie si timpul de executie al programului P157.

Cum credeti, care sint avantajele si neajunsurile algoritmilor bazati pe metoda progra-
marii dinamice?

Problema discreta a rucsacului. Se considera n obiecte. Pentru fiecare obiect i (i=1,
2, .., n) se cunoaste greutatea g; si cistigul ¢; care se obtine in urma transportului sau
la destinatie. O persoand are un rucsac cu care pot fi transportate unul sau mai multe
obiecte greutatea sumara a carora nu depaseste valoarea G, .. Elaborati un program
care determina ce obiecte trebuie sa transporte persoana in asa fel incit cistigul sa fie
maxim. Obiectele respective nu pot fi tdiate in fragmente mai mici.

Drumul de cost minim. Se considera o retea formata din n orase. intre unele orase
exista curse directe de autobuz. Costul unui bilet la o cursa directa din orasul i in orasul
jeste de ¢ lei. Evident, costul unei curse directe intotdeauna este mai mic decit costul
unei calatorii cu transbordari: ¢; < ¢, + ¢, Elaborati un program care determina costul
minim al unei calatorii din orasul i in orasul j.

Arhivarea fisierelor. E cunoscut faptul ca pe suporturile de memorie externa orice fisier
este memorat ca o secventd de cifre binare. Pentru a economisi spatiul de memorare,
programele de arhivare descompun fisierul initial intr-o succesiune de cuvinte binare ce
apartin unui dictionar si inscriu pe disc numai numerele de ordine ale cuvintelor respec-
tive. De exemplu, in cazul unui dictionar format din 5 cuvinte binare:

1)0;

2)1;

3)000;

4)110;

5)1101101,
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fisierul initial 10001101101110 va fi memorat pe disc in forma 2354. Elaborati un
program care descompune orice secventa binara intr-un numar minim de cuvinte apar-
tinind dictionarului propus.

® Triangularea polinoamelor. Procesarea imaginilor cu ajutorul calculatoarelor presu-
pune descompunerea poligoanelor in figuri geometrice mai simple, si anume, in triun-
ghiuri. Admitem ca poligonul convex P,P,...P, este definit prin coordonatele (x, y) ale
virfurilor P, i=1, 2, ..., n. Elaborati un program care descompune poligonul P,P,..P, in
triunghiuri trasind in acest scop un set de coarde P/.P ,j#m, j,me{l, 2, .., n}, care nu se

m

intersecteaza. Se cere ca lungimea totala a coardelor respective sa fie minima.

5.7. Metoda ramifica gi margineste

In metoda ramifici si mirgineste (in engleza branch and bound) ciutarea solutiei
unei probleme se efectueaza prin parcurgerea unui arbore de ordinul m, denumit
arborele solutiilor. Nodurile acestui arbore reprezinta multimea starilor
posibile S = {s, s,, ..., 5,} in care se poate afla un sistem, de exemplu, configuratiile
pieselor pe o tabld de sah, pozitia unui automobil pe harta drumurilor nationale,
pozitiile capului de scriere-citire ale unei unitati de disc magnetic etc. Legdturile s—s;
de tipul tatd-fiu indicd faptul cd din starea s, sistemul poate trece direct in starea s; in
urma unor transformari sau operatii relativ simple (fig. 5.11). Pentru exemplificare
amintim deplasarea pieselor facuta alternativ de adversari in cursul unei partide
de sah, trecerea automobilului dintr-o localitate in alta, executarea unei comenzi de
scriere-citire etc. Evident, in astfel de cazuri solutia problemei poate fi reprezentata
ca un drum ce leagad nodul rddacinad cu unul din nodurile terminale si care optimi-
zeaza un criteriu de calitate, de exemplu, numadrul de mutdri intr-o partida de sah,
distanta parcursa de automobil, timpul de scriere-citire a unui fisier etc.

Formal, astfel de probleme pot fi rezolvate prin metoda trierii, efectuind in acest
scop urmatoarele operatii:

- parcurgem arborele solutiilor in adincime sau in latime si gasim starile finale
ale sistemului;

- construim multimea tuturor drumurilor posibile ce leaga starea initiald cu sta-
rile finale;

- din multimea drumurilor posibile il alegem pe cel ce optimizeaza criteriul de
calitate.

Intrucit parcurgerea completd a arborelui necesitd foarte mult timp, pentru a
micsora numarul de noduri vizitate, in metoda ramificd si margineste ordinea de
parcurgere este impusa de valorile unei functii f : S>R, denumita functie de cost.
Aceastd functie este definita pe multimea de noduri ale arborelui solutiilor, valoarea
f(s;) caracterizind ,cheltuielile” necesare pentru a trece din starea curenta s; in una
din starile finale ale subarborelui de radacina s..

Vizitarea nodurilor unui arbore in ordinea impusa de valorile functiei de cost se
numeste parcurgere de cost minim. Aceasta parcurgere se realizeaza memorind no-
durile active intr-o listd din care la fiecare pas se extrage nodul de cost minim. Pentru
comparare amintim ca la parcurgerea arborilor in latime sau in adincime nodurile
active se memorizeazad intr-o coadd sau, respectiv, intr-o stiva.
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Starea
initiald

Fig. 5.11. Arborele solutiilor

Fiind definita o functie de cost, metoda ramifici si mdrgineste presupune efectua-
rea urmatoarelor operatii:

1. Etapa initiald: se creeaza lista nodurilor active. La inceput aceasta lista contine
un singur element - radacina arborelui solutiilor.

2. Etapa ramificd: din lista nodurilor active se extrage nodul de cost minim si se
genereaza toti descendentii acestuia.

3. Etapa mdrgineste: pentru fiecare descendent se calculeaza valoarea functiei de
cost. Descendentii costul cdrora este inaceptabil (de obicei, subarborii respectivi nu
contin stari finale) sint exclusi din studiu. Descendentii ramasi se includ in lista no-
durilor active.

Punctele 2 si 3 se repeta pind cind se ajunge la una din stdrile finale sau lista nodu-
rilor active devine vida. Evident, in ultimul caz solutia problemei nu a fost gasita.

Pentru exemplificare, in tabelul 5.2 este reprezentatd ordinea in care sint vizitate
nodurile arborelui din figura 5.11. Valorile functiei de cost sint indicate direct pe de-
sen linga nodurile respective. Se considera ca descendentii costul cdrora depaseste
valoarea 9 sint inacceptabili.

In cazul arborelui din figura 5.11 parcurgerea de cost minim se termina cind in lis-
ta nodurilor active apare starea finald s,,. Intrucit orice drum ce leag o stare finald de
starea initiald poate fi construit urmind legaturile de tipul fiu-tata, solutia problemei
pentru exemplul in studiu este (s, s,, S5, Syp)-
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Parcurgerea de cost minim

Tabelul 5.2

Nr. Lista nodurilor Nodul de cost Descendentii nodului
Etapa ; - o
crt. active minim de cost minim
1. |initiald (sy) - -
2. | ramifica ) S, S, S3, S,
3. | margineste | (s s,) - -
4. | ramifica (s5) Sh G &
5. | margineste | (s, sg) - -
6. | ramifica (Sg) S, S5, S¢s Sy
7. | margineste | (g S5 S S,) - -
8. | ramifica (Sg/ Ser S7) S5 S10 S11
9. | margineste | (Ss S Sy Sior S17) - -
10. | stop (Sgr S¢r S7r S11) S -

Schema de calcul a metodei ramifici si margineste poate fi redata cu ajutorul urma-
toarei secvente de instructiuni PASCAL:

I ni tializarealistei;
r epeat
Rami fica;
Mar gi nest e;
until Gasit or ListaEsteVida

Complexitatea algoritmilor bazati pe metoda ramifici si margineste depinde de
faptul cum este definitd functia de cost f: S—R. In cazul unor definitii nereusite vor
fi vizitate toate nodurile arborelui solutiilor, iar complexitatea temporala a algorit-
mului respectiv va fi egala cu cea a algoritmilor bazati pe metoda trierii. Din contra,
o alegere reusitd a functiei de cost permite excluderea din studiu a subarborilor care
nu contin strile finale dorite. In cursurile avansate de informatica se demonstreaza
cd o definitie ,bund” a functiei de cost poate fi reprezentata in forma:

fis)) = niv(s) + h(s),
unde niv(s,) este nivelul nodului s, iar functia h(s;) estimeazd complexitatea transfor-
marilor (operatiilor) necesare pentru a ajunge din starea curentd s; in una din starile
finale ale subarborelui de radacina s..

De exemplu, in cazul unei partide de sah functia h(s;) poate sa exprime numarul
de piese grele ale adversarului, in cazul unui automobil — distanta pina la punctul
de destinatie, iar in cazul unei unitati de disc magnetic — timpul necesar pentru a citi
sau a inscrie informatia dorita.

Accentudm faptul cd aplicarea practica a metodei ramifici si margineste este posi-
bild numai atunci cind valorile f{s) ale functiei de cost pot fi calculate fara a construi
subarborele de rddacing s,. Cu regret, in prezent nu sint cunoscute reguli universale
care ar asigura definirea univoca a functiei de cost pentru orice tip de problema. Prin
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urmare, complexitatea algoritmilor bazati pe metoda ramifici si margineste depinde
in mare masura de experienta si iscusinta programatorului.

Intrebari si exercitii
Pentru care tip de probleme poate fi aplicata metoda ramificd si mdrgineste?
Cum se construieste arborele solutiilor? Ce informatie contine fiecare nod al arborelui?

n
(1]
(2]
© Cum se reprezinta solutia unei probleme in metoda ramificd si mdrgineste?
® Care este destinatia functiei de cost ? Cum poate fi definita aceasta functie?
© Explicati schema de calcul a metodei ramificd si mdrgineste.

(6]

Scrieti o procedura PASCAL care realizeaza parcurgerea de cost minim. Se considera ca
fiecare nod al arborelui contine un cimp in care este indicata valoarea functiei de cost.
Estimati necesarul de memorie si complexitatea temporald a procedurii elaborate.

()

Indicati ordinea in care sint vizitate nodurile arborelui din figura 5.11 in urmatoarele cazuri:

a) parcurgerea in latime;

b) parcurgerea in adincime;

¢) parcurgerea de cost minim.

©® Sint oare vizitate toate nodurile unui arbore in cazul parcurgerii de cost minim?
Argumentati rdspunsul dvs.

© Schitati un algoritm care cauta solutia optima parcurgind arborele solutiilor in latime
(in adincime). Estimati necesarul de memorie si complexitatea temporala a algoritmului
elaborat.

® Dati exemple de probleme ce pot fi solutionate prin metoda ramificd si mdrgineste.

® Incercati sa desenati nodurile de pe nivelele 0, 1 si 2 ale unui arbore ce reprezinta jocul
dvs. preferat, de exemplu, lupta maritimd, sah, dame etc.

® Cum credeti, care sint avantajele si neajunsurile algoritmilor bazati pe metoda ramifica
si mdrgineste?

5.8. Aplicatiile metodei ramifica gi margineste

Metoda ramificd si mdrgineste poate fi aplicatd numai problemelor din enuntul
carora rezulta regulile sau operatiile necesare pentru generarea directd a arborelui
solutiilor. De obicei, in astfel de probleme se simuleaza comportamentul unor par-
teneri ce au scopuri sau tendinte contrare: aplicatii militare, scenarii de dezvoltare
economica in conditii de concurentd, jocuri de sah sau de dame etc. Mentionam ca
existenta unor reguli de generare directd a descendentilor face inutild construirea
completd a arborelui solutiilor, micsorindu-se astfel volumul de memorie interna
cerut de algoritm.

Implementarea practica a metodei ramifici si mdrgineste presupune rezolvarea ur-
matoarelor probleme:

- determinarea multimii de stdri care, in functie de natura problemei de rezolvat,
poate fi finita sau infinita;
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- stabilirea transformadrilor (operatiilor) elementare in urma carora sistemul trece
dintr-o stare in alta;

- definirea functiei de cost;

- definirea structurilor de date necesare pentru a reprezenta stdrile sistemului,
arborele solutiilor si lista nodurilor active;

- elaborarea subprogramelor necesare pentru generarea descendentilor, calcula-
rea functiei de cost, selectarea nodurilor de cost minim etc.

Pentru exemplificare vom analiza modul de implementare a metodei ramifici si
mirgineste in cazul jocului Perspico, cunoscut si sub denumirea jocul 15. In acest joc
sint 15 pldcute pdtrate numerotate de la 1 la 15 (fig. 5.12).

1l 21 3 4 1l 210 310 4
5 6 8 selll 710 8
9 10 7 12 9 10 11 12
13 14 11 15 13 14 15

a) b)

Fig. 5.12. Jocul Perspico:
a - starea initiald; b — starea finala

Placutele sint incadrate intr-o rama patrata de dimensiunile 4x4, o pozitie din
interiorul ramei fiind liberd. Orice placutd vecina cu pozitia libera poate fi mutata pe
locul respectiv. Se cere a trece, folosind mutarile permise, din starea initiald in starea
finala.

Starea curentd a jocului Perspico poate fi exprimata printr-o distributie a celor 15
placute in cele 16 pozitii libere. Numerotind placa libera prin 0, putem scrie:

type Stare = array [1..4, 1..4] of 0..15;

Mentiondm ca numarul de stdri posibile este dat de numarul aranjamentelor 16

din 16 si constituie:

A =Ry =16!~2,09-10"
pe cind capacitatea memoriei interne a calculatoarelor personale este de ordinul 10°
octeti.

Trecerea dintr-o stare in alta poate fi efectuata prin ,deplasarea” placutei lipsa
spre stinga, sus, dreapta, jos (bineinteles cind acest lucru este posibil). In PASCAL
aceastd ,deplasare” se exprima prin modificarea componentelor respective ale vari-
abilelor de tip St ar e.

Cunoscind stdrile sistemului si regulile de trecere dintr-o stare in alta, putem con-
strui arborele solutiilor, o parte din care este prezentatd in figura 5.13.
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Starea
initiald

dreapta

Starea
finald

Fig. 5.13. Arborele solutiilor in jocul Perspico

Intrucit placuta liberd poate fi deplasatd pe trasee ciclice, arborele solutiilor este
infinit. Pentru a evita revenirea la stdrile deja examinate, vom include in arbore nu-
mai stdrile curente noi. De asemenea, luind in considerare faptul ca memoria interna
a calculatoarelor personale nu permite stocarea tuturor starilor posibile, in continu-
are vom examina numai primele 10-15 nivele ale arborelui solutiilor. Evident, in
prezenta acestei restrictii nu se mai garanteaza gasirea, chiar daca exista, a sirului de
mutari permise care transforma starea initiala in stare finala.

Functia de cost f: S — R poate fi definitd in forma:

fisy) = niv(s) + h(s),
unde componenta h(s;) caracterizeazd numarul de mutdri necesare pentru a trece
din starea curentd s, in stare finald. Intrucit acest numadr nu poate fi calculat farad a
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construi mai intii subarborele de raddcina s, vom folosi o aproximare prin lipsd a
numadrului necesar de mutdri:

h(s;) = numadrul de placute care nu se afld la locul lor.

De exemplu, pentru arborele din figura 5.13 avem:

f(s;) =niv(s)) + h(s;)) =0+4=4;
f(s,) = niv(s,) + h(s,)) =1+5=6;
f(s;) =niv(sy) + h(s;)) =1+3=4;
f(sg) = niv(sy) + hs)) =2+2=4;

f(s;) = niv(s,) + h(s,) =3 +0 =3,

Arborele solutiilor si lista nodurilor active pot fi reprezentate in memoria calcula-
torului cu ajutorul urmatoarelor structuri de date:

—~

type AdresaNod = ~Nod;
Nod = record
S : Stare;
Ni vel , Cost : integer;
Drum : bool en;
D: array [1..4] of AdresaNod;
Tata : AdresalNod,;
end;
AdresaCel ul a = ~Cel ul a;
Celula = record
Ref eri ntaNod : Adr esaNod;
U m : AdresaCel ul a;
end;
var Radaci na : AdresaNod;
Bazali stei : AdresaCel ul a;

Fiecare nod al arborelui solutiilor contine cimpurile informationale S, Ni vel,
Cost, Drumsi cimpurile de legatura D, Tat a. Cimpul Dr umse foloseste pentru a
marca nodurile ce apartin drumului care leaga nodul radacina cu nodul ce contine
starea finald. Cimpul Tat a se utilizeaza pentru a memora adresa nodului tata.

Fiecare celuldalisteinoduriloractivecontinecimpulinformational Ref er i nt aNod
in care se indicd adresa nodului inclus in listd. Cimpul de legatura Ur mcontine adre-
sa celulei urmadtoare din lista. Prin urmare, lista nodurilor active contine nu nodurile
propriu-zise, ci doar adresele lor.

Subprogramele necesare pentru implementarea metodei ramifici si mdrgineste in
cazul jocului Perspico sint incluse in programul P158.

Program P158;
{ Jocul Perspico - netoda ranifica si nargi neste }
const Ni vel Maxi m=15;
type Stare=array[1l..4, 1..4] of 0..15;
Adr esaNod="Nod;
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Nod=r ecord
S . Stare;
Ni vel , Cost : integer;
Drum : bool ean;
D: array [1..4] of AdresaNod; {adresele
descendenti |l or}
Tata : AdresalNod,;
end;
Adr esaCel ul a="Cel ul a;
Cel ul a=record
Ref eri nt aNod : AdresaNod,;
Urm : AdresaCel ul a;
end;

var Radaci na : AdresaNod;
Bazali stei : AdresaCel ul a;
Starealnitiala, StareaFinala : Stare;
Gasit : boolean; { true cind este gasit un drum}
Fi nput, Foutput : text; { datele de intrare si iesire
Str : array[l..4] of Stare; { starile descendente }
m: 0..4; { numarul curent de stari
i, ] : integer;

procedure Cal cul areaCost ul ui (Adresa : AdresaNod);
var i, j, C: integer;
begi n

C. =0;

for i:=1 to 4 do

for j:=1to 4 do
if Adresa”. S[i,j] <> StareaFinalali,j] then C =C+1;

Adr esa”. Cost : =Adr esa”™. Ni vel +C;

end; { Cal cul areaCostul ui }

procedure Initializare;

{ Creeaza nodul radacina si lista nodurilor active }
{ Inscrie in lista nodurilor active nodul radacina }
var i : integer;

begi n

Gasi t: =fal se;

new( Radaci na) ;

Radaci na™. S: =St areal niti al a;

Radaci na™. Ni vel : =0;

Cal cul ar eaCost ul ui (Radaci na) ;

Radaci na”. Drum =f al se;

for i:=1 to 4 do Radacina®.Di]:=nil;
Radaci na™. Tat a: =ni | ;

}
}
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new( Bazali stei);
Bazali st ei *. Ref eri nt aNod: =Radaci na;
Bazali stei . Um =nil;

end; { Initializare }

procedure Rami fica( Adresa : AdresaNod);
{ Inscrie in Str toate starile care pot fi obtinute }
{ din starea curenta prin efectuarea unei nutari permse }
| abel 1;
var St : Stare;
i, j, k : integer;
begi n
{ cautarea placutei 0 }
for i:=1to 4 do
for j:=1to 4 do
if Adresa™. Si,j]=0 then goto 1;
1: m =0;
{ Depl asarea placutei de sus }
if i<>1 then
begi n
St: =Adresa’. S;
St[i,jl:=St[i-1, jl;
St[i-1, j]:=0;
nm =mt-1,
Str[n:=St;
end;
{ Depl asarea placutei de jos }
if i<>4 then
begi n
St : =Adr esa”’. S;
St[i,jl:=St[i+1, j];
St[i+1, j]:=0;
nm =mt1,;
Str[n:=St;
end;
{ Depl asarea placutei din stinga }
if j<>1 then
begi n
St : =Adresa”’. S;
St[i,j]l:=St[i, j-1];
St[i, j-1]:=0;
nm =mt1,;
Str[n:=St;
end;
{ Depl asarea placutei din dreapta }
if j<>4 then
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begi n
St : =Adresa”. S;
St[i,jl:=St[i, j+1];
St[i, j+1]:=0;
m =mt+1;
Str[ni:=St;

end;

end; { Desparte }

procedure | ncludel nLi sta(Adresa : AdresaNod) ;
{ I'nclude adresa nodului in lista nodurilor active }
var R : AdresaCel ul a;
begi n
newR);
R*. Ref eri nt aNod: =Adr esa;
R*. Urm =Bazali st ei ;
Bazali stei: =R;
end; { IncludelnLista }

procedure ExtrageDi nLi sta(var Adresa : AdresaNod);
{ Extrage adresa nodul ui de cost minimdin lista }
| abel 1;
var P, R : AdresaCel ul a;
C: integer; { costul curent }
begi n
i f BazalListei=nil then goto 1;
{ cautarea nodului de cost nminim}
C. =MaxI nt ;
R =Bazali st ei ;
whil e R<>nil do
begi n
if R ReferintaNod”. Cost < C then
begi n
C. =R"*. Ref eri nt aNod”. Cost ;
Adr esa: =R*. Ref eri nt aNod;

P: =R;
end; { then }
R =R*. Urm

end; { while }
{ excludera nodului de cost minimdin lista }
i f P=Bazalistei then BazalListei:=P". Um
el se
begi n
R =Bazali st ei ;
while P<>R*". Umdo R =R". Urm
RN Urm =P*. Urm
end;
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di spose(P);
1:end; { ExtrageD nLista }

function Stari Egal e(S1, S2 : Stare) : bool ean;
{ Returneaza TRUE daca starile S1 si S2 coincid }

var i, j : integer;
Coi ncid : bool ean;
begi n
Coi nci d: =true;
for i:=1 to 4 do

for j:=1 to 4 do
if S1[i,j]<>S2[i,j] then Coincid:=fal se;
St ari Egal e: =Coi nci d;
end; { StariEgal e }

function StareDej aExam nata(St : Stare) : bool ean;

{ Returneaza TRUE daca starea curenta este deja inclusa in
arbore }

var Estel nArbore : bool ean;

procedure | nAdinci ne(R : AdresaNod);
{ Parcurgerea arborelui in adincinme }

| abel 1;
var i : integer;
begi n
if R<>nil then
begi n
if StariEgale(St, R*.S) then
begi n
Est el nAr bor e: =t r ue;
goto 1;
end;
for i:=1 to 4 do InAdincine(R*.Dlil]);
end;

1:end; { InAdincine }

begi n

Est el nAr bor e: =f al se;

I nAdi nci ne( Radaci na) ;

St ar eDej aExami nat a: =Est el nAr bor e;
end; { StareDej aExam nata }

procedure Margi neste(Adresa : AdresaNod);
{ Sel ectarea descendentilor si includerea lor in lista }
| abel 1;
var i, k : integer;
R : AdresaNod;
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begi n
k: =0;
if (Adresa”. Nivel +1) > Nivel Maxi mthen goto 1;
for i:=1 to mdo
if not StareDejaExaminata(Str[i]) then
begi n
k: =k+1;
new R);
RN Si=Str[i];
R*. Ni vel : =Adr esa”. Ni vel +1;
Cal cul ar eaCost ul ui (R);
for j:=1to 4 do R*.D[j]:=nil;
Adresa®. D[i]: =R;
RM. Tat a: =Adr esa;
R*. Drum =f al se;
if Stari Egal e(R*. S, StareaFinala) then
begi n
R*. Drum =t r ue;
Gasit: =true;
end;
I ncl udel nLi sta(R);
end;
writ el n( Fout put) ;
witeln(Foutput, "In lista au fost inclusi ', k, ’
descendenti’);
wr it el n( Fout put) ;
1:end; { Margineste }

procedur e AfisareaNodul ui (R : AdresaNod);

var i, j : integer;
begi n
witel n(Foutput, 'Drunm¥, R Drum °’ Ni vel =", R*. N vel,
" Cost=", R*. Cost);
for i:=1to 4 do
begin

for j:=1to 4 do wite(Foutput, R S[i, j] : 3);
writel n(Fout put) ;
end;
for i:=1 to 4 do
if RM.Di]<>nil then wite(Foutput, ’"*** *)
el se wite(Foutput, "nil “);
writel n(Foutput); witeln(Foutput);
end; { AfisareaNodul ui }

procedur e RanificaSi Mar gi nest e;
var Nodul Curent : AdresaNod;
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begi n
Initializare;

r epeat
Ext rageDi nLi st a( Nodul Curent) ;
writel n(Fout put, ’ NODUL EXTRAS DI N LI STA');
writel n( Fout put, '’ ")

Afisar eaNodul ui ( Nodul Curent);
Ram fica( Nodul Curent);
Mar gi nest e( Nodul Curent) ;
until Gasit or (BazalListei=nil);
end; { Rami ficaSi Margi neste }

procedur e AfisareaDr unul ui ;
| abel 1;
var R : AdresaCel ul a;
P, Q : AdresaNod;
begi n
if not Gasit then
begi n
writel n(Foutput, 'DRUMJL NU A FOST GASIT');
goto 1;
end;
writel n( Fout put, ’ DRUMUL GASIT:');
writel n(Fout put, ’ ")
{ cautarea in lista a nodului term nal}
R =Bazali st ei ;
while (R<>nil) and (not R ReferintaNod”.Drum) do R =R*. Um
{ marcarea nodurilor care forneaza drumnul }
P: =R*. Ref er i nt aNod,;
while P<>nil do

begi n
PA. Drum =t rue;
P: =P~. Tat a;
end;
{ afisarea drunul ui }
P: =Radaci na;
whi l e P<>nil do
begi n
Afisar eaNodul ui (P) ;
Q=nil;

for i:=1to 4 do
if (P.Di]l<>nil) and P*.D[i]~.Drumthen Q=P*.Oi];
P: =Q
end;
writel n(Fout put, ’Sfirsitul drumului’);
1:end; { AfisareaDrunul ui }
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begi n
{ Ctirea starii initiale }
assi gn( Fi nput, ' FI NPUT. TXT");
reset (Fi nput) ;
for i:=1 to 4 do
for j:=1 to 4 do read(Finput, Starealnitialali, j]);
{ Citirea starii finale }
for i:=1 to 4 do
for j:=1 to 4 do read(Finput, StareaFinala[i, j]);
cl ose(Fi nput) ;
{ Deschiderea fisierului de iesire }
assi gn( Fout put, ’FOUTPUT. TXT' ) ;
rewrite(Foutput);
Ram ficaSi Mar gi nest e;
Afisar eaDr unul ui ;
cl ose( Fout put) ;
witeln(’Gasit=", Gasit);
readl n;
end.

in programul P158 starea initiald si starea finald sint citite din fisierul FI NPUT.
TXT, iar nodurile extrase la fiecare pas din listd si drumul gasit sint inscrise in fisierul
FOUTPUT. TXT. Continutul acestor fisiere poate fi vizualizat sau modificat cu ajuto-
rul unor editoare simple de text.

Intrebari si exercitii

O Indicati ordinea in care vor fi vizitate nodurile arborelui din figura 5.13 in cazul parcurge-
rii de cost minim. Folosind ca model tabelul 5.2, completati un tabel cu datele referitoare
la acest arbore.

® Explicati destinatia fiecarui subprogram din programul P158.

© Lansati in executie programul P158 pentru datele initiale din figura 5.12. Comentati re-
zultatele inscrise in fisierul de iesire.

O Lansati in executie programul P158 pentru urmdtoarele stari initiale ale jocului

Perspico:
a) b)
1 2 0 4 1 2 3 4
5 6 3 8 5 7 6 8
9 11 7 12 9 0 10 | 11
13 | 10 | 14 | 15 13 | 14 | 15 | 12
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) 1 3 4 8 9 0 1 2 3
5 2 6 0 6 7 8 4
9 110 | 7 | 11 5 9 |10 | 11
13 | 14 | 15 | 12 13 | 14 | 15 | 12

Comentati rezultatele inscrise de program in fisierul FOUTPUT. TXT.
© E cunoscut faptul ca pentru starile initiale ce urmeaza:

& 1 3 4 4 9 1 2 3 4
9 5 7 8 5 0 7 8
13 | 6 |10 | 11 9 6 | 10 | 11
0 |14 | 15 | 12 13 | 14 | 15 | 12

programul P158 gaseste solutiile respective. Ins3, dupa introducerea modificarii
const Nivel Maxi m = 5;
solutia pentru cazul (a) nu mai este gasita. Cum credeti, prin ce se explica acest fapt?

@ Se considera varianta simplificata a jocului Perspico, denumita jocul 9 (fig. 5.14). Ce mo-
dificari trebuie introduse in programul P158 pentru a calcula sirul de mutari permise
destinate trecerii din starea initiala in starea finald?

2 3 1 2 3
1 4 5 4 5 6
7 8 6 7 8

a) b)

Fig. 5.14. Varianta simplificata a jocului Perspico:
a - starea initiald; b — starea finala

@ Modificati programul P158 utilizind urmatoarea functie de cost:
F(s) = niv(s) + g(s),
unde g(s) este suma distantelor dintre fiecare placuta si locul ei in starea finala, exprimata
prin numarul respectiv de mutdri. De exemplu, pentru starea initiala din figura 5.12 avem:

g(s)=0+0+0+0+0+0+14+04+04+0+14+0+0+0+1+3=6.
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Verificati cum deruleaza programul modificat in cazul starilor initiale din exercitiile 4 si 5.
Elaborati planul unui experiment care ne-ar permite sa stabilim care din functiile h(s),
g(s) micsoreaza timpul de calcul.

O Comparati complexitatea programului P158 cu complexitatea unui program bazat pe
metoda trierii.

© Se considera o tabla de sah pe care se afla o singura piesa — un cal de culoare alba.
Elaborati un program care determina dacd piesa respectiva poate trece, utilizind
mutarile permise, din pozitia (o, B) in pozitia (y, 8). Amintim ca o, y € {A, B, ..., H}, iar
B,oef1,2,..8}L

® Problema comis-voiajorului’. Se considerd n orase intre care exista curse aeriene di-
recte. In orasul i se afld un comis-voiajor care trebuie sa viziteze celelalte n-1 orase si sa
revina in localitatea din care s-a pornit. Elaborati un program care, cunoscind distantele
d; intre orase, determind ordinea in care ele vor fi vizitate. Se cere ca distanta parcursa
de comis-voiajor s fie cit mai mic3, iar fiecare oras sa fie vizitat numai o singura data.

® Scrieti un program PASCAL care solutioneaza problema comis-voiajorului prin metoda
trierii. Comparati complexitatea programului elaborat cu complexitatea programului
bazat pe metoda ramificd si mdrgineste.
Indicatii: Drumul parcurs de comis-voiajor poate fi reprezentat ca o multime ordonata (1,
i, j, ..k, 1) de orasein care,j, .., k € {2, 3, ..., n}. Pentru a genera toate drumurile posibile,
se calculeaza permutarile multimii {2, 3, ..., n}.

® Efectuati un studiu comparativ al algoritmilor bazati pe metoda ramificd si mdrgineste si
algoritmilor bazati pe metoda trierii.

5.9. Algoritmi exacti si algoritmi euristici

Algoritmii utilizati pentru rezolvarea problemelor cu ajutorul calculatorului se
impart in doua categorii distincte: algoritmi exacti si algoritmi euristici.

Un algoritm este exact numai atunci cind el gaseste solutiile optime ale proble-
melor pentru rezolvarea carora a fost conceput. Desigur, acest fapt trebuie confirmat
printr-o demonstratie matematica riguroasa.

Un algoritm este euristic atunci cind el gaseste solutii bune, dar nu neaparat op-
time. In astfel de cazuri demonstratia matematica respectivd nu exista sau nu este
cunoscutd. De obicei, algoritmii euristici includ prelucrari care, chiar daca nu pot fi
justificate matematic, sint alese in virtutea experientei sau intuitiei programatorului.

Evident, algoritmii bazati pe metoda trierii sint exacti, intrucit in procesul exa-
mindrii consecutive a solutiilor posibile neapdrat va fi gasita si solutia optima.
Confirmarea exactitatii acestor algoritmi se reduce la demonstrarea faptului ca in
procesul deruldrii pe calculator vor fi generate si analizate toate elementele din mul-
timea solutiilor posibile. In cazul algoritmilor bazati pe celelalte tehnici de progra-
mare — tehnica Greedy, metoda reludrii, metoda ramifica si margineste etc. — un algo-
ritm va fi exact sau euristic in functie de natura conditiilor care ne permit sa evitam

*  Persoana care se ocupa cu mijlocirea vinzarilor de marfuri, deplasindu-se in diferite locuri in
cautarea unor beneficiari.
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trierea tuturor solutiilor posibile. Daca aceste conditii sint alese nereusit, solutiile op-
time pot fi pierdute si, in consecintd, algoritmul respectiv nu va mai fi exact. Pentru
exemplificare vom analiza problema ce urmeaza.

Problema drumului minim. Se considera n orase legate printr-o retea de drumuri
(fig. 5.15). Cunoscind distantele d; dintre oragele vecine, determinati cel mai scurt
drum din orasul a in orasul b.

Fig. 5.15. Retea de drumuri

Datele initiale ale problemei in studiu pot fi descrise cu ajutorul matricei (tabelu-
lui bidimensional) D = ||d,l,,, cu 7 linii si n coloane, denumitd matricea distantelor.
In aceastd matrice componenta d;; este egald cu distanta dintre oragele i, j atunci cind
ele sint vecine si 0 in caz contrar. Prin definitie, d,=0,1=1, 2, ..., n.

De exemplu, pentru orasele din figura 5.15 avem:

1 2 3 4 5 6
110 | 1|2|6]|0

211]10[0[0]|O0]O0

610 [0 [0 020

Drumul minim ce leaga orasele a =1, b = 6 are lungimea 7 si include localitatile
1,3,5,6.
In general, drumul minim poate fi gasit prin metoda trierii, generind consecutiv
toate permutdrile multimilor ordonate
X =(a,i, j,....,k, b),
REARSARI

q orase
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unde g ia valori de la 0 la n-2. Este clar cd algoritmii bazati pe generarea tuturor
permutdrilor intotdeauna determind drumul minim, insd complexitatea temporald
O(n!) a acestor algoritmi este inacceptabild.

Pentru a reduce volumul de calcule, vom incerca sa determindm drumul minim
prin metoda reluirii. In aceastd metoda construirea drumului incepe cu orasul ini-
tial x, = a si continud cu primul dintre vecinii sdi nevizitati, fie acesta x,, trecindu-se
la primul dintre vecinii lui x, nevizitati incd s.a.m.d. Pentru a construi drumuri cit
mai scurte, vom aplica urmadtoarea regula intuitiva: la fiecare pas vom examina, in
primul rind, vecinii nevizitati care se afld cit mai aproape de orasul curent.

Drumul in constructie poate fi reprezentat in forma unui vector:

X=(a, %y o X1y X4 s D),

in care componenta x, trebuie sd fie unul din vecinii orasului x, . Pentru a sistematiza
calculele vom memora vecinii incd nevizitati ai orasului i in multimea A;,i=1,2, ...,
n. Evident, conform regulii intuitive formulate mai sus, orasele din fiecare multime
A, trebuie sortate in ordinea cresterii distantelor d,, j € A,

De exemplu, pentru figura 5.15 initial vom avea:

A =(2,3,4);
A= (1)
Ay=(1,4,5);
A, =(3,5,6);
A, =(6,3,4);
A, = (5).

Conditiile de continuare in metoda reludrii rezultd direct din enuntul problemei:
orasul x, poate fi addugat la portiunea de drum deja construita (a, x,, ..., X, ;) numai
atunci cind:

1) x, este un vecin incd nevizitat al orasului x,_,, decix, € A, ;

2) orasul x, anterior nu a fost inclus in drumul in curs de constructie, deci x, # a,
Xy # Xoy ooy Xp 7 Xy g

De exemplu, pentru figura 5.15 vectorul X va lua consecutiv urmatoarele valori:

Drumul (1, 3, 4, 5, 6) construit prin metoda reludrii are lungimea 11 si, evident,
nu este un drum minim. Totusi acest drum este mai bun ca drumul (1, 4, 5, 6) care
are lungimea 13.

In programul ce urmeaza elementele multimilor A,, A,, ..., A, sint plasate la in-
ceputul liniilor Al 1] , Al 2], ..., Al n] ale tabelului bidimensional A, restul pozitiilor
avind valoarea zero.
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Program P159;

{ Problema drunului minim- netoda reluarii }

const nmax=50;

var n : integer; { numirul de orase }
D: array[l..nmax, 1..nnax] of real; { natricea distantel or }
a, b : 1..nmax;
X : array [1..nnmax] of integer; { drumul construit }
V : array[1l..nmax, 1..nmax] of integer; { vecinii }
Fi nput : text;

procedure InitializareVecini;
{ Inscrie Tn V[k] vecinii orasului k }

var k, i, j, p, g, r : integer;
begi n
for ki=1 to n do
begi n

{ initial multinmea V[k] este vidi }
for i:=1to n do V[k,i]:=0;
{ calcul amelenmentele mul timi VK] }
i:=0;
for j:=1 to n do
if Dk,j]<>0 then
begi n
i:=i+1;
Ik, i]:5;
end; { then }
{ sortarea elenentelor mul timi V[k] prin netoda bul el or }
for j:=1to i do
for p:=1to i-1 do
if Dk, V[k,pl]>Dk, V[k, p+1]] then
begi n
q: =V[ k, p];
MLk, p]:=V[k, p+1];
V[k, p+1]:=q;
end; { then }
end; { for }
end; { InitializareVecini }

procedure Initializare;
var i, J : integer;
begi n
assign(Finput, "DRUMIN );
reset (Fi nput) ;
readl n(Fi nput, n);
readl n(Fi nput, a, b);
witeln(’'n=", n, '’ a='", a, ' b=, b);
for i:=1to n do
for j:=1 to n do read(Finput, Di,j]);
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cl ose(Fi nput);
InitializareVecini;
end; { Initializare }

function MultimeVida(k : integer) : bool ean;
begi n

Mul timeVida: =(V[ X[ k-1], 1]=0);
end; { MultineVida }

function Primul El ement (k : integer) : integer;
var i : integer;
begi n

Primul El ement : =V[ X[ k-1], 1];
for i:=1 to n-1 do V[ X[ k-1],i]:=V[ X[k-1], i+1];
end; { Prinul El enent }

function ExistaSuccesor(k : integer) : bool ean;
begi n

Exi st aSuccesor: =(V[ X[ k- 1], 1]<>0);
end; { ExistaSuccesor }

function Succesor(k : Integer) : integer;
var i : integer;
begi n

Succesor: =V[ X[ k-1], 1];

for i:=1to n-1 do V[X[k-1], i]:=V[X[k-1], i+1];

end; { Succesor }

function Continuare(k : integer) : bool ean;
var i : integer;
I ndi cator : bool ean;
begi n

Cont i nuar e: =t r ue;

for i:=1 to k-1 do

if X[i]=X[k] then Continuare: =fal se;

end; { Continuare }

procedure PrelucrareaSol utiei(k : integer);
var i : integer;

s : real;
begi n

witeln(’Drumul gasit:’);

for i:=1to k-1 do wite(Xi] : 3);
writeln;

s: =0;

for i:=1to k-1 do s:=s+D[ X[i], Xi+1]];

writeln(’ Lungi mea drunului ’, s : 10:2);
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readl n;
hal t;
end; { PrelucrareaSolutiei }

procedure Reluare(k : integer);
| abel 1;

var i : integer;

begi n

if MultinmeVida(k) then goto 1;
if X[ k-1]<>b then
begi n
X[ k] : =Pri nmul El enrent (k) ;
if Continuare(k) then Reluare(k+1);
whi | e Exi staSuccesor (k) do
begi n
X[ k] : =Succesor (k) ;
if Continuare(k) then Rel uare(k+1);
end; { while }
end { then}
el se PrelucrareaSol utiei (k);
1:end; { Reluare }

begi n
Initializare;
X[ 1] : =a;

Rel uar e(2);
end.

Din analiza programului P159 se observd cd algoritmul bazat pe metoda relua-
rii are complexitatea O(m"), deci este exponential. In aceastd formula m reprezinta
numarul maxim de vecini pe care ii poate avea fiecare oras. Mentionam cd numa-
rul concret de operatii efectuate de programul P159 depinde in mare masura de
configuratia retelei de drumuri si distantele respective. Evident, ,plata” pentru
reducerea numarului de operatii in algoritmul euristic bazat pe metoda reludrii in
comparatie cu algoritmul exact bazat pe metoda trierii constd in pierderea soluti-
ilor optime.

In scopul solutionérii eficiente a problemelor de o reald importanta practica, in
informaticd se depun eforturi considerabile pentru elaborarea unor algoritmi exacti
care ar avea o complexitate polinomiala. In cazul problemei drumului minim un ast-
fel de algoritm poate fi elaborat utilizind metoda programarii dinamice.

Amintim cd metoda programadrii dinamice poate fi aplicatd doar problemelor care
satisfac principiul optimalitatii, principiul care se respectd in cazul drumurilor mini-
me. Pentru a formula relatiile respective de recurenta, introducem in studiu matri-
cea costurilor C = ||¢;|.,, elementele careia indicd lungimea drumului minim intre
oragele i, j. Componentele ¢; se calculeazd dupd cum urmeaza:
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1) mai intii se examineaza drumurile minime care leagd orasele vecine:
0, dacai=j
¢; =1d,;, dacd orasele i, j sint vecine;

oo, 1n caz contrar;

2) in continuare se examineaza drumurile minime intre orasele i, j formate prin
folosirea localitatii k drept punct de conexiune:
c; =min(c, ctey), i,je{l, 2., nl, i#j ik j*k

3) punctul 2 se repeta pentru k=1, 2, ..., n.
Valorile curente ale matricei costurilor pentru orasele din figura 5.15 sint prezen-
tate in figura 5.16.

Matricea initiald k=1 k=2
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 ¢ 1 2 3 4 5 ¢
7ol 1] 2] 6| 110 2 o0 | Il o] 1] 2] 6|
21 1| 0|oo|oo| o0 |0 21 11 0| 3| 7 |c0|® 2111 0] 3| 7 ]|0|
3] 2 o0 0| 2] 3|00 31 203|0f2]3]| 3121 3]0f2] 3]0
4] 6| 2| 0] 5|00 4|61 7| 2[0]| 5] 41 6| 7] 2]0]| 5|0
Slee|oo| 3| 5] 0|2 S5|loofee| 35| 0] 2 Slee|oo| 35| 0|2
6|loo|oo|oe|oo| 2] 0 6loo|oo|oo|eo| 2|0 6|loo|oo|oofeo| 2| 0
k=3 k=4 k=5
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 ¢ 1 2 3 4 5 6
7ol 1] 2] 4|5 7ol 1| 2] 4] 5|0 1ol 12457
201|103 5] 6] 20 110]3| 5] 6|0 21110 3]5|6]8
31213]0|2]3]w 31 213]0|2]3]| 312130 2|3]35
414 5[2|0] 5| 44| 5]2]0|5]|> 4| 4] 5|2]0|5]|7
515[6[3]5]0]2 51 5]6[3[5]0]f2 5| s5]6|3]5]0]2
6|@|oo|oo|oo| 2|0 6|0 ||| 20 6|1 7(8|5[7|2|0
k=6

1 2 3 4 5 ¢

o 1|2]4f5]|7

20 1]o0f3]5]6]|8

312030235

414521057

5| 5]6|3]5|0]2

6| 7185|720

Fig. 5.16. Valorile curente ale matricei costurilor
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Intrucit matricea costurilor C nu include drumurile minime propriu-zise, ci nu-
mai lungimile lor, vom construi drumul minim ce leaga orasele 4, b cu ajutorul teh-
nicii Greedy. Conform acestei tehnici, constructia drumului minim X = (xy, ..., x4, X,
...) incepe cu orasul initial x, = a. In continuare, la fiecare pas k se alege acel oras x,, x,
€ A, care satisface principiul optimalitatii:

Cla, x,] + Clx, b] = Cl[a, b].

De exemplu, pentru orasele a =1, b = 6 din figura 5.15 avem:

X=();
X=(1,3);
X=(1,3,5);

X=(1,3,5,6).

Algoritmul de determinare a drumurilor minime bazat pe metoda programarii
dinamice este cunoscut in literatura de specialitate sub denumirea Roy-Floyd. In ca-
litate de exercitiu vd propunem sa demonstrati cd acest algoritm este exact, adica
intotdeauna construieste numai drumuri minime.

In programul ce urmeaz algoritmul exact este implementat cu ajutorul procedu-
rii RoyFl oyd.

Program P160
{ Problema drunului mnim- netoda programarii dinanice }
const nmax=50;

| nfini t =1. OE+35;

var n i nteger; { numarul de orase }
D: array[1l..nnax, 1..nnax] of real; { matricea distantelor }
a, b: 1..nmAx;
X : array [O0..nmax+1] of integer; { drumul construit }
V : array[1l..nmax, 1..nmax] of integer; { vecinii }

C: array[l..nmax, 1..nmax] of real; { matricea costurilor }
Fi nput : text;

procedure InitializareVecini
{ Inscrie in V[k] vecinii orasului k }

var k, i, j, p, q, r : integer;
begi n
for ki=1 to n do
begi n

{ initial multinmea V[k] este vida }
for i:=1 to n do V[k,i]:=0;
{ calcul amelenentele mul timi VK] }
i :=0;
for j:=1 to n do
if Dk,j]<>0 then
begi n
=i +1;

VIk,i]:=;
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end; { then }
end; { for }
end; { InitializareVecini }

procedure Initializare;
var i, j : integer;
begi n
assign(Finput, "DRUMIN );
reset (Fi nput) ;
readl n( Fi nput, n);
readl n(Fi nput, a, b);
witeln(’'n=, n, ’
for i:=1 to n do
for j:=1 to n do read(Finput, DOi,j]);
cl ose(Fi nput);
InitializareVecini;
end; { Initializare }

a=", a, ' b=, b);

procedur e AfisareaDr umul ui ;
var k : integer;
begi n
wite(’ Drunul g&sit: ');
k: =1;
r epeat
wite(X[ k]l : 3);
k: =k+1;
unt il X[ k] =0;
writeln;
writeln(’ Lungimea drumului ', Cla, b] : 5);
readl n;
end; { PrelucrareaSolutiei }

function Mn(p, q: real) : real;
{ Returneaza mininul din p si q}
var s : real;
begi n

if p<g then s:=p else s:=q;

if s>Infinit then s:=Infinit;

M n: =s;
end; { Mn }

procedur e RoyFl oyd;
var i, j, k : integer;
s : real;
ors : integer; { orasul candidat la includerea Tn drunul
m nim}
cnd : boolean; { conditiile de includere a orasului Tn drum}
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begi n
{ Initializarea matricei costurilor }
for i:=1 to n do
for j:=1 to n do
if (Oi,j]=0) and (i<>) then Ci,j]:=Infinit
else (i ,jl:=00i,j];
{ Calcularea natricei costurilor }
for ki=1 to n do
for i:=1 to n do
if i<>k then
for j:=1 to n do
if j<>k then [i,j]:=Mn(Ci,j], qi,k]+(]j, Kk]);
{ Trasarea drunului - tehnica G eedy}
for ki=1 to n do X[Kk]: =0;
k:=1; X 1]: =a;
whi |l e X[ k] <>b do

begi n
i:=1;
while V[ X[ k], i]<>0 do
begi n
ors:=V[ X[ K], i];
cnd: =true;

for j:=1 to k do if ors=X[j] then cnd: =fal se;
if cnd and (CJA, ors]+Cors, B]=(a, b])
then X[ k+1]: =ors;
i:=i+1;
end; { while }
k: =k+1
end; { while }
end; { RoyFl oyd }

begi n
Initializare;
RoyFl oyd;

Afisar eaDr unul ui ;
end.

Din analiza procedurii RoyF| oyd se observa ca complexitatea temporala a algo-
ritmului exact este O(17°), deci polinomiala.

In practica, pentru solutionarea unei probleme, mai intii se incearca elaborarea
unui algoritm exact de complexitate polinomiald. Daca aceastd tentativa esueazd, se
elaboreaza un algoritm euristic. Pentru a sistematiza acest proces este convenabil sa
se pund in evidentd toate conditiile pe care le satisface o solutie optima. Conditiile
respective pot fi impartite in doua clase:

1) conditii necesare in sensul cd neindeplinirea lor impiedica obtinerea unei solu-
tii posibile pentru problema;
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2) conditii pentru care se poate accepta un compromis, in sensul ca ele pot fi inlo-
cuite cu alte conditii ce permit apropierea de o solutie optimala.

De exemplu, in cazul drumului minim X = (a4, x,, ..., X, ;, X,, ..., ) faptul ca x, trebuie
sd fie un vecin al orasului x,; este o conditie necesard, iar respectarea principiului op-
timalitatii este o conditie de compromis. In metoda reludrii conditia de compromis a
fost inlocuitd cu una mai simpld, si anume, orasul x, trebuie sa fie cit mai aproape de
orasul x,,. Evident, formularea conditiilor care acceptd un compromis si inlocuirea
lor cu altele mai simple cade in sarcina programatorului.

Intrebari gi exercitii

o
(2]
(3]

o

Care este diferenta dintre algoritmii exacti si cei euristici?

In care cazuri algoritmii euristici sint,mai buni” decit cei exacti?

Scrieti un program care determina cel mai scurt drum prin metoda trierii. Estimati com-
plexitatea temporald a programului elaborat.

Efectuati un studiu comparativ al algoritmilor exacti si algoritmilor euristici destinati
solutiondrii problemei drumului minim.

Calculati matricea distantelor pentru reteaua de drumuri auto ce leaga centrele raionale.
Determinati cele mai scurte drumuri intre centrele raionale date cu ajutorul algoritmilor
exacti si algoritmilor euristici.

Cum credeti, poate fi oare aplicata metoda trierii pentru determinarea celui mai scurt
drum intre oricare doua localitati din tara ? Argumentati raspunsul dvs.

Formulati conditiile necesare si conditiile pentru care se poate accepta un compromis in
cazul robotului ce exploreaza un teren aurifer (vezi paragraful 5.6).

Estimati complexitatea algoritmilor exacti si a algoritmilor euristici destinati solutionarii
problemelor ce urmeaza:

a) memorarea fisierelor pe benzi magnetice (exercitiul 5, paragraful 5.3);

b) problema continuad a rucsacului (exercitiul 6, paragraful 5.3);

¢) colorarea unei harti (exercitiul 9, paragraful 5.4);

d) problema discreta a rucsacului (exercitiul 7, paragraful 5.6);

e) arhivarea fisierelor (exercitiul 9, paragraful 5.6);

f) triangularea polinoamelor (exercitiul 10, paragraful 5.6);

g) jocul Perspico (paragraful 5.8);

h) problema comis-voiajorului (exercitiul 10, paragraful 5.8).
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Capitolul 6

ALGORITMI DE REZOLVARE A UNOR
PROBLEME MATEMATICE

6.1. Operatii cu multimi

Generarea solutiilor posibile ale unei probleme presupune prelucrarea elemente-
lor ce apartin diferitor multimi.
Fie A o multime oarecare cu n elemente:

A={a,a, ..., ay ..., a}.

Intrucit limbajul PASCAL nu permite accesul direct la elementele multimilor de-
scrise cu ajutorul tipului de date set, vom memora elementele multimii A intr-un
vector (tablou unidimensional) cu n componente A=(a,, a,, ..., a, ..., a,). Evident, o
astfel de reprezentare stabileste implicit o ordine a elementelor multimii corespun-
zdtoare ordinii in care apar componentele in vectorul A.

Fie A, o submultime a lui A. In PASCAL aceastd submultime poate fi reprezentats
prin vectorul caracteristic al submultimii:

Bi = (bl’ b2/ Ry b], ceey bn)’

unde 5
B 1, dacd a;€ 4;
i~ .
0, 1in caz contrar.
Intre submultimile A; ale multimii A si vectorii caracteristici B, existd o corespon-
denta biunivoca:

A =0 < B,=(0,0,...,0);
A, ={a} < B,=(1,0,...,0)
Ay ={a,} < B;=(0,1,...,0);
A, ={a, a)} < B,=(,1,...,0)

A={a,a, ...,a}) < B=(1,1,..,1);

Evident, numarul tuturor submultimilor unei multimi este k = 2".

Reprezentarea submultimilor cu ajutorul vectorilor caracteristici presupune ela-
borarea unei unitati de program ce contine cite o procedura pentru fiecare din opera-
tiile frecvent utilizate in calculul cu multimi: U - reuniunea, N - intersectia, \ - dife-
renta, - complementarea. Scrierea procedurilor respective este propusi cititorului
in calitate de exercitiu.
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O alta operatie frecvent utilizatd in algoritmii bazati pe metoda trierii este gene-
rarea tuturor submultimilor unei multimi. Realizarea acestei operatii in programele
PASCAL este prezentata cu ajutorul exemplului ce urmeaza.

Exemplul 1. Se considera multimea A={a,, a,, ..., a,} formata din n numere intregi.
Determinati dacd existd cel putin o submultime A, A, c A, suma elementelor cdreia
este egald cu m.

Rezolvare. Solutiile posibile &, {a,}, {a,}, {a,, a,} s.a.m.d. pot fi generate formind
consecutiv vectorii binari B,, B,, ..., B,.

Program P161;
{ Generarea tuturor subnmul timlor unei mul tim }
const nmax=50;
type Multime = array [1..nmax] of integer;
CifraBinara = 0..1;
VectorCaracteristic = array[1..nnmax] of Ci fraBinara;
var A : Miltine;
B : VectorCaracteristic;
n, m j : integer;

function Sol uti ePosi bila : bool ean;

var j, suma : integer;
begi n
suma: =0;

for j:=1 to n do
if B[j]=1 then suma: =suma+A[j];
i f suma=m then Sol uti ePosi bil a: =true
el se Sol uti ePosi bi | a: =f al se;
end; { Sol utiePosibila }

procedure PrelucrareaSol uti ei;
var j : integer;
begi n
write(’ Submul ti mea: );
for j:=1 to n do
if B[jl=1 then wite(Aj]l, ' ');
writeln;
end; { PrelucrareaSolutiei }

procedure GenerareSubnultim (var t: G fraBinara);
var j @ integer;
begi n

t:=1; { transportul }

for j:=1 to n do

if t=1 then
if B[j]=1 then B[j]:=0
el se begin B[j]:=1; t:=0 end;

end; { GenerareSubmultim }
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procedur e CautareSubnul tim ;

var i : integer;
t : CifraBinara;
begi n
for j:=1 to n do B[j]:=0;
{ Tncepem cu vectorul caracteristic B=(0, 0, ..., 0) }
r epeat

i f Sol utiePosibila then PrelucrareaSol uti ei
Gener areSubnul tim (t);
until t=1;
end; { CautareSubrultim }

begi n
wite(’'Dati n="); readl n(n);
witeln(’Dati ', n, ' numere intregi:’);

for j:=1 to n do read(Alj]);
wite('Dati m='); readl n(m;
Caut areSubmul ti m ;
witeln("Sfirsit’);
readl n;

end.

In programul P161 trierea consecutiva a solutiilor posibile este organizata cu aju-
torul ciclului r epeat ..until din componenta procedurii Caut ar eSubrul tim .
Vectorii caracteristici ai submultimilor respective sint formati cu ajutorul procedurii
Gener ar eSubnul ti mi . In aceastd proceduri vectorul caracteristic B este tratat ca
un numadr binar valoarea caruia trebuie marita cu o unitate la fiecare apel.

Instructiunile i f din componenta procedurii Gener ar eSubrnul ti m simuleaza
functionarea unui semisumator care aduna cifrele binare b, si t, variabila ¢ reprezen-
tind transportul. Valoarea t =1 a transportului din rangul n indica faptul cd de la
vectorul final B, = (1,1, ...,1) se trece la vectorul initial B, = (0, 0, ..., 0).

Complexitatea temporala a algoritmilor bazati pe generarea tuturor submultimi-
lor unei multimi este O(2").

In unele probleme multimea solutiilor posibile S poate fi calculatd ca produsul
cartezian al altor multimi.

Exemplul 2. Se considerd n multimi A,, A,, ..., A,, fiecare multime Aj fiind format3d
din m; numere intregi. Selectati din fiecare multime A; cite un numar 4, in asa mod,
incit produsul a,x a,x ... x a, sa fie maxim.

Rezolvare. Multimea solutiilor posibile S=A,xA,x...xA, . Evident, numarul solutiilor
posibile k = m;x m, x...x m, Fiecare element s; al produsului cartezian A,xA,x...xA,
poate fi reprezentat prin vectorul indiciilor:

Ci=(c, ¢y e CyennsCy),

unde ¢, este indicele elementului respectiv din multimea A,. De exemplu, pentru
© @06 OO ®© @06
A=(6,21); A,=4 9); A;=(8, 3,5),
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obtinem:

5, =(-6,4,-8) < C=(0 0 0);
5,=(2,4,8) © C=(@ 0 0)
55=(1,4,-8) & C,=(®,0,0)
5, =(6,9,-8) < C,=(0 0 0);
55=(2,9,8) © C=(0 0, 0)

555 (1,9, 5) © Cxg=(0, 0,0),

unde @, @ si @ sint indicii elementelor din multimile respective.
Vectorii C,, C,, ..., C, pot fi generati in ordine lexicografica pornind de la vectorul
initial C;=(1, 1, ..., 1).

Program P162;

{ Generarea el enentel or unui produs cartezian }

const nmax=50; { numarul meximal de nul tim }
max=50; { numirul nmaxi mal de el enente }

type Multime = array [1..nmax] of integer;
Vectorindicii = array[1l..nmax] of 1..nmax;

var A : array[l..nmax] of Miltine;

n : 1..nmax; { numsrul de mul tim }

M: array[l..nmax] of 1..mmax; { cardinalul mul timi Ali] }
Pmax : integer; { produsul naxinml }

C, Cmax : Vectorlndicii;

i, J : integer;

procedure PrelucrareaSol utiei Posi bil e;
var j, p : integer;
begi n
o =i
for j:=1to n do p:=p*Alj, Cjl];
if p > Pmax then begin Pmax: =p; Cmax: =C end;
end; { PrelucrareaSol utieiPosibile }

procedur e GenerareProdusCartezian(var t:integer);
var j : integer;
begi n
t:=1; { transportul }
for j:=1 to n do
begi n
Ajl:=qj]+t;
if (j]<=Mj] then t:=0 else Cj]:=1;
end; { for }
end; { GenerareProdusCartezian }
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procedur e Caut ar eaPr odusul ui Maxi mal ;

var j : integer;
t : integer;
begi n
Pmax: =- Max| nt ;
writel n(’ Pmax=", Pnax);
for j:=1ton do Cj]:=1;
{ Tncepemcu vectorul indiciilor C=(2, 1, ..., 1) }
r epeat

Pr el ucr ar eaSol uti ei Posi bi |l e;
write(’ Produsul cartezian: ');

for j:=1 to n do wite(Alj, Cjl]l, ' '); witeln;
Cener ar eProdusCart ezi an(t);
until t=1;

end; { CautareaProdusul ui Maxi mal }

begi n
wite(’'Dati numarul de mul ¢cimi n="); readln(n);
for i:=1 to n do
begi n
wite(’Dati cardinalul M', i, ']="); readln(Mi]);
wite(’'Dati elementele multimi Al’, i, '1: ");
for j:=1to Mi] do read(Ali, jl);
witeln;
end;

Caut ar eaPr odusul ui Maxi mal ;

writel n(’ Pmax=", Pnax);
wite(’' El enentel e selectate: ');
for j:=1ton do wite(Aj, Cmax[j]], ' ');
writeln;
readl n;
readl n;
end.

In procedura Gener ar ePr odusCar t ezi an vectorul indiciilor C este tratat ca
un numadr natural scris intr-un sistem mixt de numeratie. In acest sistem cifra ol
este scrisd in baza m,, cifra c, - in baza m,, cifra c, - in baza m, s.a.m.d. La fiecare
apel al procedurii Gener ar ePr odusCart ezi an valoarea numadrului inscris in
vectorul C este madritd cu o unitate. Valoarea t =1 a transportului din rangul n
indica faptul ca de la vectorul final C, = (m,, m,, ..., m,) se trece la vectorul initial
¢G=11..,1).

Mentionam cad daca numarul de multimi n este cunoscut pind la scrierea progra-
mului, generarea elementelor produsului cartezian A;xA,x...xA, poate fi facutd mult
mai simplu cu ajutorul a # cicluri imbricate:
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for j1:=1 to m do

for j2:=1 to m, do

~ for jn:=1 to m, do
if SolutiePosibila(a, a,,..., &,
then PrelucrareaSolutiei (a, a, ..., &,

Complexitatea temporald a algoritmilor bazati pe generarea tuturor elementelor
unui produs cartezian este O(m"), unde m = max(m,, m,, ..., m,).

Intrebari si exercitii

(1]

(2]

6.

Submultimile A, A; ale multimii A sint reprezentate prin vectori caracteristici. Elaborati
procedurile necesare pentru efectuarea urmdtoarelor operatii: A, N A, A/ U A, A\ A, A.

Orice submultime A, A, c A, poate fi reprezentata printr-un vector cu n componente,
unde elementele submultimii A, sint plasate la inceputul vectorului, iar restul pozitiilor
au o valoare ce nu apartine multimii A. Elaborati procedurile necesare pentru efectuarea
operatiilor frecvent intilnite in calculul cu multimi: U, N, \, ". Cum credeti, care repre-
zentare a submultimilor este mai comoda: prin vectorii caracteristici sau prin vectorii ce
contin chiar elementele submultimii?

Estimati timpul de executie a procedurii Caut ar eSubnul t i m din programul P161.
Verificati aceste estimari prin masurari directe ale timpului de executie pentru diferite
valori ale lui n.

Se considera multimea A formata din primele n caractere ale alfabetului latin. Elaborati
un program care afiseaza la ecran toate submultimile acestei multimi.

Se considerd numarul natural n = 32*35*17*, format din 9 cifre zecimale. Determinati
cifrele care trebuie inscrise in pozitiile marcate cu simbolul * pentru ca numarul obtinut
sa se imparta fara rest la m.

Estimati timpul de executie a procedurii Caut ar eaPr odusul ui Maxi mal din pro-
gramul P162. Verificati aceste estimari prin masurari directe ale timpului de executie
pentru diferite valori ale luin sim,, m,, ..., m,.

n
Intr-un cos sint m mere si p pere. Sa se genereze toate posibilititile de a alege f fructe
dintre care k sa fie mere.
Elaborati o procedura recursiva care genereaza toate elementele unui produs cartezian.
Fie A=(a, a, ..., 2 a,) o multime ordonata de caractere numita alfabet. Numim cu-
vint de lungime p orice succesiune de p caractere din alfabetul A. Elaborati o procedura
care genereazad toate cuvintele de lungimea p.

2. Analiza combinatorie

In rezolvarea multor probleme implementarea algoritmilor bazati pe analiza con-
secutiva a solutiilor posibile presupune generarea permutdrilor, aranjamentelor sau
combinarilor unei multimi.
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Generarea permutarilor. E cunoscut faptul ca numarul de permutéri posibile ale
unei multimi A={a,, a,, ..., a,} cu n elemente se determina ca P, = n!. Acest numar poa-
te fi calculat cu ajutorul functiei factorial, exprimata in forma iterativa:

P,=1-2:3-..'n
sau recursiva:
P 1, dacan=0;
" {R,l -n, dacan>0.

De exemplu, pentru A={a,, a,} cele P, = 2! = 2 permutdri sint (a,, a,) si (a,, 4,). Pentru
A={a,, a,, a} cele P, = 3! = 6 permutdri sint:

@y ay ay); (4, 85 1);  (ay 4y, 3y);
(ay a3 ay); (a3 4y, @y); (a5 4y, 3y).

Intrucit intre permutdrile multimii A={a,, a,, ..., a,} si permutarile multimii I={1,
2, .., n} existd o corespondentd biunivocd, problema generdrii permutdrilor oricarei
multimi A cu n elemente se reduce la generarea permutarilor multimii {1, 2, ..., n},
denumite permutari de grad n.

Existd mai multe metode ingenioase de generare a permutarilor de grad n, cea
mai raspindita fiind metoda lexicografica. In aceastd metoda se pleaca de la per-
mutarea cea mai micd in ordine lexicograficd, si anume de la permutarea identica
1,2, ..,n).

Avind construitda o permutare p = (p, ..., Piys Py Pivrs - P), PENtrU determinarea
urmatoarei permutari p” care ii urmeaza in ordine lexicografica se cautd acel indice i
care satisface relatiile:

Pi< Py Pir1 > Pisa™ + > Poe
In continuare, elementul p, este inlocuit cu cel mai mic dintre elementelep,,,, ..., p
care este mai mare decit p, fie el p;:

(P1s s Pive Pio Pivir s Picar Pir Proas --or Pa)-
Permutarea cdutata p” se obtine prin inversarea ordinii ultimilor (1 - i) elemente
din acest vector, astfel incit ele sd apara in ordine crescdtoare.
Dacd nu exista niciun indice i ca mai sus, inseamnd cd s-a ajuns la permutarea cea
mai mare in ordine lexicograficd, adica la (1, (n - 1), ..., 1) si algoritmul se termina.
De exemplu, pentru n=3 se obtin permutdrile:

(1,2,3); @1,32), (21,3);
2,3,1); (3,1,2); (G 21).

In programul ce urmeaza metoda lexicografica este realizat cu ajutorul procedu-
rii Gener arePermutari .

n

Program P163;
{ Cenerarea permnutarilor }
const nnmax=100;

type Pernutare=array[1..nmax] of 1..nnax;
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begi n
wite('Dati n="); readln(n);
I ndi cat or: =f al se;
r epeat
Cener arePermut ari (1 ndi cator);
i f Indicator then
for i:=1ton do wite(P[i] : 3);
writeln;
until not Indicator;
readl n;
end.

Pentru a porni de la permutarea initiala, inainte de primul apel al procedurii
Gener ar ePer nmut ar i , parametrului | ndi cat or i se atribuie valoarea f al se. La
fiecare apel procedura inscrie in vectorul P permutarea ce urmeazd in ordine lexico-
grafica si atribuie parametrului | ndi cat or valoareat r ue. Dupd generarea tuturor
permutdrilor, procedura Gener ar ePer mut ar i vaatribui parametruluil ndi cat or
valoarea f al se.

Din pdcate, indiferent de metoda folositd, timpul necesar pentru generarea tu-
turor permutrilor este cel putin O(n!). In consecints, algoritmii bazati pe ciutarea
solutiilor prin generarea tuturor permutdrilor posibile pot fi aplicati numai pentru
valori mici ale lui n.

Generarea aranjamentelor. Numadrul aranjamentelor de m elemente ale unei
multimi A={a,, a,, ..., a,} cu n elemente este dat de formula:

” n!
" (n—m)!

sau, pentru a evita folosirea functiei factorial,
Al=n-n-1)-n-2)-....n-m+2)-(n-m+1).

Ca siin cazul permutdrilor, putem reduce problema generarii aranjamentelor unei
multimi arbitrare A la generarea aranjamentelor multimii I={1, 2, ..., n}. De exemplu,
pentru [={1, 2, 3} si m=2 cele A} = 6 aranjamente sint:

(1,2); @1, @13);
G 1), 23); (32).

Generarea aranjamentelor poate fi facuta in ordine lexicografica, pornind de la
aranjamentul cel mai mic a=(1, 2, ..., m).

Fie a=(a,, a,, ..., a, ..., a,) un aranjament oarecare. Pentru a determina succesorul
a’ al aranjamentului 4, se cautd mai intii cel mai mare indice i cu proprietatea ca 4,
poate fi marit. Un element a; poate fi marit daca cel putin una din valorile a,+1, a+2,
..., 1 cu care ar putea fi inlocuit g, este disponibild. Pentru a putea efectua mai usor
aceste verificdri, se utilizeaza vectorul D=(d,, d,, ..., d, ..., d ), unde d, este 0 sau 1 in
functie daca valoarea i apare sau nu in aranjamentul curent a. In momentul in care a
fost determinat indicele 7, elementele a, a,,,, ..., a,, vor primi in ordine crescdtoare cele

mai mici numere disponibile.
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Daca nu existd un indice i cu proprietatea mentionatd, inseamna ca s-a ajuns
la aranjamentul (n-m+1, n-m+2, ..., n), deci procesul generdrii s-a incheiat. Pentru
a semnala acest lucru, in programul ce urmeaza se utilizeaza variabila booleana
| ndi cat or.

Program P164;
{ Cenerarea aranjanentel or }
const nmax=100;

mrax=100;

type Aranjanent=array[l..mmax] of 1..nmax;

var A : Aranjanent;
D: array[l..nnmax] of O0..1;
n : 1..nmax;
m: 1..nnax;
. integer;

ndi cator : bool ean;

procedur e GenerareAranj anente(var |ndicator : bool ean);
| abel 1;
var i, j, k, | : integer;
begi n
{ aranjanmentul initial }
i f not Indicator then

begi n

for i:=1 to mdo
begi n
Ali]:=i; Di]:=1;
end;

for i:=mtl to n do Di]:=0;
| ndi cat or: =t rue;

goto 1;
end;
{ succesorul aranjanentului curent }
for i:=mdownto 1 do
begi n
DLA[i]]:=0;

for j:=Ali]+1 to n do
if D[j]=0 then

begi n

Alil:=j; Dj]l:=1;, k:=0;

for I:=i+1 to mdo
begi n

repeat k:=k+1 until D k]=0;
All]:=k; DK]:=1;
end; { for }
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goto 1;
end; { if }
end; { for }
I ndi cat or: =f al se;
1:end; { CenerareAranjanente }

begi n
wite(’Dati n="); readln(n);
wite('Dati m='); readl n(m;
I ndi cat or: =f al se;
r epeat
Gener ar eAr anj anent e( | ndi cat or) ;
i f Indicator then
for i:=1to mdo wite(Ali] : 3);
writeln;
until not I|ndicator;
readl n;
end.

Asadar, complexitatea temporald a algoritmilor bazati pe generarea tuturor aran-
jamentelor este cel mult O(n!).
Generarea combinarilor. Numarul de combinari de n elemente luate cite m (m<n)
se calculeaza ca
Al n!

" P, Cml(n-m)!’

De exemplu, pentru I={1, 2, 3} si m=2 avem Cé = 3 combindri:
2 1,3 (23)

Generarea combinarilor poate fi facutd in ordine lexicograficd, pornind de la com-
binarea initiala {1, 2, ..., m}.

Fie datd o combinare c={c,, ¢, ..., ¢, ..., ¢,}. Combinarea ¢’ care ii urmeazd imediat
in ordine lexicografica se determina astfel:

— se stabileste indicele i care satisface relatiile c<n-m+1, c,,,=n-m+i+1, c, ,=n-1,
c,=1;

— se trece la combinarea ¢'={c,, ..., ¢;;, ¢;+1, ¢+2, ..., cn-i+1}.

Dacé nu existd un indice i care satisface conditiile de mai sus, inseamna cd au fost
generate toate combinarile.

In programul ce urmeaza combinarile multimii I={1, 2, ..., n} se genereaza conse-
cutiv in vectorul (tabloul unidimensional) C.

Program P165;
{ CGenerarea conbinarilor }
const nmax=100;
mmax=100;

type Conbi nare=array[1..mmax] of 1..nnax;
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Se poate demonstra cd timpul cerut de un algoritm bazat pe generarea tuturor
combindrilor este de ordinul O(1"), unde k=min(m, n-m+1), deci polinomial.




Intrebari i exercitii

o

2}
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Scrieti un program PASCAL care afiseaza la ecran numarul permutdrilor P,, numarul
aranjamentelor A7 si numarul combinarilor C7. Valorile n si m se citesc de la tastatura.

Elaborati o procedura recursiva pentru generarea tuturor permutarilor posibile ale mul-
timii I={1, 2, .., n}.

Utilizind metoda reluarii, schitati trei algoritmi pentru generarea, respectiv, a permuta-
rilor, aranjamentelor si combinarilor unei multimi formate din n elemente distincte.

Se considera un tablou bidimensional T[ 1. . n, 1. . n] format din numere intregi.
Elaborati un program care determind o permutare a coloanelor tabloului astfel incit
suma componentelor de pe diagonala principala sa fie minima.

Elaborati un program care afiseaza la ecran toate sirurile posibile formate din caractere-
le A b, C d, E. Fiecare caracter apare in sir numai o singura data.

Dintr-o listd ce contine n candidati trebuie alese m persoane care vor fiincluse in echipa
de fotbal a unui raion. Elaborati un program care afiseaza la ecran toate modalitatile de
selectie a celor m persoane.

Se considera multimea numerelor intregi A={a,, a,, .., a,}. Elaborati un program care
determina o submultime ce contine exact m elemente ale multimii A astfel incit suma
lor sa fie maxima.

Cum credeti, care sint avantajele si neajunsurile algoritmilor bazati pe generarea tuturor
permutarilor, aranjamentelor si combinarilor posibile?

Exista oare tehnici de programare care ar permite evitarea unei analize exhaustive a
tuturor permutarilor, aranjamentelor sau combinarilor posibile?

Se considera multimea numerelor intregi A={a,, a,, ..., a,}. Elaborati un program care de-
termind o descompunere a multimii A in doua submultimi nevide B si C astfel incit suma
elementelor din submultimea B s& fie egala cu suma elementelor din submultimea C. De
exemplu, pentru A={-4, -1, 0, 1, 2, 3, 9} avem B={-4, 0, 9} si C={-1, 1, 2, 3}.



Capitolul 7

PROBLEME RECAPITULATIVE

Problemele ce urmeaza au fost propuse la diverse concursuri de informatica.
Rezolvarea lor necesita cunoasterea profunda a tehnicilor de programare si a meto-
delor de estimare a complexitatii algoritmilor.

1. Cercuri. Un patrat cu latura a cm contine 7 cercuri (n < 100). Fiecare cerc i este
definit prin coordonatele centrului (x, y,) si raza r,. Elaborati un program care in cel
mult ¢ secunde calculeaza cit mai exact aria obtinuta prin reuniunea celor n cercuri.

2. Puncte. Se dau n puncte in plan, n < 100. Sa se calculeze numadrul maxim de
puncte coliniare.

3. Poduri. Se considerd n insule legate prin m poduri. E cunoscut faptul cd pe
podul ce leaga insulele 7, j pot circula vehicule greutatea cdrora nu depdseste g;; tone.
Determinati greutatea maxima G,, a vehicolului care poate ajunge de pe insula a pe
insula b.

4. Texte. Se considerd n texte care trebuie tipdrite pe foi de hirtie. Textul i este
format din r, linii. Pe o foaie pot fi tiparite cel mult m linii care pot forma unul, doua
sau mai multe texte. Pentru a le separa, intre textele de pe aceeasi foaie se insereaza o
linie vidd. Fragmentarea textelor este interzisa, adica toate liniile oricarui text trebuie
imprimate pe aceeasi foaie. Elaborati un program care determina numarul minim de
foi necesare pentru a tipdri toate textele.

5. Circumferinte. Se considera n puncte pe un plan cartezian. Fiecare punct i este
definit prin coordonatele sale x, y,. Elaborati un program care verifica daca punctele
in studiu apartin unei circumferinte.

6. Reteaua telefonica. Se considera n orase, n < 100, care trebuie legate prin cabluri
intr-o retea telefonica. Pentru fiecare oras i sint cunoscute coordonatele carteziene x;, y;.
Cablurile telefonice ce leaga oricare doua orase nu pot avea ramificatii. Abonatii retelei
telefonice comunica intre ei direct sau prin intermediul statiilor telefonice din alte orase.
Lungimea cablului care leaga orasele i, j este egald cu distanta dintre ele. Determinati
lungimea sumarad minima a cablurilor necesare pentru a conecta toate orasele.

7. Evaluarea expresiilor. Se considera expresiile aritmetice formate din numere
intregi, parantezele (,) si operatorii binari +, -, *, nod, di v. Scrieti un program care
evalueazad expresiile aritmetice in studiu.

8. Psihologie. Se considera n angajati, n <100, care trebuie repartizati in m echipe.
Fiecare echipa este formata din k angajati, k - m = n. Relatia de compatibilitate intre
angajatii i, j se caracterizeazd prin coeficientul r, care poate lua valorile 0 (incompa-
tibili), 1, 2, ..., 10 (compatibilitate excelenta). Compatibilitatea intregului colectiv C
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se calculeaza insumind coeficientii r; pentru toate perechile posibile (i, j) din cadrul
fiecdrei echipe. Determinati compatibilitatea maxima C,,,, care poate fi asigurata prin
formarea corespunzdtoare a echipelor.

max

9. Compasul. Se considera n puncte pe un plan cartezian. Fiecare punct i este spe-
cificat prin coordonatele sale x, y,. Elaborati un program care verificd daca se poate
desena o circumferintad cu centrul in unul din punctele in studiu si care ar trece prin
toate celelalte puncte.

10. Intersectia dreptunghiurilor. Se dau n dreptunghiuri (n < 10) care au laturile
paralele cu axele de coordonate, iar coordonatele virfurilor sint numere naturale din
multimea {0, 1, 2, ..., 20}. Elaborati un program care calculeaza aria figurii obtinute
prin intersectia celor n dreptunghiuri.

11. Reuniunea dreptunghiurilor. Se dau n dreptunghiuri (1 < 10) care au latu-
rile paralele cu axele de coordonate, iar coordonatele virfurilor sint numere reale.
Elaborati un program care calculeaza aria figurii obtinute prin reuniunea celor n
dreptunghiuri.

12. Numere prime. Calculati toate numerele prime formate din 4 cifre inversul ca-
rora este la fel un numadr prim, iar suma cifrelor este de asemenea un numar prim.

13. Vizibilitate. Se considera linia frintd inchisa P,P, ... P,P,, n < 20, care nu se
autointersecteaza. In punctul A din interiorul liniei este situat un observator. Pentru
observator unele segmente ale liniei frinte pot fi invizibile. Elaborati un program
care calculeazd numarul segmentelor invizibile.

14. Felinare. Un parc de forma dreptunghiulard este impadrtit in pdtrate de ace-
leasi dimensiuni. In fiecare patrat al parcului poate fi instalat cite un felinar. In ge-
neral, un felinar asigurd iluminarea nu numai a patratului in care el se afld, dar si
a celor opt patrate vecine. Elaborati un program care determind numarul minim de
felinare necesare pentru iluminarea parcului.

15. Laserul. Se considera o placa dreptunghiulara cu dimensiunile mxn, unde m
si n sint numere naturale. Aceasta placa trebuie taiatd in mxn placi mai mici, fiecare
bucati avind forma unui patrat cu dimensiunile 1x1. Intrucit placa este neomogens,
pentru fiecare bucata se indica densitatea d,, unde x, y sint coordonatele coltului
stinga-jos al patratului respectiv.

Pentru operatiile de tdiere se foloseste un strung cu laser. Fiecare operatie de ta-
iere include:

— fixarea unei placi pe masa de tdiere;

— stabilirea puterii laserului in functie de densitatea materialului de taiat;

— o singura deplasare a laserului de-a lungul oricdrei drepte paralele cu una din
axele de coordonate;

— scoaterea celor doud placi de pe masa de tdiere.

Costul unei operatii de tdiere se determind dupa formula ¢ = d,_,, unde 4,
este densitatea maxima a bucdtilor 1x1 peste marginile carora trece raza laserului.
Evident, costul total T poate fi determinat adunind costurile individuale c ale tuturor
operatiilor de tdiere necesare pentru obtinerea bucatilor 1x1. Scrieti un program care
calculeaza costul minim T.

xy/
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16. Judete. Teritoriul unei tari este impartit in judete (fig. 7.1). Pe hartd, frontiera
tdrii si granitele administrative ale fiecarui judet reprezinta cite un poligon definit
prin coordonatele (x, y,) ale virfurilor sale. Se presupune cd virfurile de poligoane
sint numerotate direct prin 1, 2, 3, ..., n, iar coordonatele lor sint numere intregi. in
interiorul oricarui judet nu exista alte judete.

yl\

9

. ]

7 2

6 L =
5 /16
48// 7 ;
3 />—
2 10

! 11

0 1 23456 7 8Xx

Fig. 7.1. Judetele unei tari

Un virus de calculator a distrus partial informatia despre granitele administrati-
ve, lasind intacte urmatoarele date:

—numarul # si coordonatele (x, y,) ale tuturor virfurilor de poligoane;

—numarul de segmente m care formeaza laturi de poligoane si informatia despre
extremitdtile fiecarui segment.

Scrieti un program care determind numarul de judete d si virfurile fiecarui poli-
gon ce reprezinta o granitd administrativa de judet.

17. Turnuri. Fie n pléci dreptunghiulare numerotate de la 1 la nn. Despre placa i se
stie ca are grosimea £, si lungimile laturilor x, y,. Elaborati un program care determi-
na indltimea maxima a unui turn ce poate fi construit din placile in studiu. Pentru a
asigura stabilitatea turnului, se vor respecta urmatoarele reguli (fig. 7.2):

— placile sint puse una peste alta orizontal, nu pe muchii sau in alt mod;

— muchiile omoloage ale placilor suprapuse sint paralele;

— orice placd din componenta turnului se va sprijini in intregime pe placa de mai
jos (evident, placa de la baza tunului se sprijina pe sol);

—nu se cere sd folosim toate placile.

Date de intrare. Fisierul text TURNURI . | N contine pe prima linie numarul n. Pe
fiecare din urmatoarele n linii se contin cite trei numere intregi pozitive x, y, h, sepa-
rate prin spatiu.

Date de iegire. Fisierul text TURNURI . QUT va contine pe o singura linie un numar
intreg — indltimea maximad a turnului.
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Fig. 7.2. Turn construit din placi dreptunghiulare

Exemplu:

TURNURI . I N TURNURI . QUT
5 8

342

343

4 3 2

154

221

Restrictii: n <1000; x, y, h; <1000. Timpul de executie nu va depasi 10 sec.

18. Speologie. Speologul este un specialist care se ocupa cu explorarea si studie-
rea pesterilor. Antrenarea speologilor presupune parcurgerea unor labirinturi sub-
terane. Un astfel de labirint consta din n1, n <100, pesteri si coridoare (fig. 7.3). Fiecare
pesterd are o denumire individuald formatd din cel mult 10 caractere alfanumerice,
fara spatii, scrisa pe unul din peretii ei. Pestera de intrare are denumirea INTRARE,
iar cea de iesire - denumirea IESIRE. La intrarea in fiecare coridor este scrisd denu-
mirea pesterii spre care ea duce.

Speologul nu cunoaste planul labirintului. In schimb, el este echipat cu un caiet,
un creion si o lanternd, fapt ce 1i permite sa poata citi denumirile de pesteri sau de
coridoare si sa faca notite. Vom numi drum o succesiune de pesteri cu proprietatea
cd intre oricare doud pesteri consecutive din succesiune exista un coridor. Prin lun-
gimea drumului intelegem numarul de pesteri ce-l formeaza. De exemplu, drumul
INTRARE, STALAGMITE, LILIECI, IZVOARE, IESIRE are lungimea 5.

Elaborati un program care gaseste unul dintre cele mai scurte drumuri de la pes-
tera INTRARE la pestera IESIRE.

Date de intrare. Fisier de intrare nu exista. Totusi caracteristica pesterii curente
poate fi aflata prin apelul functiei predefinite UndeMaAflu de tip st ri ng. Functia
returneaza un sir de caractere ce contine denumirea pesterii in care in prezent se afla
speologul, doua puncte si denumirile de intrari de galerii, separate prin spatiu. De
exemplu, dacad speologul se afld in pestera LILIECI, functia va intoarce valoarea:

LI LI ECl: STALAGM TE | ZVOARE LI LI ECl LILIEC
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IESIRE

STALACTITE

INTRARE IZVOARE

STALAGMITE LILIECI

Fig. 7.3. Planul unei pesteri

Trecerea speologului din pestera curenta in pestera spre care duce galeria c se
realizeaza prin apelul procedurii predefinite Tr eci Cori dorul (c), unde c este o
expresie de tip st ri ng. Dacd se indicd un coridor inexistent, speologul ramine pe
loc. Pentru ca aceste subprograme sa fie accesibile, includeti in partea declarativa a
programului de elaborat linia

uses LABI RI NT;

Date de iesire. Fisierul text SPEOLOG. OQUT va contine pe prima linie un numar
intreg — lungimea celui mai scurt drum. Pe urmatoarele linii se va scrie drumul.
Fiecare denumire de pesterd ocupa o linie separatd. Daca un astfel de drum nu exis-
td, fisierul va contine o singura linie cu cuvintul FUNDAC.

Exemplu. Pentru labirintul din figura 7.3 avem:

SPECLOG. QUT

4
| NTRARE
STALACTI TE
| ZVOARE

| ESI RE

Timpul de executie nu va depasi 20 sec.

19. Livada. Planul unei livezi de forma dreptunghiulard cu dimensiunile nxm este
format din zone patrate cu latura 1. In fiecare zona creste o singura specie de arbori. Orice
specie de arbori poate ocupa una sau mai multe zone, nu neapdrat vecine. Elaborati un
program care gdseste un sector dreptunghiular de arie minima ce contine cel putin k
specii de arbori. Laturile sectorului vor coincide cu laturile zonelor din plan.
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20. Discoteca. La o discoteca participa mai multe persoane, numerotate de la 1
la n. Initial, numai un singur participant, cel cu m}mérul i, cunoaste o stire foarte
importantd pe care el o comunicd prietenilor sdi. In continuare, orice participant
j, care deja cunoaste aceasta stire, o comunicd, de asemenea, numai prietenilor sai.
Elaborati un program care determind numadrul de participanti p care vor afla stirea
respectiva. Relatia de prietenie este definita prin m perechi distincte de tipul {j, k}
cu semnificatia , participantii j, k sint prieteni”. Se considera ca 3 < n <1000 si
2 <m < 30000.

21. Genistul. O portiune de drum este impadrtita in n segmente. Pe fiecare seg-
ment poate fi plantata cel mult o mina. Genistul a memorat informatia despre minele
plantate intr-un tablou unidimensional M = ||m]||, in care m, = 1 daca segmentul i
contine o mind si m, = 0 in caz contrar. Pentru orice eventualitate, genistul a cifrat in-
formatia din tabloul M intr-un alt tablou C = ||c,||, componentele ciruia se determina
dupd cum urmeaza:

m, +m,, pentru i=1;

¢, =4m_ +m;+m pentru 1<i<un;

i+1°

m, , +m,, pentrui=n.

In conditiile de lupta datele din tabloul M au fost pierdute. Elaborati un program
care calculeaza tabloul M avind ca date de intrare tabloul C. Se considera ca proble-
ma are cel putin o solute si 3 <71 <10000.

22. Cutii. Se considerd n cutii in forma de paralelipiped dreptunghiular. Pentru
fiecare cutie sint cunoscute cele trei dimensiuni x, v, z. In functie de dimensiunile
cutiilor, unele din ele pot fi puse una in alta. In general, cutiile pot fi rotite. Cutia i
poate fi pusa in cutia j numai atunci cind in urma tuturor rotirilor posibile se va gasi
o astfel de pozitie pentru care dimensiunile cutiei i sint cu strictete mai mici decit
dimensiunile corespunzatoare ale cutiei j. Pentru a asigura o impachetare esteticd, se
cere ca fetele omoloage ale cutiilor sa fie paralele (fig. 7.4). Mai mult decit atit, unele
cutii pot fi imbricate sau, cu alte cuvinte, poate fi format un sir de numere de cutii
iy, 1y 1y, ..., I, CU proprietatea cd cutia i, se afld in cutia i,; cutia i, se afld in cutia i, etc.
Scrieti un program care determind numarul maxim de cutii k,,, ce pot fi imbricate
intr-un astfel de sir.

|

Fig. 7.4. Cutii imbricate
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Date de intrare. Figierul text CUTI | . | N contine pe prima linie numarul natural 7.
Fiecare din urmadtoarele 7 linii contine cite trei numere naturale x, y, z; separate prin
spatiu.

Date de iegire. Fisierul text CUTI | . OUT va contine pe o singurd linie numarul na-
tural k..

Exemplu:

CUTII.IN CUTI I . OJT
5 3

4 4 4

135

22 3

111

112

Restrictii: 2<n<500; 1< x, y,, z,<30000. Timpul de executie nu va depasi 2 se-
cunde.
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Acest manual este proprietatea Ministerului Educatiei al Republicii Moldova.

Liceul/gimnaziul

Manualul nr.

Nr. | Numele de familie si prenumele Aspectul manualului
crt. | elevului Anul scolar la primire | la restituire
1

2

3.

4

5

Dirigintele verificd dacd numele elevului este scris corect.

Elevul nu trebuie sa faca niciun fel de insemnari in manual.

Aspectul manualului (la primire si la restituire) se va aprecia folosind termenii: nou, bun,
satisfdcdtor, nesatisfdicdtor.

Imprimare la Tipografia ,BALACRON” SRL,
str. Calea Iesilor, 10; MD-2069
Chisinau, Republica Moldova

Comanda nr. 560
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